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Sulle proprieta differenziali delle soluzioni delle equazioni
quasi-ellittiche relativamente a domini normali

Nota di AneELO CavaLLuccr (a Bologna) (¥) (%)

Sunto. - Sia R" lo spazio reale euclideo n-dimensionale, sia p un numero
reale positvo e sia Ip=1{ x|x € B, |x,|<p per 1 <j<n—1, 0<x, <p|
In una Nota precedente si é provato che ogni soluzione ordinaria u
dell’ equasione quasi-ellittica P(x, D)u=f in I, appartiene alla classe
di Gevrey, associata all’equazione, Gq(fa), 0<<o<p, se ¢ dati della
equazione e le tracce, sul piano x, =0, di u e di un certo numero di
sue derivate appariengono alla classe Gq(fp).

Pini ha introdotto ¢ domini normali per certi operatori guasi-ellittici
¢ ha studiato su questi un problema lipico estendendo ¢ risultati noti,
per lo stesso problema, nel caso di domini retiangolari.

Qui si determinano le superfici normali (parti della frontiera di un
dominio mormale) per il caso n>2 e si estende il risultato enun-
ciato sopra al caso di un intervallo avenie per facce superfici normali.

1. - Preliminari. - Indichiamo con x=(x,,...2,) i punti di R",
con e¥ = (0, .., 1, ..., 0) il versore dell’asse x;, con « e § punti
di R* a coordinate intere mon negative e facciamo le seguenti
convenzioni

n
P = — ze), B* = L,% . B,y (X, Y) = Digy;, | 2| = (=, @)
1

Se Q(y) & un polinomio complesso, y € R", indichiamo con @(D)
I’ operatore differenziale ottenuto sostituendo, in @Q(y), y; con

Dj=—1 a—a:; L’operatore @(D) (i1 polinomio @(y)) si dice ipoel-
7

littico se ogni distribuzione % su R" verificante la condizione
Q(D)u =0 coincide quasi ovunque con una funzione differen-
ziabile infinite volte. H6RMANDER [4] ha dato la seguente carat-

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca
n. 2 del Comitato per la Matematica del C N.R. per Vanno 1964.65.

(**) Pervenuta alla Segreteria dell’ U.M.I. il 27 novembre 1964.
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terizzazione della ipoellitticita di @(y)
(1) ©, yeRB", Qe +iy) =0, | x|+ [y —oco>>|y| — oo

Osserviamo ora che vale il seguente risultato, deducibile faeil-
mente dal teorema dell’indicatore logaritmico,

Lemma 1. - Sia Q un aperto in R" sul quale sono date le fun-
zioni complesse f,, ..., [,. Se f; & continua su Q per 0<j<"p, se
fo®)=0 per xe') e se il polinomio in ¢

Pl O = %ﬁ(w} ¥

¢ privo di radici reali per ogni x, allora il numero p™*(x) di radici
di p(x, {) =0 con Im{ >0 & una funzione continua su Q.

Supposto il polinomio Q(y) ipoellittico e di grado m; rispetto a
¥;, dalla (1) segue che 1’equazione in ¢

QY + te) = 0, l=i=m

& priva di radici reali per |y | — co. Inoltre & noto [5] che il
coefficiente della massima potenza di { non dipende da .
Allora si pud applicare il Lemma 1 per affermare che esiste un
numero reale K> 0 tale che per | ) | >K & costante il numero
m; (YY) di radici con Im{ >0 (si & supposto %> 2). Questo nu-
mero si indicherhd sempre in seguito con m;* e si dird indice
rispetio a y; del polinomio @y).

Se m,, .., m, sono interi positivi con m,< ..<<m, =m,
poniamo ¢ = (m/m,, ..., m/m,) e consideriamo i polinomi del tipo
(le a, sono costanti complesse)

@) Ply)= 2 auy*
(2, g<m
Posto
(3) Po(y) = 2 ay*,
. (@, @) =m

diciamo che P(y) & quasi-ellittico se vale la condizione

(4) 0k ye R"=> Pyy)30.
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Levma 2. - Se P(y) & quasi-ellittico, gli indici rispetlo a y;

di Ply) e di P,(y) somo uguali per 1<"j<<mn.

Dalla condizione (4) segue che esiste una costante C> 0 tale
che

| Poly) | = ij Ly | "™

per ogni ye R". Si ha poi

(m<m=1ly|/[(Z]|y |™) —>0
1

y| —co
e quindi

| Ply) — Pyly) | /('lﬁj 45 7) ———> 0.

y| —

Da questo segue che esiste un L >0 per cui riesce, per
ly | =L,

Cn 1
®) | Ply) — Poly) | <3 53 Ly 1" <5 1 By -

Dalla (4) segue che P(y) & ipoellittico [4], dunque possiamo
prendere L in modo che riesca inoltre, per { complesso,

|y | =L, Py?+ %) =0=>Im C=‘= 0.
Allora, se fissiamo Y tale che |y% |=L, vale ancora la
(5) con y =y + se, per ogni s reale. Osserviamo ora che il

polinomio P(y? + Le¥") — P,(y" + ¢e’) ha grado, rispetto a &,
minore di m; e quindi esiste un L'> 0 tale che

(6) (L] =L'=> | P9 + () — Py(y? + L) | <

| Py + te) |

DO | -

<=

e si pud supporre che riesca anche Pyy’+ Le¥)==0 per |{|=L"
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Ora la nostra affermazione si ottiene da (5) e {6) applicando il
teorema di RoucHE al dominio T ={{|Im{=0, |{| <L} e
osservando che il numero di radici con Im { >0 i P,y + {e"’)=0
® costante per y"4=0.

2. - Trasformazioni lineari stabili.

Consideriamo la trasformazione lineare invertibile (reale)di R"
in se’ definita da

(7) m’j = ajlxl + LA + a’jnxn’ 1 S] S n,

e il polinomio trasformato di P(y), mediante la (7), dato da

”n n
(8 Ply)= I aa(Zja;,y)% ... (Z;0,Y,)%.
(e, pm 1 1

Se P(y) & ipoellittico, anche P’(y) & ipoelliitico. Pertanto
possiamo dare la seguente definizione per il polinomio quasi-
ellittico P(y).

DeriNizioNE I. - La trasformaszione (7) si dice stabile se

Ply) e P(y) hanno lo stesso grado e lo stesso indice rispetio a
ogni variabile.

Per caratterizzare le trasformazioni stabili proviamo alcuni
lemmi.

Lemma 3. - Sia Ply) quasi-ellittico. Allora, se P(y) e P'(y)
hanno lo stesso grado rispetto a ogni wvariabile, si ha per
1<, j<n

m; <mj=>a,=0.
Per n =1, la nostra affermazione & evidente (il lemma vale

per n=1).

Lo stesso se m; = m,. Supponiamo quindi m; << ... <m, <

<M.y, =..=m,. Dalla (8) si otfiene, per s reale,
9 P(seW)= = g* b Aalf .. a2
kSmn % Gy,
st + ...+m—g 1

”n
oy + ...+a” =k
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Il grado di P’(se™) deve essere m, <m, e quindi deve essere

a,
3 ax0i} .. a;p =0,
Oy ’1”
E-I- "ee +'”— =<1
e T %=,

Si ha ora

n ”n n 7
Zosimy <1, iy = m, => Jpyfm, <1 = Syfm, =
1 1 1 1

n
0<<Zx;(1/m; — 1/m,) < 0 Su=.=0=0t, +..foa,= m,,.
1

Da questo segue che deve essere Pyo, ..., 0, a,, 19 ey Oy} =0,
e quindi, per (4), a;; =0 per r+1<j<<n. Allora si ha

Plse) = 3 g* z Axas .. alr
k<<m o
n o r
;;‘F +m <1
[ +°‘r =k

COn Ga=0as s %, =..=a,=0, ¢g,=0 in caso contrario.
Il grado di P'(se”) non supera m,, poiche da k& > m, segue

r r r
Taylm; <1< Bioylm, = 0 < Zyof(1/m; — L/m,) < 0
1 1 1

e cid & assurdo. Dunque

9 P’(ge) =,C 3 s+ 2 O} ... alr.
Smr o o,
ot <1

-
Og T - +ar= k

A questo punto possiamo ripetere il ragionamento fatto sopra
sostituendo ovunque 7 al posto di % e la (9') al posto della (9).

Siccome & r < #, il lemma si pud comsiderare provato per
induzione.
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Levya 4. - Se walgono le ipotesi del Lemma 3, P'(y) & quasi-
ellittico e st ha, ponendo ¢,; =0 se m,m;, ¢;; =1, se m;=m;,

” n _ _
(10) P’y(y) = Py 21‘9 A1 Yss ey 1Ej inYs)y Oy = €05

Nell’ espressione (8) di P'(y) riesce «;; =0 per m; <<m;. Lo
n
sviluppo di (Z;a@;%;)* & una somma di termini del tipo
1
(@:,)By (B, 4, )8 ... (Gn,9,)Bns s

a meno di una costante moltiplicativa, con i B;; interi non nega-
tivi e tali che

(11) B+ o + 8=, B;=0 se a;=0.

Da questo segue che P’(y) & una somma di termini del
tipo

cost. % lBu+ +Bmy:3u+ o B2 ., yanH' «ee By,

In P,(y) figurano tutti e soli i termini tali che

(21"-'[3")/"""1"' (?s?z;\/ms + ot (?.ﬁn.)l'mn =L

Allora, utilizzando la (11), si ha

n

” n
SiBpmy = 1= 2,0, = I,8,/m,=>
1 1 1

(12) 3,8, 1/m; —1/m,) < 0.

Ora da 1/m, <<1/m; segue m; <m; e quindi, per (11), B, = 0.
Dunque la somma (12) coincide con la somma

2y Bi(l/m; — 1/m,)
My

", J

e questa & =>0. Allora la somma (12) deve essere nulla e cid
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implica
wyfm; + .. +2,/m, =1, B;; =0 per m;=Em,.
Questo prova la (10). La dimostrazione si completa osservando
che, per (10), si ha Py (y)=0=>> Z”jaj,-y_,= 0, 1<<i<m, e quindi (¥
1

Y= .. =yu=0'

OSSERVAZIONE. - Se m;,<m;=>a,;= 0, allora P(y) e P'ly)
hanno uguale grado rispetto a ogni variabile. Ragioniamo sulla
prima Segue dal Lemma 4 (dimostrato sfruttando solo la tesi del
Lemma 3)

P/(seV)= 3 as,ala’ .. a%*ngutat..taz,
(a,q)=m in

Sia m, = .. =m,<m,,,<..<<m,. Allora si ha a,;=0 per
j>r e quindi

P, (seM)= M Py(@t;y ey Oppy 0, ooy 0).

8i conclude osservando che i numeri @,,, .., @,, non sono
tutti nuolli, poiche la (7) & invertibile.

Leuma 5. - Sia dato il polinomio quasi-ellittico (ellittico)

Y, ¥)) = I Gay 2y,

oaytaa=p

Se riesce p,*(— 1) = p,*(1), allora p & pari e si ha

DY) =p,2=p,"(y) per y,F0Fy,.

Ricordiamo (vedere n. 1) che p,*(y,) & il numero di radici con
Im{>0 di Q( y,)=0; per p,*(y,) vale una definizione ana-.
loga. Per il Lemma 1, basterd provare che

Pz+ (— 1) =pz+(1) =P1+(1) = p/2'

(*) Si ha det || a, || = det| ay| 30.

31
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Dall’omogeneita di @ segue
QG —1)=(—=1rQ(—-¢ 1), QF 1)=1rQ(1,1/%) per {40
e quindi si ha
QC —1)=0<=>Q(—{,1)=0,Q¢ 1) =0<= Q(= 1, 1)) =0.
Da queste relazioni segue facilmente che

=) =p—p*1). pHE)=p—p*=1

e di qui la tesi.

Osserviamo che I’ipotesi del Lemma 5 & sempre soddisfatta se
Q(y,, ¥,) & la restrizione su R® di un polinomio quasi-ellittico di
tipo (3) definito su B" con #>2; questo & conseguenza del Lemma 1.

TeorEMA 1. - La trasformazione invertibile (7) & stabile per il
polinomio quasi-ellittico P(y) se e solo se vale la relazione

(18) m; < m; > a; =0

con U aggiunta dell’ ulteriore condizione: a,>0 se & m,d=m, per

JjFi e m*tFE=m 2

Dal Lemma 3, dal Lemma 4 e dalla relativa osservazione se-
gue che la (13) & necessaria e sufficiente affinch® P(y) e P'(y)
abbiano ugual grado rispetto a ogni variabile. Dunque bastera
fare la parte di dimostrazione relativa agli indici. Per i lemmi
2 e 4 possiamo ragionare su Pyy) e P,/(y.

Supponiamo dapprima m, <m,<...<< m,. Allora si ha a,;=0
per j>2, e quindi, per il Lemma 4,

Pol(cx L0, ey O) ZPo(anc’ ‘;zzt Ezu () azu)y

ove i numeri a,,. ..., @, non sono tutti nulli. Da questo segue,
tenendo conto del Lemma 1, che P)/(y) e P,(y) hanno lo stesso
indice rispetio a y, per ogni a,,3=0, se & m,* = m,/2, mentre,
se & m, " 3=m,/2, cid accade se e solo se & a,, >0.

Sia ora m, = .. =m. <m,,, < .. <m,, r=2. Allora si ha
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a;=0 per 1<<i<<r e r4+1<j<m, e quindi &

Py(Wys Y2, 0y ooy 0) = Py(@,,y, + 0,Ys, ey €Y, + G50Yy, 0, ..., 0).

Ora possiamo applicaré il Lemma 5 al polinomio al secondo
membro per concludere che m, & pari e che l’indice rispetto a
y, vale m, /2.

Tenendo conto del Lemma 1, questo completa la dimostrazione
relativamente al primo indice. Per gli altri si ragiona in modo
analogo.

3. — Trasformazioni stabili e superfici normali.

Sia Q un aperto in R"; consideriamo la trasformazione di
in R" definita da

(14) xy=f(®), 1<j=<mn,

con le funzioni f,, ..., f,, differenziabili con continuita (di volta in
volta si richiederd una regolarita maggiore dipendente dal poli-
nomio e dal problema considerato) su Q. Diciamo che la trasforma-
zione (14) & stabile per il polinomio quasi-ellittico P(y) se & stabile
per ogni e Q la trasformazione lineare di B" in se’ definita da

(14 /iGN

ox,

ofyia)

oz, ™

1<=j<m.

Ora, seguendo PiN1 [6], diamo la seguente definizione.

DeriNizioNE IL. - Diciamo che la superficie S < RB" énormale
per il polinomio quasi-ellittico P(y) se, localmente, coincide col
trasformato di uma parte (intervallo) di un diperpiano coordinato
mediante una trasformazione stabile per P(y).

Le superfici normali sono caratterizzate dal seguente teorema

TeorEMA 2. - La superficie S < R* & normale per il polinomio
quasi-ellittico P(y) se e solo se & localmente rappresentabile me-
diante un’ equazione del tipo (1 <i<<n)

(15) xX, = g(x)’
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ove g e differenziabile con continuita ed &
o9
(16) — =0, m>m=> = =0.

Supposto che 3 sia rappresentata, in un intorno del suo punto

x, dalla (15) e che valga la (16), consideriamo la trasformazione
definita da

’

x;=2; per jo=i, 'y =, — g(x)

Dalla (16) segue che g non dipende da x;; quindi la trasfor-
mazione & invertibile e la sua inversa & definita da

(17) x; =2a; per j¥=i, x; =+ g)
Dunque I’intorno considerato & il trasformato di una parte del
piano «'; =0 mediante la (17); inoltre la (17) & stabile, come si

verifica facilmente. Questo prova la prima parte della nostra
affermazione.

Viceversa, supponiamo che S, in un intorno del suo punto
. coincida col {rasformato del piano x,=0, 1 <t<mn, me-
diante la trasformazione stabile (14), e proviamo che esistono un
indice ¢ e una funzione g verificanti le condizioni (15) e (16).
Siccome mnella dimostrazione usiamo solo il fatto che

0
m, < m=> 5% =0, possiamo supporre »>=1. La nostra affer-
13
mazione & evidente per # = 1. Supponiamo allora n>1 e
x; = fi(®) per 1<<j<n.

Sia m, = m, . La matrice

) || (1<), k<m
o, ( ket ) ha carat-
teristica # — 1, quindi esiste un i con 1<<i=<n, tale che la

of; () lsj,ksn) A : :
o, | (k At jai € invertibile. Ora si pud appli-

care il teorema di DINI sulle funzioni implicite per concludere

mafrice

che S & rappresentabile, in un intorno di «’, da
(18) T, =g, (' — ;) per k3=t «x, = fx— xe?),

ove le ¢, sono differenziabili con continuita. Da questo segue,
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eliminando le x,, che S & rappresentata, in un intorno di x',
dall’equazione «’;= g(x'), ove g & differenziabile con continuita
8%09750. Questo prova la mnostra affermazione per il caso di

m, =m, e anche per il caso di m, = ... = m,,.

e

Sia ora m,<m, e sia r =max{j{l<j<mn, m;<m,|. Allora
si ha per le f; che figurano in (14)

9
i =0 per l<j<7r r4+l1<k<mn,
0x, -
e quindi fix) = f;(x,, ..., ®,). Siccome da m,<<m, segue i<,
possiamo limifarci a considerare la trasformazione

(14) i =flx,y e, ), Lj<r.

A questo punto possiamo ripetere il ragionamento fatto sopra
sostituendo ovunque r a ». Siccome & r <n, la nostra afferma-
zione si pud considerare provata per induzione.

4. - Una applicazione.

Se la funzione complessa ¢ & definita sul compatto (chiusura
di up aperto) K< R" e ivi differenziabile infinite volte, diciamo
che appartiene alla classe di Gevrey G, K) se riesce, per ogni «
e con A >0 indipendente da «,

sup | Dzg(x) | << A1+ @) (a, g)fes .
K

Se } & una funzione definita sull’insieme A e se B & un sotto-
insieme di A4, indichiamo con ¢ |z la restrizione di ¢ su B.
Sia r un indice tale che m;<<m,=>j <7, sia p un numero
reale positivo e sia g: R*"~—R' una funzione differenziabile con
29

continuith per |x; | <<p, 1=j=<m, e tale che 6750 per j=r.

¢
Poniamo

S=lz|zeR |z | <p per j*r, . — gla)l,

T,=|x|xeR"|x; | <p per jFr g <z <gx)+pl
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e indichiamo con J, V’insieme delle (»- 1)—ple (z,, .., %,
Lypyyy oy &) tali che |a; | <p, j=7.

Siano date le funzioni complesse aaeGq(_Tr,) (i1 soprassegno
indica la chiusura) in modo che il polinomio in y

(16) Pl y)= T aux)y*

(2, @) <m
sia quasi-ellittico per ogni fissato xze Tj.
In una Nota precedente [1] abbiamo provato che,se & g(x)=0,

ogni funzione complessa u, differenziabile m volte con continuita
su T, e verificante le condizioni

— 0 \v1
(20)  P(x, D)ue G,(T,), (a?) uls€ GounlJp) per 1=v=um,*,

appartiene alla classe G,(T,) per ogni o< p.

Proviamo ora che il risultato vale ancora mell’ipotesi pii
generale che g appartenga alla classe G,(jx xzeR" |z | <o
per 1=ji=<n{).

Consideriamo la trasformazione di Tp in R" definita da
(21) x;=ux; per jFr x,=a,— gx)
e la sua inversa definita da
(21%) x; =, per jFr, x, =, + g(x), x'e T’(,,
con

T, =« |x'eRB", x’;|<p per j=r 0<a, <pl
Se poniamo, con z'e T, e x dato dalla (21'),

w'(x’) = uiz), P'(x’, D\u'(x’) = P(x, D)u(x)
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.0
funzioni della classe G, appartengono ancora alla classe G,
(vedere [2] e [3]) ofteniamo la seguente condizione equivalente
alla (20)

(con D= ) e ricordiamo che le funzioni composte di

(20") P, D)u' e G(T,)
9 \v—1 , , +
(ax—,r (7] | @, =0 € Gq(,., (J P) per 1<<v =m,",

ove J'p & definito in modo analogo a Jp. Ora, dal fatto che la (21)
& una trasformazione stabile per P(x, y) per ogni fissato z e T{,,
segue che, comunque si fissi z'e T',, P'(x’, y) & quasi-ellittico
e il suo indice rispetto a ¥, vale me *.

Allora possiamo applicare il risultato ricordato sopra per
affermare che u' e G4(T';) per ogni ¢ < p. Da questo segue infine
che u e G(T,).
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