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Sulle proprietà differenziali délie soluzioni délie equazioni 
quasi-ellittiche relativamente a domini normali 

Nota di A N G E L . 0 C A V A L L U C C I (a Bologna) (*) (**) 

Suiito. - Sia Bn lo spazio reale euclideo n-dimensionale. sia 9 un numéro 
realeposihvo e sia Ip = | x\x e Bn

y \x31< p per 1 < y < n — 1 , 0<asM < p | 
In una Nota précédente si è provato che ogni solusione ordinaria u 
delVequazione quasi-eîlittica P(x,D)u = fin Ip appartiens alla classe 
di Gevrey, associata alV equazione, Gg(îa), 0 < o < p , se * dati délia 
equasione e le tracce, sul piano xn = 0, di u e di un certo numéro di 
sue derivate appartengono alla classe Gq(ïp). 

Pini ha introdotto i domini normali per certi operatori quasi-ellittici 
e ha studiato su questi un problema tipico estendendo i risultati noti, 
per lo stesso problema, nel caso di domini rettangolari. 

Qui si determinano le superfici normali (parti délia frontiera di un 
dominio normale) per il caso n > 2 e si estende il risultato enun* 
ciato sopra al caso di un intervallo avente per facce superfici normali. 

1. - P r e l i i n i n a r î . - I n d i c h i a m o con x = (xi, ...xn) i p u n t i di i2w, 
con ¢ ^ = (0, ..., 1, ..., 0) il ve r so re deJTasse as,-, con a e fi p u n t i 
di Rn a coordinate i n t e re non néga t ive e facciamo le s e g u e n t i 
convenzioni 

x<» = x — xfix*\ x" = x}<*i ... xn*n> (x, y) = EjXM, | as | = (ae, xfh. 
1 

Se Q{y) è un polinomio complesso, yeRH, i nd ich iamo con Q{D) 
V operatore differenziale o t tenu to sos t i tuendo, i n Qiy), fjj con 

Bj = — i — . L ' o p e r a t o r e Q(D) (il pol inomio Q(y)) si dice ipoel-
ÔXj 

l i t t ico se ogni d is t r ibuzione u su Rn ver i f icante la condiz ione 
Q(D)u = Q coincide quas i o v u n q u e con u n a funzione differen-
ziabile inf ini té vol te . H Ô R H A N D E R [4] h a dato la s eguen t e carat-

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attività del Gruppo di Kicerca 
n. 2 del Comitato per la Maternatica del C N.B. per l'anno 1964-65. 

(**) Pervenuta alla Segreteria deH'TT.M.I. il 27 novembre 1964. 
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terizzazione délia ipoellitticità di Q(y) 

(1) x, yeRn, Q(x + iy) = Oy | x \* + | y |2 — oo = ^ | y \ ~ oo. 

Osserviamo ora che vale il seguente risultato, deducibile facil-
mente dal teorema dell'indicatore logaritmico, 

L"EMMA 1. - Sia O un aperto in Rn sul quale sono date le fun-
zioni complesse f0, ..., fp. Se f3 è continua su O per 0 < y < p , se 
fp(x)^=0 per xe'l e se il polinomio in Ç 

p(x, Q=ïjf,[x)V 
0 

è privo di radici reali per ogni x, allora il numéro p~^(x) di radici 
di p(x, Ç) = 0 con Im ï > 0 è una funzione continua su Q. 

Supposto il polinomio Q(y) ipoellittico e di grado m ; rispetto a 
yj9 dalla (1) segue che Fequazione in Ç 

è priva di radici reali per | yW | — oo. Inoltre è noto [5] che il 
coefficiente délia massima potenza di Ç non dipende da y^K 
Allora si puô applicare il Lemma 1 per affermare che esiste un 
numéro reale K>0 taie che per | y{») | >K è costante il numéro 
mi*(y{j)) di radici con Im Ç > 0 (si è supposto n > 2). Questo nu
méro si indicherà sempre in seguito con m/1" e si dira indice 
rispetto a ys del polinomio Q[y), 

Se m, , ..., mn sono interi positivi con m, < ...^mn = m, 
poniamo q = (mlml, ..., w/m,J e consideriamo i polinomi del tipo 
(le aa sono cosfcanti complesse) 

(2) P(y)= S aay*. 
(a, q<m 

Posto 

(3) P0(y)= S a a ^ , 
(a, q) = m 

diciamo che P(y) è quasi-ellittico se vale la condizione 

(4) 0 4=ye i ï»=^P 0 (» )4=0 . 
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LEMMA 2. - Se P{y) è quasi-ellittico, gli indici rispetto a y5 

di P(y) e di P0(#) sono uguali per l < , ? < n . 
Dalla condizione (4) segue che esiste una costante C > 0 taie 

che 

| P0(trt I ^ C 2, | yj | "V 
i 

per ogni y e Rn. Si ha poi 

e quindi 

( M ) < ^ # > l f l / (¾ | 2/,- | mj) > o 
i \y\ — oo 

Pfert - Po(y) I / ( ¾ 12/,-1 w ; ) — » o. 
i | y l —*oo 

Da questo segue che esiste un L > 0 per cui riesce, per 

| * / I > A 

(5) | P(y) - P0(y) | < ^ | | y5 | "V < g I P0(») I -

Dalla (4) segue che P(y) è ipoellittico [4], dunque possiamo 
prendere L in modo che riesca inoltre, per Ç complesso, 

I tf» | > L, P(yW + Çe<") = 0 =#• Im Ç 4= 0. 

Allora, se fissiamo yKj) taie che | yij) | ;> L, vale ancora la 
(5) con y = 2/Cj) + seiJ\ per ogni s reale. Osservianio ora che il 
polinomio P(y^ + Çe'̂ ) — P*(y{j) + Wj)) ha grado, rispetto a Ç, 
minore di w?̂  e quindi esiste un U > 0 taie che 

(6) | ? | 2> £ ' =#• I P(»v> + ^ 1 ) - P0(y
lJ) + WM | ^ 

< ^ I P o ^ + W ^ I 

e si puô supporre che riesca anche P0(y
tj)+ Çe0î)4= 0 per | C | ^ £ ' . 
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Ora la nostra affermazione si ottiene da (5) e (6) applicando il 
teorema di ROTJCHÉ al dominio T = |Ç I Im S^O, | s | <Zf ' | e 
osservando che il numéro di radici con Im î > 0 di PQ(y(j) + £¢^)=0 
è costante per ^>=j=0. 

2. - Trasformazioni lineari stabili. 

Consideriamo la trasformazione lineare invertibile (reale) di Rn 

in se' definita da 

(7) x'j = anxx + ... + ajnxn, 1 <j < n, 

e il polinomio trasformato di P{y), mediante, la (7), dato da 

(8) P'(y) = S aa ( \aSlys)i . . . (¾ 0,,,¾)¾. 
(a,q)^m i i 

Se P(t/) è ipoellittico, anche P'(y) è ipoellittico. Pertanto 
possiamo dare la seguente definizione per il polinomio quasi-
ellittico P{y). 

DEFINIZIONE I. - La trasformazione (7) si dice stabile se 
P(y) e P'(y) hanno lo stesso grado e lo stesso indice rispetto a 
ogni variabile. 

Per caratterizzare le trasformazioni stabili proviamo alcuni 
lemmi. 

LEMMA 3. - Sia P{y) quasi-ellittico. Allora, se P(y) e P'(y) 
hanno lo stesso grado rispetto a ogni variabile, si ha per 

mt <m,=^>a i ; = 0. 

Pe r n = 1, la nostra affermazione è évidente (il lemma vale 
per n> 1). 

Lo stesso se «*, — mn. Supponiamo quindi m( < . . .<«* , .< ; 
<:m,.+l = ... = mn. Dalla (8) si ottiene, per s reale, 

(9) P'(se«>)±= 2 sk 2 aaafi ... aa.» 

« _ + . ..+ _ » ^ i 
1 n 
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Il grado di P'(se(tl) deve essere mt<mn e quindi deve essere 

2 aaa% ... a& = 0. 

Si ha ora 

2W»%<£ 1, 2 A = « „ ^ £j«,/m,<= 1 = îfylmH 

0 < ^o»(l/m, - l/m„) <£ 0 =#> a, = ...= a,. = 0, «p+1 + . . .+ «, = mn. 

Da qaesto segae che deve essere P0(0,..., 0, a,, r + I , . . . , ain) = 0, 
e quindi, per (4), at] = 0 per r + l^j<^n. Allora si ha 

P>e«>) = S s" 2 ôaog . . o£r 

M*! ni 

«i f ... + a / = f c 

con a* = aa se ar+ , = ... = «n = 0, àa = 0 in caso contrario. 
Il grado di P'(se(t>) non supera mr, poichè da k > mr segue 

2 A / m , <ï 1 < S^/m r =#> 0 ^ S,«,/(l/m, - l/m„) < 0 

e ciô è assurdo. Dunque 

0') P'(se«>) = S s* S a«a?- ... «£ r . 

ai -r ». + a r = fc 

A questo punto possiamo ripetere il ragionamento fatto sopra 
sostituendo ovunque r al posto di n e la (9') al posto délia (9). 
Siccome è r < n, il lemma si puô considerare provato per 
induzione. 
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LEMMA 4. - Se valgono le ipotesi del Lemma 3, P'(y) è quasi-
ellittico e si ha, ponendo &tj = 0 se mt=$=mj9 eu = 1, se mi — mj9 

n _ n _ _ 

(10) P\(y) = PQ(Zj auyj, ..., S,a,,,»), atJ = e(Ja0-. 
i i 

Nell 'espressione (8) di P'(y) riesce aijr= 0 per m , < m i . Lo 

sviluppo di ( SjOtjt^)»,' è una somma di termini del tipo 
i 

{auy,fû(a%,y^i ... (antyn)Ki, 

a meno di una costante moltiplicativa, con i $âi interi non nega-
tivi e tali che 

(11) P i ,+ •» +&.< = *„ pJ4 = 0 se a,f = 0. 

Da questo segue che P'(y) è una somma di termini del 
tipo 

cost. yfri+ — +$i*yfit+ - +P2» ... yjm+ .» +P««. 

In P0'(2/) figurano tutti e soli i termini tali che 

(&?„)/»,+(S,ptl)/mt + ... + (S,pm)/m« - 1-
i i i 

Allora, utilizzando la (11), si ha 

SiA/«i = i ^ s. *. = 2iA/«* =#> 
1 1 1 

(12) i M l M - 1 / m ^ O . 
1 

Or a da l/w ( < 1/Wj segue m,- < m,- e quindi, per (11), ^ = 0. 
Dunque la somma (12) coincide con la somma 

e questa è > 0 . Allora la somma (12) deve essere nulla e ciô 
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implica 

« , K + - + *dmn = 1̂  hi = ° P e r mâ 4= ™l • 

Questo prova la (10). La dimostrazione si compléta osservando 
« _ 

che, per (10), si ha P0'(i/) = 0 = ^ 2 , 0 , ^ = 0 , l ^ i ^ n , e quindi (*) 
i 

»i = - = yn = o. 

OSSERVAZIONB. - Se mi<mj^alJ= Q, allora P(2/) e P'(«/) 
hanno uguale grado rispetto a ogni variabile. Bagioniamo sulla 
prima Segue dal Lemma 4 (dimostrato sfruttando solo la tesi del 
Lemma 3) 

P0 '(se(1))= S aaâ
aiaa2 ... â a «s«i + «* + - + »n . 

(a ) 9 )=m u " *« 

Sia m, = ... = w r < mrJhl < . . . < w n . Allora si ha a -̂ = 0 per 
j > r e quindi 

P0
/(«e(1))=*Ml-Po(aii. »•> «ir, 0 , »-i «)• 

Si conclude osservando che i numeri a n , ..., alf. non sono 
tutti nulli, poichè la (7) è invertibile. 

LEMMA 5. - Sia dato il polinomio quasi-ellittico (ellittico) 

O(0i > y*)= s a«2/ifll2/2
a2-

Se riesce p,+(— 1) =j?i+( l) , allora p è par* e si fea 

P i + ( # 2 ) = P , 2 = 2 V % i ) ^ r 2/, =4= 0 =4= 2/2 -

Ricordiamo (vedere n. 1) che p{^{yt) è il numéro di radici con 
I m Ç > 0 di Q(Ç, y2) = 0; per pt~*{yù vale u n a definizione ana-
loga. Per il Lemma 1, basterà provare che 

P . + 1 - 1 ) = A * ( l ) = P i + l l ) = . P / 2 -

(*) Si ha det | | ï , i | | = det | |a t f | | + 0. 

31 
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Dall'omogeneità di Q segue 

QIC, - 1 ) = ( - 1 ) ' Q ( - Ç, 1), QK, 1) = ÇPQ(1, 1/Q per Ç 4= 0 

e quindi si ha 

Q(Ç, - 1) = 0 < ^ > Q ( - Ç , 1) = 0, QIC, ± 1) = 0 < ^ > Q{± 1, 1/Q = 0. 

Da queste relazioni segue facilmente che 

Pi+(- 1) = P ~P,+(l), jp,+(± l ) = i i - p 2 +(+ 1) 

e di qui la tesi. 

Osserviamo che Tipotesi del Lemma 5 è sempre soddisfatta se 
Q(Vi> y%) è la restrizione su R- di un polinomio quasi-ellittico di 
tipo (3) definito su Rn con n>2 ; questo è conseguenza del Lemma 1. 

TEOREMA 1. - La trasformazione invertibile (7) è stabile per il 
polinomio quasi-ellittico P(y) se e solo se vale la relazione 

(13) mt < m,- = ^ aiS — 0 

con V aggiunta delV ulteriore condizione: a„ > 0 se è m^m^ per 
j=\=i e m^ =\=mJ2. 

Dal Lemma 3, dal Lemma 4 e dalla relativa osservazione se
gue che la (13) è necessaria e sufficiente affinchè P(y) e P'(y) 
abbiano ugual grado rispetto a ogni variabile. Dunque basterà 
fare la parte di dimostrazione relativa agli indici. Per i lemmi 
2 e 4 possiamo ragionare su P0(y) e P0'(y). 

Supponiamo dapprima m, < m%< ... < mn. Allora si ha a]j=0 
per j > 2, e quindi, per il Lemma 4, 

P,% 1, 0, ..., 0) = P0(allÇJ â82î â8,, ..., ô ln), 

ove i numeri a%t. ..., a?Ii non sono tutti nulli. Da questo segue, 
tenendo conto del Lemma 1, che P0'(y) e PQ(y) hanno lo stesso 
indice rispetto a yx per ogni au=(=0, se è m + = m,/2, mentre, 
se è ml~

h^=mJ2, cio accade se e solo se è a M > 0 . 

Sia ora m , = ... = « w f . < m r + 1 < ... < m „ , r>2. Allora si ha 
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ai5 = 0 per l < i < ^ r e r + l < , / < ^ n , e quindi è 

iY(2/i, 2/2J 0, ..., 0) = P0(aiyyl + atïyt3 ..., al,yl + atryt, 0, ..., 0). 

Ora possiamo applicaré il Lemma 5 al polinomio al secondo 
membro per concludere che w, è pari e che l'indice rispetto a 
y} vale mJ2. 

Tenendo conto del Lemma i, questo compléta la dimostrazione 
relativamente al primo indice. Per gli altri si ragiona in modo 
analogo. 

3. - Trasformazioni stabili e superfici normali. 

Sia Q un aperto in Rn; consideriamo la trasformazione di Q 
in Rn definita da 

(14) *'* = / » > i < i < ^ 

con le funzioni /",, ..., fn differenziabili con continuità (di volta in 
volta si richiederà una regolarità maggiore dipendente dal poli
nomio e dal problema considerato) su Q. Diciamo che la trasforma
zione (14) è stabile per il polinomio quasi-ellittico P(y) se è stabile 
per ogni x e Q la trasformazione lineare di Rn in seJ definita da 

Ora, seguendo P I N I [6], diamo la seguente definizione. 

DEFINTZIONE IL - Diciamo che la superficie S <= Rn è normale 
per il polinomio quasi-ellittico P(y) se, localmente, coincide col 
trasformato di una parte (intervallo) di tin iperpiano coordinato 
mediante una trasformazione stabile per P(y). 

Le superfici normali sono caratterizzate dal seguente teorema 

TEOREMA 2. - La superficie S cr Rn è normale per il polinomio 
quasi-ellittico P(y) se e solo se è localmente rappresentabile me
diante un' equazione del tipo (1 <; * <: n) 

(15) xt = g(x), 
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ùve g è differenziabile con continuità ed è 

(16) % - 0 , « • , > « , : # • £ = 0 dXi ' * ^ *l " ^ dXi 'k 

Supposto che S sia rappresentata, in un intorno del suo punto 
x, dalla (15) e che valga la (16), consideriamo la trasformazione 
definita da 

x'j = xj per j 4= i, x\ = xt — g(x). 

Dalla (16) segue che g non dipende da x{\ quindi la trasfor
mazione è invertibile e la sua inversa è definita da 

(17) xj = x'j per j=\=i, xt = x1
1 + g {x'). 

Dunque T intorno considerato è il trasformato di una parte del 
piano 0^ = 0 mediante la (17); inoltre la (17) è stabile, corne si 
verifica facilmente. Questo prova la prima parte délia nostra 
affermazione. 

_ Yiceversa, supponiamo che S, in un intorno del suo punto 
x\ coïncida col frasfoimato del piano xt = 0, 1 ^ t ^ n , me
diante la trasformazione stabile (14), e proviamo che esistono un 
indice i e una funzione g verificanti le condizioni (15) e (16). 
Siccome nella dimostrazione usiamo solo il fatto che 

dfk 
mh<mk^>dX~ = ° ' P o s s i a m o supporre n > l . La nostra affer
mazione è évidente per n = 1. Supponiamo allora n > 1 e 
x's = fj(x) P e r l < i < ^ . 

Sia mt = mn. La matrice II ^ Il ( 1 ~ t ^ f *) h» carat-
Il dxk II V fc=M / 

teristica n — 1, quindi esiste un i con l < * < n , taie che la 
3/i(») I / 1 < i ï k<n\ 
- ^ - || [k^zt, j±i) è i u v e r t i b i l e - 0 r a s i P u o aPPu-

care il teorema di D I N I sulle funzioni implicite per concludere 
che S è rappresentabile, in un intorno di x\ da 

(18) xk = ffk{xt — x'i^) per k±t9 * \ ==/M*--a%ett)), 

ove le cpA sono differenziabili con continuità. Da questo segue, 

matrice 
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eliminando le xki che S è rappresentata, in un intorno di x\ 
dall'equazione x\= g(x'), ove g è differenziabile con continuità 

e r^r ^= 0. Questo prova la nostra affermazione per il caso di 

mt = mn e anche per il caso di m{ = ... = mn . 

Sia ora mt < mn e sia r = max \j j 1 < j < ; n, mj < mn \. Allora 
si ha per le fs che figurano in (14) 

df< 
-— = 0 per 1 <zj< r, r + 1 < fc < w, 
dxk 

e quindi fj(x) = fj(xl9 ..., asr). Siccome da m ( < m , . segue t < r, 
possiamo limitarci a considerare la trasformazione 

(14) x
i
i = Uxx, ..., aP), l ^ i < r . 

A questo punto possiamo ripetere il ragionaoaento fatto sopra 
sostituendo ovunque r an. Siccome è r < n, la nostra afferma
zione si puô considerare provata per induzione. 

4. - Una applicazione. 

Se la funzione complessa <p è definita sul compatto (chiusura 
di un aperto) K c Rn e ivi differenziabile infinité volte, diciamo 
che appartiene alla classe di Gevrey Gq(K) se riesce, per ogni a 
e con A>0 indipendente da a, 

sup | D*®(x) | <,4i-K«iï)(a, g)(«i«\ 
K 

Se ']> è una funzione definita sulFinsieme A e se P è un sotto-
insieme di A, indichiamo con ^ |B la restrizione di <|> su B. 

Sia r un indice taie che W j < w r ^ j < r , sia p un numéro 
reale positivo e sia g: Rn—+Rx una funzione differenziabile con 

continuità per | x5 \ < p, l^j^n, e taie che -^-==0 per j>r. 

Poniamo 

S = \x | x e i?tt, | xj | < p per j '4=r , aP = 0(x)|, 

Tp = | » | ace S'1,|as, I < p per ,;' 4= r, g(x) < x r <g(x) + p 1 
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e indichiamo con Jp Pinsieme délie (n - 1) —pie {xt, ... 9xr—Xi 

ac r+1, ..., x„) tali che | xs | < p, i 4 = r . 

Siano date le funzioni complesse aa e Gq{T?) (il soprassegno 
indica la chiusura) in modo che il polinomio in y 

(16) P(as. y)= S aa{x)y* 

sia quasi-ellittico per ogni fissato xeTn. 

I n una Nota précédente [1] abbiamo provato che, se è g(x) = 0, 
ogni funzione complessa u, differenziabile m volte con continuità 
su Tp e verificante le condizioni 

(20) P(x, D)ueGg(Tp), ( ^ J " ^ 1 ^ Gq{r)(J?) per l < = v < m r
+ , 

appartiene alJa classe 6rQ(Ta) per ogni <r<p. 

Proviamo ora che il risultato vale ancora nell'ipotesi più 
générale che g appartenga alla classe Gq(\x xeRn, | Xjf| < p 
per l < y < n j ) . 

Consideriamo la trasformazione di Tp in 22" definita da 

(21) x'j = xj per i 4= r, a', = arr — 0(ac) 

e la sua inversa definita da 

(21') Xj = x'j per j 4= r, xr = x'r + g(x% x'e T'p, 

con 

T'p = | x ' | as'sJR'1, i a s ' j K p per j=|=r, 0 < a î \ . < p | . 

Se poniamo, con as'e T'p e as dato dalla (21'), 

u'(x') = u(x\ P'(x', D')u'(x') = P{x, D)u(x) 
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(con D'j = — i — j J e r icordiamo che le funzioni composte d i 

funzioni délia classe Gq appa r t engono ancora a l la classe Gq 

(vedere [2] e [3]) o t ten iamo la seguen te condizione é q u i v a l e n t e 
a l la (20) 

(20') P'(x\ D-)u'eGq(To) 

I d y - 1 

WJ u' I ^ = ° e G«>-> ( J V) P e r 1 ^ 
v < mr 

ove J'p è definito in modo analogo a Jp. Ora, dal fatto che la (21) 

è u n a t rasformazione s tabi le p e r P(x, y) per ogni fissato xe T p , 

segue che, comunque si fissi x'e~T'p, P'{x\ y) è quas i -e l l i t t i co 

e il suo indice r ispet to a y,. va le m r
+ . 

A l lo ra possiamo appl icare il r i su l ta to r icordato sopra p e r 

a f fermare che u' e Gq{T'a) pe r ogni a < p. Da questo segue in f ine 

che u e Gq(Ta). 
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