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Sui problemi ai limiti per le equazioni paraboliche
del tipo del calore.

Nota di CLaupio BaroccHI (a Pavia) (¥) (¥¥)

Sunto. - In questa nota vengono studiati i due problemi ai limiti (del tipo
di Dirichlet e del tipo di Newmann) per le equazioni lineari para-
boliche del tipo del calore in classi hilbertiane molto generali sia
per i dati che per la soluzione, riprendendo e ulteriormente svilup-
pando un precedente lavoro di J. L. Lions ed E. Magenes [7] sullo
stesso argomento.

N. 1. - Posizione del problema e notazioni impiegate.

Sia Q un aperto limitato dello spazio euclideo a n dimensioni,
R”, il cui punto generico sard indicato con x = (x,, x,, .., x,).
Supporrd (cfr. le osservazioni finali per possibili generalizzazioni)
Q di classe C® nel senso che Q & di classe C* per ogni intero
positivo k (per la definizione di aperto di classe C* cfr. ad es.
MiranNDa, [9]).

Indico con T la frontiera di Q: I sard una varieth ad n—1
dimensioni indefinitamente differenziabile; supporrb la mormale
a I" orientata verso I’interno di Q.

Indico con I={f{eR'; 0 <t{< T}| Vintervallo aperto (0, T)
della retta euclidea R'.

Indicando con E la chiusura di un sottoinsieme X di uno spa-
zio euclideo, chiamo @ il cilindro aperto Q< I; E=T XTI il suo
«mantello»; Q= Q<1 sard il corrispondente cilindro chiuso
e 2=TIxT il <mantello> di Q.

Sia A = A(x, ) un operatore in x differenziale lineare del
secondo ordine, dipendente da !z, {} e Q:

(1.1) Au = ; a;(x, t) —|— Z b(x t)—— =+ c(x, t) u.

%, j=1

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’ attivita svolta. nel gruppo N° 12
del Consiglio- Nazionale delle Ricerche.
(**) Pervenuta alla Segreteria dell’ U.M.1. il 14 ottobre 1964.
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Sull operatore 4 fard le seguenti ipotesi:

(1.2) Le funzioni a,x, f), b(x, t), c(x, £) sono in D(Q) (') (cfr. le
osservazioni finali per possibili generalizzazioni).

(1.3) Esiste un numero § >0 indipendente da |z, t| e Q tale
che, per ogni

" n
e=(e;r &, -y £,)€ R” 8i ha: Re 3 a,x, t)ee;=p( = )
i, j=1 i=1

(1.4) Tl coefficiente c(x, {) ha parte reale negativa ed in modulo
«sufficientemente grande ».

Il motivo delle (1.3). (1.4) & il seguente: voglio che esista un
numero o« >0, indipendente da |x, {ie Q, tale che per ogni

u(x)e D(Q) si abbia: Re alu, u) =« | u || m@ () dove afu, v) & la
forma sesquilineare associata ad A(z, f) ed & definita da:

(15)  aw, v)= =

%, 7=1

(au a(a,;(, t)-'v)\,
;. ox; /Ly

i ou
3 by, 8- —, v)
+ .-=1< @, %) 0x; L3(0)

=+ (clx, t)-u, v)rxq).

Come & noto la disuguaglianza voluta & automaticamente ve-
rificata, se vale la (1.3) e se c¢(x, £) & del tipo d(x, ) — X con X
costante positiva sufficientemente grande dipendente da Q e dai
coefficienti a,;, b,, d.

(*) Con notaziouni abitnali se E & un sottoinsieme aperto di uno spazio
euclideo con 9 (E)) (risp. D(B)) indico lo spazio delle funzioni definite
in E (risp. in E). a supporto compatto contenuto in E (risp. in E) ed
indefinitamente differenziabili.

(?) Lo spazio H!(Q) sard definito nel prossimo N. 2; con L3E) ov-
vero H*(E) (E sottoinsieme misurabile di uno spazio euclideo) indico lo

spazio delle (classidi) funzioni f(y) definite in E tali che[{ f(y)|2dy <—+oco
E
con prodotto scalare (f, g)La(E)=ff(y)g(_y)dy.
E

Spesso quando cid non possa dar Inogo ad equivoci, (f, g)rxxm sard
indicato semplicemente (f, g).
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Indico con A* I’operatore aggiunto formale di A, cioé:

m

o= 3 T @o+3 Lo +a
v = —av)+ = —(bw cv.
i, j=1 0®0%; " i=1 0%

i

0
Chiamo A 1’ operatore 4 — 5 A* sard ) aggiunto formale di A,
0
i #— A% 1 2
ciod A*¥ = A¥* | 5"
Sia f(x, t)e 9(Q). Pongo S,f:ai—f; dove con tale notazione

.1 m ou
indico —+ X @ cos (x;, v) 7 Y ¢ la normale a I' ed
i,j=1 i

”n n 1
a =( 2 | = aycos(x, v) ]’)_z
= j=1

0
(nel caso di coefficienti reali con a,; = a,; si ha che an;c rappre-

senta effettivamente una derivata, la derivata «conormale» di f).
Pongo ancora S,f={f3 (%); Cof =f(2, 0); Crf=f(x, T);

of n rooa;
I'\f=a-f|1z; Tof=a —%—bf dove b= Z x|b(x, t)— = ;
ov i=1 j=1 0%;
nel seguito supporrd per comodith @ = 1; cid non & restrittivo
dovendo essere, per la (1.3), a > 0.
Con ftali notazioni, se f(x, ) e g(x, {) sono due elementi di

D(Q), vale la formula di GrREEN (cfr. MTRANDA [9]);

6 (1, Mgl — (A - g)ixor = [ Cf - Cogade— [ Crf-Crgde +
‘0 0

+ [ s+ mgas — [ 8- 1,500
b 3

dove ds indica I’elemento di superficie su 2 e dx = dx,- dx ... dx,.

Indico con Djx lo spazio delle funzioni wu(x, f)e L?*(Q) tali

(®) Qui e dovnnque nel seguito se f & una funzione definita in E ed
E, & un sottoinsieme di E, con f1E, indico la restrizione di f ad E,.
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che AueL:(Q) (*). Da & uno spazio di HILBERT rispetto al pro-
dotto scalave: (u, v)py = (¥, v)LxQ + (Au, Av)L: ().

Ricordo che (cfr. HOorMANDER, [3]) le (1.2), (1.3), (1.4) im-
plicano:

(1.7) D(Q) & demso in Da.

Studierd nei prossimi numeri i problemi (del tipo di DIRICHLET
e di NEUMANN rispettivamente):

{ Au =f g Au=f
S =o0 e Sy =Y.
Cou =1 ( Cou =1

dove il dato f & asségnato in L*(Q) e la soluzione u & cercata
in Di. Le condizioni ai limiti S,u=7%; S,u=09¢; Cyu =1 sono
da intendersi in un senso che verra specificato piu avanti; stu-
dierd gli spazi in cui vanno presi i dati ¢, X, ¢ per ottenere
teoremi di esistenza, unicitd e dipendenza continua dai dati, ed
addirittura di isomorfismo algebrico e topologico, mnello spazio

D} per le soluzioni.

N. 2. - Riehiami su aleuni spazi funzionali.

Richiamo brevemente una delle possibili definizioni equivalenti
degli spazi H*(Q); per una dimostrazione delle proprieta citate
relative a tali spazi si confronti ad esempio LioNs-MAGENEsS [b].

Sia k intero >>0. Si indica con H*(Q) lo spazio delle ue L¥Q)
tali che D'ue L*Q) per |l | <k (°); munito del prodotto scalare
(u, v) g0y = . 2 . (D'u, D'w)rxoyH*(Q) risulta wuno spazio di

I<

HiLBERT.

() Le derivate che compaiono nell’espressione Au € L?(Q) sono (come
in generale tutte le derivate che compaiono in seguito) da intendersi nel
senso delle distribuzioni sn @ (ciod in D'(Q); cfr. ScuwarTz, [11]).

(5) Con notazioni abituali se I={(I,. Iy, ..., 1,) & una n-upla di numeri
1tln

interi =0]17| indica I, 4+ 13 + ... +1,; Diu indica %7

02,10y ... 90X, n

D0, 0, .., 0) y —=u.
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Detta poi HY(Q) l'aderenza di D(Q) in H*(Q) si definisce
H~4Q) = (H(Q)) (9).
Per k intero relativo e ¥ reale compreso tra 0 el si pone infine

H*9(Q) = [HYQ), H**T'(Q)]e (° )

dove [4, Blp indichera d’ora innanzi lo spazio interpolato tra A
e B col metodo «complesso» di interpolazione di Lrions [14] e
CALDERON [15] (come & noto, cfr. ad es, MAGENES [8], si potrebbero
adoperare anche altri metodi di interpolazione).

Analogamente si definiscono gli spazi H*(I'); dapprima per k
intero positivo si pone

H*(l')=|ueL*l); DueL(l') per |l|<k} ()
con prodotto scalare (u, v)akr = 2 (D'w, D'w)rxry. Si ha che
itk

D) & denso in H*T) per ogni intero positivo & e si pone
H-NI) =[HYD)]. ~
Infine per S reale compreso tra 0 ed 1 e k intero relativo si pone

H*O(I') = [HXT), H**YT)],.

Se K & uno spazio di HiLBERT si indica con L'(0, T; K)lo spa-
zio delle (classi di) funzioni #—u(f) definite in (0, T), a valori
in K, misurabili tali che

T
J vu)idt <+ oo;
[+
rispetto al prodotto scalare
T
(4, 9) 0, 75 3 = | (WD) ot
/]

L¥0, T; K) & uno spazio di HILBERT.

(6) Con H' indico lo spazio duale forte dello spazio di HiLserT H.

(6 bis) Per k+&:|:—%, _g, —%, ..; in tal case si pone
H—"+5 (Q) = [H,*~ 5(Q)[ m=1 2 ..).

(") Qui le derivate vauno intese localmente (nell’intorno di ogni punto
di T) rispetto a parametri locali. Si verifica che la definizione ha senso
(ciod le derivate dipendono dalla funzione e da I' ma non dalla rappre-
sentazione parametrica di T') e con una partizione dell’unitd si pud pas-
sare ad una definizione globale.
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Ancora per k intero positivo si pone
H*0, T; K)=|ue L0, T; K); Due L0, T; K); |21 <<k} (3)

con prodotto scalare

T

(0. )Rk, T,; K) = / : (D', Do)kdt.
J 1=k

Infine se 3 & compreso tra0ed 1 e k &intero positivo, e si pone
H**%(0, T; K)=[H"0, T; K); H**'0, T; K)]s.
Gli spazi che utilizzerd nel seguito sono:
H5YQ)= L0, T; HXQ)n H'(0, T; L*(Q)) ()
o B(Z) = L0, T; Hx(3) n HA(O, T; LA(T)
Hz B(Z) = aderenza in Hs 8(3) di 9(3) % =0

H—2 —f = [Hozl 3(2)]'

N. 3. - Teoremi di tracce.

Ricordo il seguente teorema di tracce (cfr. ad es. GRISVARD
[2], Paent [10], SroBopEskI [13]):

Teor. 3.1 - L’applicazione u — | Cu, Cru, T\u, T,u| definita
in D(Q) si prolunga per continuitd in una applicazione lineare
continua suriettiva di Hz1 (Q), su

‘HI(Q) e Hl(Q) < Hs/e,slqz); Coa Cri x> Hiz, 1i4(Z)
dove con

iH'(Q) > Hl(Q) > Halz, 8/4(2)’ Co’ Cri

(8} Qui le derivazioni sono nel senso delle distribuzioni a valori
nello spazio K; cfr. Scawarrz [12].

(°) Se H,, H, sono spazi di HiLserr H,NH,=|kh; h € H,, h€ H,\
@ uno spazio di HILBERT rispetto al prodotto scalare: (u, v)H,nH, =
= (u, VIH, + (%, V) H,.
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indico il sottospazio di
HYQ) > HY(Q) X H3/z 3l4(x)
formato dalle terne |o, %, ¢} tali che
oir=Y0); Xyr=94(T) ().

Viceversa esiste un «rilevamenio» di tale applicazione (nel semso
che composto con questa da I’ identita) lineare continuo di

FHNQ) < H'(Q) < Hs/z-814(%); Cp, Cr} > H% 14(X) 4n H2 1 (Q).

Sia ora u e D(Q). Per il teorema 3.1 e per la densita di D(Q)
in H21(Q) la (1.6) si prolunga in

3.1 (u, A¥*v) — (Au, v) =f CouCyvdx — ]Cz‘u Clvdx +
0 0

+ f S,u Tyvds — f ST vds;
) 3

per ogni u appartenente a 9D(Q) e ogni v apparienente a H21(Q).
Si osservi ora che, fissata ue D(Q), al variare di v in Hz2.1(Q)

(e quindi per il teorema 3.1 di Cvin H’(Q))fCou-Coada: definisce

una forma lineare continua su H'(Q); a:alogamente gli altri
addendi del secondo membro della (3.1) definiscono forme lineari
continue rispettivamente su H'!(Q), Hiz1/4(Z), H3/238/4(Z); quindi,
per il teorema 3.1 al variare di v in H21(§) il secondo membro

della (3.1) definisce, per ogni w fissata in 9(Q), una forma lineare
continua, che indicherd wu, sullo spazio |HYQ)> HNQ)>1I3238/4(2);
C,Cri{>< HV%1/4(X) (spazio delle tracce di H»(Q)); quindi la (8.1)
si pud scrivere:

8.2) wu, A*0) — (Au, v) = <, | Cw, — Cr1v, Lo, —Twi>

(*°) Tali relazioni (che esprimono eondizioni di raccordo delle tracce
sul mantello e sulle basi) hanno senso in quanto, per un noto teorema
di tracce (cfr. ad es. MAGENES [8] per le indicazioni bibliografiche), se
¢, K€ HYQ) e se ¢ € Hs/z8/43), ¢ |T, X|Ty, $(0), $(7) hanno senso ed
appartengono tutti ad Hs(T).
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valida per ueD(Q) e ve Hz1(Q) dove il crochet indica la dua-
lita tra

LI HY(Q) X HH(Q) < H3i% 31(3); C,, Cri Hils1a(5))

ed
PHYOQ) < HY(Q) XX Hb/2814(Z); C,, Crix Hl2 14 (),

L’ applicazione u—}Cyu, Cru, S,u, S,u| definita in D(Q) si
pud dunque pensare come una applicazione u—rtu di 9(Q) in

[1HYQ) X H{(Q) X H*/2814(2); Cy, Cr} > H/218(Z)]';

tale applicazione & ovviamente lineare e, per la (3.2), ed il teore-
ma 3.1, & continua quando si induca su D(Q) la norma di DY;
per la (1.6) tale applicazione pud prolungarsi a D} e si ha cosi:

TeoRr. 3.2. ~ L’applicazione u-}Cyu, Cru, S;u, S,u| definita

in D(Q) si prolunga per continuitd in una applicazione lineare
. . 0 .
continua u—tu di D) in

[1 HY(Q) < H(Q) < H3/2:8/4(2); C,, Cri > H'214(Z)]';
per ueDy e ve H% Q) si ha:
3.3) (u, A*v) — (Au, 0) = < Tu, | Cyv, — Crv, Tyv, — T\w|>.

Si pone ora il problema di «spezzare» le varie componenti di
t#. Uno dei modi di procedere & quello seguito da Liovs-
MAGENES [7] e consiste nel far variare v, anzich® in tutto
Hz1(Q), in degli opportuni sottospazi di H2 (@) in modo di pro-
lungare, separatamente o in coppia, alcune delle applicazioni
w— Cou, w— S, u, u—S,u.

Pin precisam'ente si fissi nella (3.1) ve H»(Q) con Crv=0;
Tw=0. Si avra allora Cwe H}(Q) e T,veH'z14Z) e la (3.1)
diventa:

(3.4) (u, A*v) — (Au, v) = [ C,uCyv dx+ f SyuT,y do
‘0 o

valida per ue 9(Q) e ve H»1 Q) con Crv=0; Tw=0.
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Il secondo membro della (3.4) definisce, al variare di o in
H%1Q) con Crv=0, T\'v =0, una forma lineare su H}(Q) > H/21/4(Z)
(spazio immagine mediante C, e T, dello spazio in cui varia v)
ciod un elemento di H—1(Q) X H—1/2,—1/4(Z) (1}); si pud concludere.
analogamente a quanto fatto per il teorema 3.2, che:

Vapplicazione w—| Cqu, T,u}| definita in D(Q) si prolunga in una
applicazione lineare continua di D} in H-'Q > H—1/2 —1/4(3),

Si fissi poi ve H»1(Q) con Crv=0; Tyo =0, La (3.1) diventa

(8.5) (w, A*v)— (Au, v) = [CouCofz_; dx — [S,'uT,z‘; dx
] s

e il secondo membro, per ogni fissata ue D(Q), pud considerarsi
una forma lineare continua su {H'(Q)> Hs/2,8/¢(2); C,}| (spazio
delle tracce delle ve H%1(Q) con Crv =0, T,v =0) dove con
§ HYQ) < H¥2.814(Z); C,{ indico il sottospazio di H'(Q) < H3/23/4(Z)
formato dalle coppie {¢, X} tali che %(0)=o p; X(T)=0. Si pud
concludere che:

Vapplicazione w—{Cyu, S;u| definita in D(Q) si prolunga in
una applicazione lineare continua di Dy in [1HY(Q) >< Hs/2314(2); C,i]'-

Si oftengono cosi i risultati (3) e (4) di LioNs-MAGENES [7]

OsSERVAZIONE. - Si osservi che, mentre nell’applicazione che
prolunga la (3.4) ha senso considerare due componenti in H—'(Q)-
e in H-1%—1/4(%) che prolungano rispettivamente u— Cyu e
u— S,u, nell'applicazione che prolunga la (3.5) non si possono
considerare separatamente i prolungamenti di C, e di §,.

Uno studio piz completo di tu che consideri tutte le sue com-
Ponenti contemporaneamente si pud ottenere studiando lo spazi o

[ H(Q) < H!(Q) X< H¥%34(2); C,, Cri>x HYzUs(Z)] >
2 [ HNQ) <X HY(Q) X H3I%814(Z); Cy, Cri] > H=1/2—14(2).
Essendo | HY(Q) X< HYQ)x H3'%3/42); C,, Cr} un sottospazio di
(*1) Si dimostra infatti con ragionamenti di tipo usuale (cfr. per ragio-

namenti analoghi LioNs-MAceENes [6]) che per ﬂ<% & HxuB(2)=
= A% #(3).
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HY Q)< H'(Q)>< H3/%38/4(2) il suo duale sard uno spazio quoziente
del duale di H'(Q)>< H'(Q) > H3/2 3/4(3),

Poiche si ha H'(Q)~ H}(Q)@ H'/2(T') (**) si ha {inianto che
HYQ) X< H'(Q) X Hs/%3/4(2) & isomorfo allo spazio

HY(Q) X< HY(T) > HY(Q) > H2(T) x Hediz 343) < H1l(l) < Halz(T)

(indicando con |a,|;=, ...,; gli elementi di quest’ultimo I’isomorfi-
smo % & dato da: %(a, Da,, a;Da,, a,@a,da,) =(a,, a,, .., a,).

Allora lo spazio duale di H'Q)>< H'Q)> H¥23/4I') & isomorfo
allo spazio H='(Q) > H—12(T) X H-'(Q) > H~1/2T) > H—8/2,—8/4(Z) >
X H—34T) > H—Y/2(I') (indicando con b, gli elemenii di questo
ultimo, I’isomorfismo, che & il trasporto del precedente, & dato
da G*b, @ by, b;® by, b, @b Db,) = (b,, b, ..., b,)) e la dualitd tra
a=(a, ©a,, a;@a,, a;® a;,® a;)e H'(Q) X HY(Q) < Hy%3/4(%) o
b=(b,®b,, b;Db,, by Db Db, e [HQ) < H(Q) > H323/4(%)]" si scri-

1

verd <@, b>= X <a,, b;> dove i crochets indicano le ovvie
=1

dualita.

Lo spazio |H'(Q) < H'(Q)x H3/»84(%); C,Cr} & isomorfo allo
spazio quoziente dello spazio

H}(Q) < H3l2(T) < HY(Q) < HY2(T) < H32 304 () < H1/2(T) < Hi/2(I)

modulo la relazione di equivalenza: a= (a,, @y, ..., a,) =0 se
A =03=0Qa; =0, — Ag=0;,— 0, =0 e quindi lo spazio duale di
VH Q) > HY(Q) >< H3/23/4(8); C,, Cr} @ isomorfo allo spazio

H=(Q) X< H=312(T) > H=YQ) < H=1/2(") < H—3/2.—8/4(Z) 5 H—1/2{T") > H—1/2(T’)

modulo la relazione di equivalenza b= (b,, b,, ..., b;) =0 se

(!?) Per il teorema di decomposizione degli spazi di HiLBERT si ha che
&: HY Q)X H!(Q)DH con H da determinare. Per un noto teorema di
minimo sulle funzioni armoniche si ha che la soluzione u, del problema:

Au —"=0. (dove A 3 Yoperatore di LAPLACE, yu & la traccia di u
z YU =0 { su I' e ¢ & assegnata in H1/2(T))
descrive, al variare di ¢, lo spazio H. Poich® ¢’¢ jsomorfismo tra ¢ ed u
(cfr. ad es. Lions-MAGENES [5]) si ha la relazione voluta identificando
@ ad wu. Si hanno inoltre le relazioni (H!(Q))'2(H!(Q))® (Huz(L)) s
S H-YQ) @ H/x(Ly; Hsiz, 3'4(Z) o2 Hslz, 814 (2) @ Hr/2(I') @ Hz(T). (cfr.
anche nota (19)). '
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<a, b>=0 per ogni a¢=(a,, a,, a3, a,, a,, &, &), (cioe b=10
se <a,, b,>4<a,, by+b>+<ay, o>+ <a,, b+b,>+
+<a;, by> =0 vale a dire se b,=b,+ b,=b;=b,+ b, =b,=0).

In definitiva, indicando con t={t}{;,, , il generico ele-
mento di

sy 6

H=(@) > H=02(0) < H=(Q) < H=1/2—304(2) > H=1/—=0s (3)
econ a ={a,Pa,, a;,® a,, a,a,Da,, a} il generico elemento di
FH' Q) < H'(Q) < H¥%314(2); C,, Cr|>x HYz4(Z),

si ha che tali spazi sono uno il duale dell’altro, e la dualita &
espressa da

(3.6) <T, a/>="<1'-i’ a|>+<16‘a'>

=1

Il LA

dove i crochets indicano le ovvie dualith e le componentirT,, 7, ... Ty
di t corrispondono rispettivamente alle componenti b,, b, b,
by, b, + b,, b, dell’elemento b dello spazio quoziente precedente-
mente introdotto.

Indicando con po e ys le proiezioni rispettivamente suH,(Q) e
su Hvz(I') di un generico elemento ¢ e H'({) e con p} la proiezio-
ne su Hy3/%8/4%) di un geunerico elemento e H8/2 3/14(%) il teore-
ma 3.2 si pud allora enunciare:

TeorEmMa 3.3. - L’applicazione u— |{Cyu, Cru, S,u, Syul defi-
nita in D(Q) si prolunga in wuna applicazione lineare continua
U TU = |T, U, Ty, .., T,ul di Dy in

H=Q) > H-202 (1) 5< H-Y(Q) > H—/2 (T") >< H—812—8/4(2) > H—4/2—1/4Z);
per ueDj) e ve H21(Q) st ha:
8.7) (u, A*v) — (Au, v) = <tyu, pCY> + <tyu, 1Cov> +

+ <tu, "pCrv>+ <t u, —yCrv> +

<tgu, —pT\0 >+ <vgu, T,o>.
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OSSERVAZIONE. — 11 teorema 3.3 &, almeno sotto certi aspetti,
piit generale dei risultati (3), (4) di LioNs-MaGeNEs [7] perche
permette di scrivere una formula di Green, la (3.7), valida per
generiche wue Dy e veH21(Q); ed i risultati (3), (4) di Liows-
MaceENES [7] danno un’interpretazione solo per alcuni compo-
nenti di tu. Ad es. Iapplicazione #w-—7u & il prolungamento

dell’ applicazione u~— Cyu definita in 9(Q) dalla (3.4) (cfr. I’ osser-
vazione di pag. 9); w—rtw & il prolungamento dell’applicazione

u— S,u definita in ®(Q) dalla (3.4); u—|vu, 7,u, t,u} & il pro-
lungamento dell’ applicazione u— | Cyu, S,u| definita in 9D(Q) dal-
la (3.5).

N. 4. - Teoremi di isomorfismo.

Si dimostra (cfr. GagLiARrDO [1], Lrons [4], SLoBopETSKY [13])
il teorema:

TEOR. 4.1. - Sia X = {veH21(Q); Crv=0, T'v=0}. Per ogni
f e LYQ) esiste, unica e dipendente con continuita da f, ve X tale
che A*v={.

Per trasposizione si ha allora:

Sia v—L(v) una forma lineare continua su X. HEsiste, unica
e dipendente con continuity da L, we L¥Q) (=[L¥Q)]) tale che:

41) (u, A*v) = L(v) per ogni ve X.

Particolarizzo ora la forma L. Poichd per ve X & Cywe Hi(Q),
T,v e H/2 14(Z), presi ad arbitrio

fe L}(Q), Re H~YQ), SeH—z —1/4(3)

ha senso prendere L(v)=(f, v)+ < T, Cov >+ < 8, Tyv > dove
i crochets indicano le ovvie dualith. La (4.1) diventa:

4.2) (u, A*0) = (f, )+ <R, Cor> + <8, Tyw>
per ogni ve X.

In particolare, prendendo nella (4.2) ve (@) si ha:

< Au, v>gyQ), @ = < %, AV >qy(Q), @) =
+ (u, A*0)=(f, v) = <[, v> g, D@
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ciod Au = fe LQ) quindi & ue D. Allora la (3.7), tenuto conto che
veX si ha pCw= Cw, YCw= Crv=yCrv=pT,v =0, diventa
(u, A*0) = (f, v) + < tu, Cv>+ < rtu, T;w> che, insieme alla
(4.2), da t,u=R; tu=_8 (basta prendere veX con T,w=0 il
che non restringe il campo di variabilitd per Cyv). Ho cosl dimo-
strato il teorema {gid enunciato in Lions-MAGENES [7], prop. (5)):

TeoREMA 4.2. - |A, t,, T, & isomorfismo di Dy su
L2(Q) < H—'(Q) > H—/2, —114(3),

OsseERvAzZIONE. - Tenendo cento dell’osservazione al teorema
3.3 si ha il teorema di esistenza, unicith e dipendenza continua
dai dati del problema del tipo di DiricELET formulafo in «forma
debole» mel seguente modo: Au=f, r,u =R, tzu =S dove le
condizioni t,u = R, t;u = S generalizzano le condizioni classiche
di DiricHLET nel senso del teorema di tracce del n. 3.

Se infatti R, S ed u sono <abbastanza regolari» le condizioni
% =R, t;u =28 si esprimono

f CouCyv da —f SuTpwds = <R, Co>+< 8, T,0>;
0 T

tale relezione, valendo per ogni ve X, da Cyu =R, S,u=S.
Analogamente, partendo dal teorema (cfr. sempre [4], [13]):
Teor. 43. - Sia Y= \|ve H21(Q); Crv= T,o=0}. Per ogni
fe L' Q) esiste, unica e dipendente con continuiia da f, veY tale
che A*p={.

Si ottiene per trasposizione che, se v— L(v) & una forma
lineare continua su Y, esiste, unica e dipendenfe con continuita
da L, una ue L%Q) tale che si abbia:

(4.3) (u. A*) = L(v) per ogni veY.

Per veY & | Cw, T\v|e | HNQ) < Ha2 8/4(2); C,| ciod si ha
{ pCyv, T, ,vieHLYQ) < H12(Q) < Hy2/2 *4(Z); quindi ha senso pren-
dere L('U) =+ < E, PCo'U> + <8 YCO'U> + < T:_pTlv >
dove fe L*(Q), ReH1Q), SeH—/2(l), Te H-3%2 —3/4(Z). La (4.3)
diventa:
(4.4) (u, A*v)=(f,v) + < R, pCv> +

<8 o>+ <T,—pTov>
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che, scegliendo ve 9(Q), da
<Au, v>gy10), @ = <%, A* >y, @@ =
= (u, A*) =(f, v) = <f, v> gy@. D@

ciod Au =fe L'(Q) e quindi u e D). Confrontando allora la (4.4)
con la (3.7), tenuto conto che, per ve Y & pCrv = yCrv = T,0 =0,
si ottiene

<B—ru, pCo>+ <8S—rtu, yCo >+ < T—ru, —pTw>=0

ed anche qui si conclude, potendo pC,v, yCpv, pT,v indipenden-
temente uno dall’altru, che & 1, u =R, v,u =8, ru = T.

Si & quindi oftenuto il teorema (che completa e precisa la
prop. (6) di LioNs-MAGENES [7]):

TEor. 44. - {A, 7, 1,, 75} & un isomorfismo di Dy su
L(Q) > H—)(Q) > H—1/2(T) > H—s/z —sjs(3),

OSSERVAZIONE. - Analogamente alla osservazione al teorema
.42, si pud interpretare il 4.4 come un teorema di esistenza, uni-
cith e dipendenza continua dai dati per il problema del tipo di
NevManN formulato in «forma debole» nel seguente modo:
Au=f, tu=R, r,u=2_8, tyu=T generalizzano le condizioni
classiche di NEUMANN nel senso del teorema di tracce del N. 4;
se infatti R, S, T ed u sono «sufficientemente regolari» le
condizioni T %= R; t,u =S; t;u= T si esprimono:

[CouCoz—;dx-l- fS,uTJ;dc: / (ReS)Cvdy + [(SeT)Tﬁdc
0 p) ‘0 s

che. valendo per ogni veY, da

Ciu=RDdS; Siu=S8oT,

N. 5. - Osservazioni finali.

Le ipotesi fatte su Q e su A(x, f) nel N° 1 sono sovrabbon-
danti; in effetti tutti i ragionamenti sono basati sostanzialmente
sulle seguenti ipotesi:
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Sia Q un aperto di R" ed A(x, #) un operatore differenziale
lineare di ordine 2m (con m intero >0 e non necessariamente
m =1) tali che valgano le seguenti proprieta:

1) Indicando con A* I’«aggiunto formale» di 4 e con A, A*

9
rispettivamente A4 — 5% A* 4+ 5% vale la formula di GREEN:

- - 2m -
(u, A*0) — (Au, v)= [ CouCpvdx — | CruCrvdx + 2 [ S,uTwds
0 0 Ty
per u, v «sufficientemente regolari» dove S;, (risp. T}) sono ope-
ratori differenziali lineari di frontiera di ordine 2m —i (risp. i—1)

E=1,2, .., 2m).

2) Vale in H2m 1(Q) = H°(0. T: H(Q)) n H'(0, T; H°(Q)) un
teorema di tracce del tipo: w—{Cyu, Cru, T, u, T,w ... T
continua surgettiva da Hzm, Q) su: '

2mu’ ‘ )

m—1 1 . 2m—l—i
VE™Q) > H™(Q) = 0 H#™—3—% ——(3); C,, Crix
=0

1 :
2m — — —i
2m—1 2

1 .
x 11 HZ'"_E_" 2m (Z)

i=m
dove con
m—1 1. 2m.—§—i
THY(Q) X H™Q) > I 2=~ ———(3); C,, Cr
{i=0 .
indico il sottospazio di

1 .
2M—— —
2

H"(@Q) % H%(Q) < 0 H™ =}~ —5— (3)

o

formato dalle (m - 2)-uple |9, X, $Yos $yy oo, ¥y} tali che:

ol o'/
Pir =40 Xip=9o(Th; 57 =4(0); 5 = (7).
3) L’insieme delle funzioni «sufficientemente regolari» per le
quali posso scrivere la formula di GREEN & denso in D',.

4) Se § & un insieme di m indici distinti in (1, 2 ... 2m) e se
X =|veH2m1(Q) con Crv=0; Tiv=0 €3} vale il teorema
A*¥: X~ L}@Q) & un isomorfismo surgettivo.
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Tatti i teoremi enunciati possono generalizzarsi e continuano
a valere con dimostrazioni analoghe; lo spazio delle funzioni
indefinitamente differenziabili in @ verra sostituito dallo spazio
delle funzioni «sufficientemente regolari- per cui & valida la
formula di GREEN e per concludere dalla (4.2) (o dalla ((4.4)) che
Au = f si prenderd v, invece che in D(Q), nello spazio delle fun-
zioni «sufficientemente regolari» a supporto compatto in .

Ed e noto (cfr. ad es. i lavori citati di GacLiarDO [1], Lions
|4] e SvroBoperski [13]) che si conoscono delle condizioni suffi-
cienti abbastanza generali su Q e su A che assicurano la validith
delle 1); 2), 3), 4).
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