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Condizioni di non controllabilità per i sistemi lineari 

Nota di P A O L O SANTORO (a Firenze) (*) (**) 

Summary. - We give some conditions for the non-controllability of an abject 
whose state, représentée by œ 6 En, is a solution of the differential 
équation (E). Such conditions are expressed uniquely in terms of the 
data A(t)t a(t), B(t), x°, xL and they do not présume the intégration of 
the omogeneous équation œ = A(t)x. 

1. Sia dato un oggetfco il cui stato sia rappresentato da un 
w-vettore x e En (En = spazio euclideo n-dimensionale) che vari 
in dipendenza del tempo t ( > 0) in modo da soddisfare l'equazione 
differenziale (vettoriale) l ineare 

{E) x = A(t)x + a(t) + B(t)u{t). 

Assegnat i : A(t), matrice n X n, integrabile (LEBESGTJE) SU ogni 
intervallo [0, T ] ; a(t), w-vettore, integrabile su ogni intervallo 
[0, T] ; B(t), matrice nxm, misurabile per t>0; u(t) un m-vettore; 
s i considéra il seguente problema di controllabilità: 

Dati uno stato iniziale x° ed uno stato finale x\ si chiede se 
è possibile trovare un controllo,"ossia un wt-vefctore it(t), taie che 
B(t)u(t) sia integrabile ed inoltre, detta x(t, u) la corrispondente 
soluzione di (E) e di 

(a) x(0, u) = x°, 

sia 

(p) x(T, u) = x1 

per qualche T > 0 . 
Se [non] esiste un m-vettore u(t) che soddisfa le condizioni anzi-

dette si dice che l'oggetto è [non] controllabile al tempo T, ri s petto 
a l la coppia a;0, x1. 

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'IL M. I. il 10 ottobre 1964. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito del Gruppo di Ricerca n° 6 del Comitato 

per la Matematica del C. E". R. per il 1963-64. 
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In questa nota si dànno délie condizioni per la non controllabitità 
che non richiedono la preventiva integrazione dellJ equazione omo-
genea x = A(t)x, ma sono invece espresse direttamente in funzione 
dei dati A(t), a(t), B(t), x°, x1. 

2. Ovviamente possiamo ricondurci al caso in cui lo stato finale 
sia 1J origine stessa degli assi 0n . Basta effettuare la trasformazione 

x = l + x1 

con che il sistema (E) si riduce al sistema l = A(t)\-{-a(t)-\-B(t)u(t) 
con a(t) — A(t)xl + a(t) e lo stato iniziale sarà dato da x° = x° + x1. 

Pertanto nel seguito cambieremo la (P) con la 

(Y) x(T, u)=0\ 

3. Posto x = <n\, c>0, y,*/] = 1 (dove * indica Poperazione di 
trasposizione di vettori o matrici) e posto 

H(t) = [A(t) + A*(tW 

ad ogni soluzione di {E) corrisponde una soluzione (<J, T\) del sistema 

(1) a = <7-/i*Fv] + 7j*a + V\*BÏI, 

(2) cïi = — ffïj + AGV\ + a + Bu. 

Da (1) si ha 
t 

(7 = exp( f^)H(^(r)dM I 
0 

t T 

| exp ( - U*(*)H(s)rfa)&) ïi*(T)a(T)dT + 
) 0 

t T 

/ exp (— J ï|-^ï)ff(&)ïi(S)dSr) vi*(T)£(T)«(T)dT | , + 
0 

dove || l|2 indica la norma euclidea. 
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Pertanto affmchè l'oggetto sia controllàbile con le condizioni (a), 
(y) è necessario che esislano T > 0, u(t) taie che B{t)u(t) e L([0, T]), 
ed -/](£), 7]*-/] = 1, per i quali si ha : 

(3) 
/

T T 

exp (— /V(*)H(*W*)*) v)*(T)a(T)dT — 
0 0 

T T 

— l eXp (— N^)JÏ^(»)*)^T)B(T)tt(T)dT. 
0 0 

Questa condizione è anche sufficiente se si suppone che v\ soddisfi la (2). 

4. Poichè, detti X(£) e \(t) il minimo ed il massimo autovalore 
délia matrice hermitiana H(t), è 

Mt)<y\*(t)H(tHt)<A(t) 

e, tenuto conto che è 

\^t}a{t)\^\\a{t)\\ti 

avremo in particolare che se Voggetto è controllàbile con le condi
zioni (a), (Y) allora esistono T > 0 , u(t) taie che B(t)tt(t) e L([0, T])> 
ed >](£), T]*Ï] = 1, per i quali si ha: 

Il a0 ||s <£ /"exp ( _ / \ (*)*r) || a(T) ||2 dr + 
0 0 

+ / exp f — / X(Sr)<2arj | ^T)B(T)U(T)| d-c. 
0 0 

5. Supponiamo ora che u(t) e Up'r(T) (1) cioè te(£) sia taie che 

Il «M IIP = ( J t I ««(*) I*)* e £,([0, T]) ; A r > 1 

(1) Cfr. R. CONTI, Contributions to linear control theory; in corso di 
pubblicazione. 
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e che 
m 

(5) ( JW)ll£fc) r<:p ( P > 0 ) 
0 

ed inoltre sopponiamo che le componenti bij(t) di B(t) appartengono 
ad Ls([09 T]) e quindi anche 

^ ) 1 1 , = ( 2 1 6 ^ 1 ^ 6 ^ ( ( 0 , T]) 

con 1/p + 1/g = 1, 1/r + 1/s = 1. Non escludiamo i casi limiti 
p = oo, q = 1 ; r = oo, s = 1. 

Si ha il 

TEOREMA I. - Se V oggetto è controllàbile al tempo T con le con
dizioni (a), (Y) in Z7p'r(T) allora esiste ?}(£), v)*r, = 1, per cui 

(«) Il »° II.SS ( e x p ( - fx(*)d:r) || a(r) ||2 dr • 
0 0 

T T , 

+ P ( J e x p {- s Jxpod») || r ^ B W H ; d x ) 
0 

Infatti è 

(7) | v*(t)B(t)u(t) | <: !| 7,*(*)JB(*) ||, || u(t) ||p 

ed inoltre, per la disuguaglianza di HÔLDER, si ha 

T T 

(8) f exp ( _ fx(*)d*) || I»*(T)JB(T) ||q || «(T) ||p dr ^ 

0 0 

<( Joxp (— • J"x̂ )c&) u ^T)BW u;*)" • ( /ii«wiç*) r 

0 0 0 

e da (4) tenuto conto di (7), (8) e (5) segue la (6). 
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6. I n particolare dal teorema I seguono 

COROLLARIO 1. - Se V oggetto è controllàbile al tempo T con le 
condizioni (x), (Y) in Up''œ(T) (e quindi s = 1) allora esiste -/](£), 
7]*y] — i, taie che 

/ e x p ( - /X(»)darj||o(T)||ïdT + 
) 0 

T 

P / exp (— | X(*)ds) || *|*(T)B(T) ||q dx. 

0 
T 

+ 
o 

COROLLARIO 2. - Se Voggetto è controllàbile con le condizioni 
(a), (Y) aï tempo T in Z7p

2' 2( T) (e gmnd* q = 2, s = 2) allora è 

T 

*° ||s < [exp ( - f X(a)efc) H O(T) ]|, d? 
0 0 

T T j 

( |exp(-2jx(^)d^X(T)dT)2, + P 

dove yjf) è *Z massimo autovalore délia matrice simmetrica B(t)B*(t). 

Infatti essendo 

Il yftfWI) \\i = **(t)B(t)B*(tWt) < X(«) 

e tenuto conto di (6), segue Passerto. 

7. TEOREMA I I . - Se V oggetto è controllàbile al tempo T con le 
condizioni (a), (Y) in Up'r(T) allora è 

(9) 

T T 

Il a0 ||2 < j exp ( - •/ X(5r)ds) || afr) ||, dr + 

0 
T 

P ( Jexp ( - .|x(S)(fc) ( 2 H W ||«)9 dx)s 

+ 
0" 0" 

do-ue bj(t) indica la j-esima colonna di B(t). 

Infatti essendo 

IhWMlIq^Qsjl&'llî) 

dal teorema I discende il teorema I I . 
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8. Le précèdent! condizioni necessarie di controllabilità si pos-
sono leggere corne altrettante condizioni sufficienti di non control
labilità che riassumiamo nel seguente teorema III : 

L'oggetto è non controllàbile con le condizioni (a), (Y) al tempo 
T in Z7p

p,r(T) se si ha 
T T 

(i) || x* | | ,> jexp ( - jX(*)<fc) || O(T) ||S dr + 
0 0 

+ P ( |exp(-S |A(^d^|h*(T ) jB(T)| | s
qdc) s 

0 0 

per ogni v\(t)f ?]*•/] = 1, oppure, a maggior ragione^ se si ha 

T T 

(ii) || x° ||E > / exp (— | X(*)d*J || a(r) ||2 d 
0 0 

+ p ( J exp ( _ * Jxpr)(to) ( 2 || 6> H^dr) 8 . 
O 0 

In particolare V oggetto non è controllàbile al tempo T con le 
condizioni (a), (Y) in U9

tC0(T) se 

(ni) || tf° ||, > j exp ( - |X(*)ds) || «(T) ||S d 
0 o 

T T 

D I exp f— I l(^)d^Y/Sr)dT. + ? ' 

9. Avendo supposto che A(t), B(t)> a(t) abbiano componenti inte-
grabili su ogni intervallo [0, t] (e quindi anche l(t) è integrabile 
su ogni intervallo [0, t]) segue da (U) che dati A(t), a(t), B(t), p, s, 
q si détermina una sfera Qr di centro On e raggio 

* + r(T) = /"exp ( - /*X(s)ds) li «W ||i * 
0 0 

T T i * 
+ P ( J e x p ( - s fx^d*) f l || 6' ||«)q dx)' 
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per cui se x° £ Qr P oggetto è non controllàbile al tempo T con le 
condizioni (a), (Y). Notiamo che r(T) è una funzione non decrescente 
di T, essendo gli integrandi a secondo membro funzioni non 
négative. 

Allora se vale la 

(10) lim r{T) = R<oa 
T. 1-00 

dal teorema I I I , si ha che se X°$QR V oggetto è non controllàbile 
per alcun tempo T > 0. 

10. Yogliamo determinare QR in un caso particolare. 

ESEMPIO. - Consideriamo il sistema: 

xt = lxL — u.x2 + uAt) 
(11) . .' 

X2 = \t-Xi + lx2 + u2(t) 

con X(> 0), [/. costanti reali ; e per (u^t), u2(t)) e Ut1 °°. 
I n tal caso è: 

' - e -g» - e s» •«-©. »-e ;) 
r 

e perciô i\*H^ = X e si ha da (m): r(T) = /exp(— X-rjdx = [e~*r — 1]/ 
0 

/(—X) e quindi lim r(T) = 1/X e perciô il sistema è non control-
T - ^ - 0 0 

labile se xQ = (xl, x\) è taie che V«°2 + xf > 1/X. 

Adattando al caso Ui' la tecnica nota per il caso U™'œ (3) 
si ottiene che T oggetto soddisfacente il sistema (11) è controllàbile 
(per qualche T > 0) se V xf + xf <; 1/X, cosicchè in questo caso 
1/X rappresenta una limitazione esatta délia regione dei punti 
(xj, xl) da cui si puô raggiungere l 'origine (0, 0). 

(2) Cfl*. J j . S . PONTRYAGIN, V . Gr. BOLTYANSKIT, R . V . G A M K R E L I D Z E , 

E. F. MISHCHENKO, The mathematical theory of optimal processes, «Inter
science Publishers •, John Wiley & Sons, JSTew York, 1962, 140-172. 


