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Alcune proprieta delle trasformazioni
fra piapi o spazi sovrapposti

Nota di FrRaNceEsco SPERANZA (a Bologna) (¥*) (**)

Sunto. - S¢ danno varie proprield proiettive delle trasformazioni fra pRans
e spazt sovrapposti.

Sammary. - Many projective properties of transformations between super-
posed planes or spaces are given.

1. In questo lavoro si studiano alcune particolari trasformazioni
d’uno spazio, o d’un piano, proiettivo in sé. Nel n. 2 si conside-
rano le trasformazioni T, fra due piani che posseggono un sistema
oo' di rette unite (ovvero, se la trasformazione opera solo in una
regione del piano, vi sard un sistema di segmenti corrispondenti
allineati a due a due: e cosl in casi analoghi). Per tali trasforma-
zioni esiste, com’® ndto, in ogni coppia un invariante 'proiettivo
x: si dimostra che condizione necessaria e sufficiente affinche®
lungo le rette unite sia « = cost. & che esse siano caratteristiche
almeno doppie;  si assegna una costruzione geometrica di tali
corrispondenze, ed una loro rappresentazione analitica. Si dimostra
pure che, se per una T, sono verificate due delle tre condizioni:

I) « & costante,
II) T, & di 3® specie,
III) le rette unite formano fascio,

allora & verificata anche la rimanente. Si costruiscono e si studiano
anche tali trasfor.nazioni.

Nel n. 3 si determinano le T, che ammettono in una coppia
generica una trasformazione quadratica osculatrice involutoria:
sono quelle che si etengono masegnando su ogni retta d’un fascio
¢ un’involuzione. Hsistono pure delle T, che in una coppia gene-

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M.I. I’t1 maggio 1964.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei Gruppi di Ricerca
Matematica del Consiglio Nazionale delle Ricerche.
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rica hanno oo! trasformazioni quadratiche osculatrici involutorie:
esse si ottengono allorchd il centro di ¢ & wunito in ogni involu.
zione (altre caratterizzazioni di tali trasformazioni sono indicate
nel n. 2).

Il n. 4 & dedicato alle trasformazioni d’uno spazio a tre dimen-
sioni in s® che in una coppia generica posseggono un piano unito
nella proiettivitd indotta dall’intorno del 1° ordine. Si dimostra
che condizione necessaria, ma non sufficiente, affinch® le curve
principali siano caratferistiche & che esistano oo! piani uniti.

Nel n. b si risolve il problema della determinazione delle tra-
sformazioni fra due spazi proiettivi ad » dimensioni inviluppo di co*
omologie. Si dimostra che esse sono quelle che si ottengono assu-
mendo in uno spazio ad + 4 1 dimensioni due punti B, B ed una
V, con oo* iperpiani tangenti, ed associando punti proiezione (da
B, B su un iperpiano) di un punto di V,.

Nel n. 6 si dimostra che per una T in un piano, che non sia
T,, le coniche luogo delle intersezioni di rette corrispondenti nella
proiettivits § del 1° ordine sono sempre oo?

Nel n. 7 si studia poi il problema delle determinazione delle
trasformazioni dualistiche nel piano che ammettono oo! correlazioni
principali: si prova che si tratta di corrispondenze polari di tipo
particolare, e, nel caso in cui la correlazione principale & unica,
si tratta necessariamente delle polaritd rispetto alle coniche.

2. Sia T, una trasformazione fra piani sevrapposti (o fra due
regioni d’un medesimo piano) tale in ogni coppia A, A di punti
corrispondenti la proiettivity & indotta da T, fra i fasci 4, 4 sia
una prospettivitd: le rette congiungenti punfi corrispondenti sono
quindi unite ('): come s8’® gia detto, se T, opera solo fra due
regioni del piano, si hanno dei segmenti allineati corrispondenti.
Supporremo che tutte le corrispondenze considerate nel presente
lavoro siano di classe sufficientemente elevata.

Assumiamo come punti 4,, A, d’un riferimento proiettivo i
punti 4, A, e come retta x =1 Passe r della &; le equazioni di
T, sono, com’® noto

= oy + . =ax + .. (}

Rl
i

(*) Cfr. L. MuRACCHINI, Sulle trasformazioni puntuali fra piani proiet-
tivi sovrapposti, «Boll. U.M.I » (Ser. III) Vol. 9, p. 360 (1954), n. 2.
(¢) Cfr. L. MURACCHINI, op. cit. in ('), n. 4.
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Fra i punti analitici 4, si hanno poi relazioni del tipo dA4, =
= Yugpdp («, $ =0, 1, 2) con.

(1) W,y = auy, , 0y == XYy

vy, , ,, essendo forme lineari linearmente indipendenti nei dif-
ferenziali delle coordinate di A; d’ora in poi si indicheranno con
w,, v,. Conviene dare fin d’ora la rappresentazione analitica di
alcuni enti che si considereranno nel seguito. La retta unita &
la v, = 0. e il punto caratteristico dell’inviluppo di tali rette ha,
nel riferimento locale considerato, coordinate omogenee (x, — 1, 0).
(Qui e nel seguito la prima coordinata omogenea & z,). Differen-
ziando esternamente le (1) si hanno le relazioni

(2) do + afvg, — @) = (x — «%)0, + po,,
dx + 2a(0y, — w))) = go, + q'v,,

\
%(0rg0 — 03)) = g, + ¢ v,

Le curve caratteristiche sono le curve integrali dell’equazione
differenziale

3) (g — 2% + 20(')(:)';' v, 4+ (2¢' — p)w,m: + q"w: =0.
Fra di esse vi sono sempre le rette AA4.

Fissato il riferimento locale mel modo detto, le equazioni di
T, risultano

ol
|

\

8

_—_ay—l—(oc—z’)xy—}-gy’—{—...

1 2 ’ o9 q q 3
=ax + 592" + 2¢'zy + ¢"Y) + |5; + 50 — 1)+ F|2* + ...

K=

avendo posto ¢ = q,», 4 q,»,; dei termini del 3° ordine s’® scritto

1
solo il coefficiente di 2® nello sviluppo di'=. Vi & un’omologia
tangente a T, in 4, A (), di equazioni

Ly = &Iy x, = (x— ljx, + x, &, = i,

(3) Cfr. L. MuraccHINI, L cit. in (®).
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il suo asse & la retta », mentre il centro C & il punto caratteristico
dell’ inviluppo delle rette unile: la caratteristica infine, se ag=—1,

8 (CHAA4) =——£ (H essendo un punto dell’asse). Se « = — 1, ’omo-

logia & speciale. La proiettivith caratteristica relativa alla retta
y=02

©) wk + o — 1= 0.

Proviamo ora che condizione necessaria e sufficiente affinche le
retle unite siano curve caratleristiche almeno doppie & che lungo
ciascuna di esse « sia costante.

Infatti, esse sono caratteristiche almeno doppie solo se

q— 2a + 20 =0:
d’altra parte, dalle (2) si ha
() do = (20 — 20 — g)w, + (2D — q')w,

da cui I’asserto. Si noti che, in, virti della proprieta dimostrata
una T, con = costante non puo essere di 1* specie.

Passiamo alla costruzione geometrica e alla rappresentazione
analitica delle T, ora studiate. B noto che se in una trasformazione
di 2* o 3* specie le curve caratteristiche multiple sono rette la
corrispondenza subordinata su di esse & una proiettivita, nella
quale & unito il punto caratteristico dell’inviluppo di tali rette (*).
Verifichiamo tale proprietd nel nostro caso; si troveranno alcune
espressioni che saranno utilizzate anche nel seguito.

Se q = 20 — 2%, ciod du A\ w®=0, si ha pure q, =0, e dal con-
fronto delle (4), (6) si ha che la proiettivita osculatrice & iperoscu-
latrice: allora la corrispendenza subordinata da T, su 44 @ la
proiettivitad axx 4+ (1 —alt—1 =0, e in questa il punto C & unito
(I’ altro punto unito & il punto intersezione di. 44 con la r: al
variare di A sulla retta, r descrive quindi un fascio).

- Per avere tutte le T, tali che « resti costante lungo le rette
unite, conséderiamo percid un inviluppo U di rette e su ciascuna
di queste assegniamo una proiettivita in cui il relativo punto di

(4) Cfr. L MuraAccHINI, Sulle trasformazions puntuali di seconda e
e terza specie fra piani protettive, «Mem. Accad. Sci. Torino», (Ser. 1II)
T. 1, p. 25 (1953): si veduno la (!8) e il n. 10.
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tangenza dell’ inviluppo sia wunilo (s’intende, gqui e in problemi
analoghi, che tale proiettivita dev’essere una funzione sufficiente-
mente ditferenziabile dalla retta su cui agisce). Le equazioni delle
trasformazioni in questione sono date da

y=> x+fQ), y=>i+fQ),
ke + h)x + m)e — EQ)'0) + [2R) + m(2)]f')) = 0.

Qui ed in casi analoghi A & un parametro.
Consideriamo ancora una T,: dimostriamo che, se valgono due
delle tre asserzioni:

I) o & costaute,
II) T, & di 3* specie, od & un’omologia,
ITI) le rette unite formano fascio,

allora & verificata anche la rimanente. Lie trasformazioni suddette
si possono rappresentare con le

7 Z=x, y=— 2+l

La I) & infatti espressa analiticamente da q = 2« — 2¢?, ¢’ = 2p;
la 1T) da ¢ =2x—2x?, p =2¢’, poich® solo le curve w,=0 possono
essere caratteristiche triple (cfr. (3)); la ITI) si esprime imponendo
che il punto C= x4 — 4,, sia fisso: si deve avere

dx 4+ awg, — o), = px, aw, — o, = — p,

da cui
dx + “("’oo - 0)“) + (7" - a)wl = 05

ciod p =0. Dal confronto delle tre condizioni si ha subito la
proprietd enunciata.

Per quanto riguarda le equazioni di tali corrispondenze, osser-
viamo anzitutto che, avendo un fascio di rette unite, esse si pos-
sono scrivere

8 x=x, y=flxy )

(%) Cfr. L. MuraccHINI, L cit. in ().
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Bastera poi imporre che I’ omologia tangente sia sempre speciale,

oppure sia di caratteristica costante: infatti questa & -- o Oru,
I’omologia tangente alla (8) &

* =z, ?—/=ffo“-'+fyo?/+f“xoflo_yofyo'
SBe essa & sempre speciale, si ha f, = 1; altrimenti la sua carat-

teristica & f,,, e quindi dovra essere f, = — _—L(costante). Quindi le
equazioni sono della forma (7).

Tali corrispondenze si costruiscono assegnando su ciascuna retie
d’un fascio una proietiivita di carafteristica costante, oppure para-
bolica, in cui sia unito il centro del fascio.

Fra di esse sono degne di nota quelle per cui x=1, oppure
2 = — 1: esse sono tutte e sole le trasformuzioni che in ogni coppia
ammettono un’omologia tangente con centro fisso, che sia artuonica
nel primo caso e speciale nel secondo. Quelle del secondo tipo
formano un gruppo infinito, caratterizzabile mediante il fatto
d’esser trasformato in s& da un gruppo oo! intransitivo abeliano
continuo di omografie:

r=u y=y+ax+bd (9.
Le omologie tangenti =z, y= 9o+ Y+ 9 — Xz, fanno parte
di tale gruppo, e quindi frasformano tutte in sé la T.

3. Questo numero & dedicato allo studio delle T, che in ogni
coppia ammettono una t.q.s.0., 0 rispettivamente una t.q.o., invo-
lutoria. Indicheremo col simbolo t.q.s.0. le trasformazioni quadra-
tiche che sono quasi prossime d’ordine 2 a T,, e con t.q.o., al
solito, le trasformazioni guadratiche che approssimano la T, fino
al 2° ordine (*). Dimostriamo che:

La T, che in una coppia generica amniettono almeno una t.q.s.o.
involutoria costituiscono due classi: quelle analitiche dipendono

(6) Cfr. F. SperanzA, Sulle trasformazion: che possegyono un giuppo
di coppie di corrispondenze en sé, Nota I, « Holl. U.M I.» (Ser. II1) Vol. 14,
p. 10 (1959): v. il n. 15.

(7) Sulle t.q.0. si veda M. ViLLA, Trasformazioni quadratiche osculatrici
ad una corrvispondenza puntuale fra pian: prowettivi, I. Le proietirviti
caratteristiche, I1. Loro costruziome. «Rend. Acc. d’'ltalia» (Ser. VII)
Vol. 3. p. 718 e Vol. 4, p. 1 (1942). Sulla quasi prossimitd di due trasfor-
mazioni. cfr. B. Secre, Corrispondenze analitiche e trasformazioni cre
moniane, « Ann, di Mat.» (Ser. IV), T. 29, p. 107 (1949), § 1.



ALCUNE PROPRIETA DELLE TRASFORMAZIONI FRA PIANI O SPAZI, ECC. 357

da 3 funzioni arbilrarie d’ una variabile; una delle classi é costituita
dalle T, che su ogni retta unita subordinano wun’involuzione. Le
T, che in una coppia generica qmmettono almeno una t.q.o. invo-
lutoria si ottengono assegnando su ogni retta d’'un fascio un’invo-
luzione; quelle che in una coppia generica ammetlono oo! t.q.o.
involutorie si hanno allorché nelle involuzioni di cui sopra & unito
il centro del fascio (cfr. le trasformazioni studiate alla fine del n. 2).

Infatti le t.q.s 0. alla (4) sono (§)
1 - u? + - 2 - - "
g _—~(1J+y)+( +n>yy+x~yx—xy+p(xy—y)=0

"

" (ay + ) + q2 yy + xixx — o + Nay - y) =0,

? ( +m)x+

(%, w, m, » parametri; se gli ultimi due sono nulli, le trasformazioni
quadratiche sono osculatrici). Per far si che tali corrispondenze
siano involutorie, si scambino «, y con z, ¢, e s’imponga che le
nuove equazioni siano conseguenza delle precedenti, cio¢ ne siano
una combinazione lineare. Si ha

1—1’

(xJ+J)+(2+n)yJ+zyx—my+u(wy Y =

_— - - _ - 1
=k, I*_L__ (xy + y) + (2 + n)yy+«°yx—ay+u(xy—y)j +

l( +m)x+ (ocy+_/)+2yJ+a’xx—oc+)\(xy—y)}

‘,+m) (wJ+J)+ yJ+«’xm—a+l(wy y) =

=h[°¢(xy+ﬂ+ ]+h[ +m)z ]

da cui

a2
k, =0, —1:}‘;1(1 oL—-}_m-u.>=—kg%.

(%) Cfr. ' SperaNza, Sulle corrispondenze upprossimabili mediante una
trasformagione quadratica con conica di punti uniti, questo « Bollettino».
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da cui k, ==1{;

— ? ’ o

q+

”+)\—h1 q;_—n—

e %—}—n:{:o, si ha k, =1, h, =0, e poi

o+ of

q=—2m=4x—412, ¢ +n=xr=0, ®= 5

Una volta che sia verificata la g =4x— 40, le altre individuano
2, &, m, m, e quindi v’ una sola t.q.s.0. involutoria. Tali T, sono
individuate dal sistema esterno chiuso

W), = %0, 0y, = 2,
[ o+ %0y — 0,) + (22— Mo, | A 0, =
=} dx + 2x(wyg — 0;)) | A\ 0 + afogg— 0y)) A 0y =
= | da + 2a(wg, — ©,,) | A 0y + 42 — x)o, A vy =0,
e quindi le T analitiche del tipo studiato dipendono da 3 funzioni
arbitrarie d’una variabile.

Se invece ‘——|— n =0, si ha k, =:—1, e quindi

H
(9) q:_2m=05 P=—2’”': P':—m-—;—a’

@ +mi o+t —9=0 (e h.zi(x_q’;rw))'

Supponiamo soddisfatta la g =0; se x3=1, le rimanenti danno
A, #, m, n» e quindi esiste una sola t.g.s.0. involutoria. Se ¢ =1,
si ha ¢’ = —n, ¢ dalla (6) si ha ¢' =2p (°); si ha quindi p=¢' =
=m=n =0, e }e tq.s.0. involutorie sono oo! e osculatrici.

(%) Qui & essenziale supporre che la circostanza sia veriticata in una
coppia generica; se essa invece fosse verificata in una coppia sola, non si
potrebbe dedurne m —=n=0.
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Ora, la condizione ¢ =0 equivale all’essere la proiettivita (5)
un’involuzione: inoltre, come si vede nelle (4), essa & iperoscula-
trice, e, poich® cid accade in una coppia generica della retta AA,
la corrispondenza subordinata su tale refta & un’involuzione: e
tale condizione & sufficiente. Lie trasformazioni in questione si
rappresentano percid con le

(10)  y=> x+f0). y=X r+fd, kdxz+ b))+ 2)+n(})=0,

e dipendono anch’esse du 3 funzuni arbitrarie d’una variabile.

Affinché le f.q.s.0. considerate pii sopra siano osculatrici,
dev’essere m = n = 0. Per quelle del 1° tipo si ha allora

o da (6) segue pure p =0.
Per quelle del 2° tipo si ha g =p =0: le ;receaenti, quindi,
rientrano in queste. Essendo p = 0, le rette unite formano fascio:

ed in virth di ¢ =0, su ciascuna di esse & subordinata un’invo-
luzione:

(10') z=wx  kizyy + hlx)ly + y) + n(x) = 0.

Le t.q.0. involutorie sono co' quando nelle relazioni (9) A @&
arbitrario: occorre e basta che sia a =1, ¢=g=p=0; & perd
sufficiente supporre che sia a«=1, p =0, e allora le altre se
guono da (6). Tali trasformazioni sono quindi quelle gid con-
siderate alla fine del n. 2, e si ottengono assegnando su ogni
retta d’un fascio un’involuzione in cui sia unito il centro del
fascio. Esse posseggono una famiglia oo’ di t.q.0. involutorie dotate
di conica di punti uniti, ed un’ulteriore t.q.0. involutoria, senza
conica di punti uniti: rappresentando la T, con le (4), esse sono
rispettivamente

yi—ay—y+y=0, Syy+ar—14Nay—y=0,

1

yrtay—y—y=0, Lyytaz—1=0
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4. Consideriamo iu uno spazio proiettivo a tre dimensioni P,
una T,, vale a dire una trasformazione tale che, nella proiettivita
8 indotta dall’intorno del 1° ordine d’una coppia generica, vi sia
un piano unito (!°). Dimostriamo che

Se le curve principali di T, (**) sono caratleristiche, T, ha oot
piani uniti.

Siano 4, 4 due punti corrispondenti: consideriamo un riferi-
mento proiettivo in cui 4, = A4, 4, = A, mentre il piano unito

in @ sia A4,4,4;. Assumendo opportunamente il riferimento, si
pud far sl che valgano le

— — _ 12
g = KW, , 0y = ), 0, =uw,; (")

(le weg hanno significato analogo a quello attribuito, per una tra.

sformazione fra piani, nel n. 2). Differenziando esternamente la
prima si ha

dx 4 (v — 0),) + 2o, — w, = Ao, + A(w, — awy),

0y = Ny, + X(0, — awmy).

Le equazioni di T, sono

=y + .,

8
Y
I
8
+
81| =
Il
n
+

e le omografie tangenti sono individuate dalle

KA=A, KA=A,+ 4, KA, =ad,+ 4

KA, = A+ p4 (v, v, p parametri).

Consideriamo la curva principale passante per 4; essa ha equa-
zioni v, = w, =0, e quindi lungo di essa

dA = "’ooA -+ o’lAli d’A = (')Ao + (')Al + (U’I)QAI

(1) Cfr. F. SpEraNzA, Alcune notevole classi di trasformazion: puntualt
&’ uno spazio proiettivo in sé, «Boll. U.M.L» (Ser. III) Vol. 13, p. 179
(1958): v. il n. 3.

(1) Cfr. F. SPERANZA, op. cit. in (19), n. 2.

(#2) Cfr. F. SPERANZA, L cit. in (1), form. (1).
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mentre per la curva corrispondente
A= "’ulI + v, 4;, d*A = ()‘i + ()45 + 0,054 + 0,005, 4,

(w59, »;, essendo calcolate per w, = w, = 0).
Se la curva A(t) ® caratteristica, per un’omografia tangente K
le curve KA(f) e A(t) hannc contatto ordinario del 2° ordine

KA=rA, KdA=rdAd+sA, Kd*A=rd?A+vdd+wAd (¥

da cui

(VA4 (V4,4 (0) A= (+)A 4 (-)4; + 0,004 4 0,05,4,,
ciod
ge A vy \ g =0, \ 0, A 0y, vy A, Nw, =0

si ha allora v, == \'w,, e d[444,] =c[A44,] per w, = 0: il piano
[AA44,] & quindi unito. Per la rappresentazione analitica di tali
T, (T1) si veda V’op. cit. in (), n. 2

La condizione non & sufficiente, in quanto non dice nulla riguardo
ad wg,: del resto, per ottenere una 1'1, basta considerare un sistema
arbitrario di piani (o di porzioni di piani) e dare una trasforma-
zione arbitraria in ciascuno di essi: e per tali corrispondenze le
rette A4 non sono, di regola, caratteristiche.

8i pud pure dire che se le curve principali d’una T, (in P,)
sono caratteristiche, esse somo piane ().

OSSERVAZIONE. — La proprietd dimostrata non appare estendi-
bile alle T, di un P, (»n=4) in sd. Le condizioni atfinchd “vi
siano oo! iperpiani uniti sono (n — 2)}, ¢ quelle affinch® le curve
principali siano caratteristiche sono n — 1.

5. Determiniamo ora le trasformazioni d’uno spazio proiettivo
P, in sé che sono inviluppo (**) di oo* (0 <<k < %) omologie.

(#3) Cfr. E. CARTAN, Sur la déformation projective des surfaces, «Ann,
Eec. Norm. Sup.», t. 37, p. 259 (1920); v. le (7).
(14) Cfr. F. SPERANZA, L cit. in (%) (ultimo capoverso)

(13) Cfr. E. CecH, Géoméirie projective différentielle des correspondences
entre deux espace V, «Journ. Tcheque de Math.», Vol. 77, p. 167 (1952);
L. MuraccHiIN1, Sulle trasformazioni puntuali inviluppi di omografie,
«Boll. U.M.L > (Ser. III), Vol. 8, p. 390 (1953).
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Dimostreremo che:

Tutte le trasformazioni in P, inviluppo di ook omologie si ol.
tengono, se uno almeno dei numer:i n, k & =2, considerando un
Popi D Pa, una Vo C Puya che abbia esattamente ook P, tangenti
due punti B, B di Pyy,, non appartenenti a Py, ed associando le
proiezioni da B, B su P, d’un medesimo punto di V,. Sen=k =2,
le trasformazioni cercate sono tutie le T,.

Conviene suddividere la dimostrazione in tre parti: dapprima,
si provera che unu corrispondenza del tipo detto & una T, _, (ciod
che possiede co"—! rette unite); poi che le rette unite formano
una stella, fuorch® nel caso =k =2, e infine si otterrd la
la costruzione di cui sopra.

Aftfinché in una coppia A, A esista un’omologia tangente ®
necessario che la coppia sia di specie n — 1, cioé che nella proiet-
tivitd g, indotta fra le stelle 4, A4, la retta A4 sia unita. Infatti,
affinch® la caratteristica del determinante caratteristico A(p) sia,
per un valore di p, 1, deve esistere un % tale che h; =>n — 2 (),
e quindi v’® un sistema almeno oco"? di P,_, uniti in &: somno
quindi necessariamente uniti tutti i P,_, per A4, e quindi & unita
la AA medesima.

Se =2, cid & sufficiente affinch® in ogni coppia vi sia
un’omologia tangente, che & allora unica. Se # > 2, non &
sufficiente che la A4 sia unita, ma occorre ancora (e basta) che
& sia una prospettivita (ciod la y (17) identica). Allora v’® una e
una sola omologia tangente K, (‘%)

Comunque, quando esiste un’omologia tangente, essa ® unica,
e quindi le trasformazioni inviluppo di oo* omologie sono quelle
che ammettono un’omologia tangente in una coppia generica, e
in totale co*. Se n =k =2, esse sono tutte e sole le T, di P,:
escluderemo d’ora in poi questo caso.

Dimostriamo che le rette unite passano tutte da un punto. Se
n> 2, dal fatto che @ sia sempre una prospettivitd segue che due
rette unite infinitamente vicine sono complanari, e quindi il loro
sistema & una stella di rette ('°). Se # = 2, 1’ ultima deduzione non

(#¢) Cfr. F'. SrERANZA, Le trasformazioni puntuali fra spagi sovrapposti
nei casi particolari, « B 11. UM.I» (Ser. I1I) Vol. 10, p. 513 (1955): v. p. 518,

(17) Cfr. F. SPERANZA, op. cit. in (46), n. 1.

(:8) Cfr. F. SPERANZA, Sulle trasformuaszioni puntuali fra spaei prosetiivi
sovrapposti, «Boll. U.M.I.» (Ser. IITI) Vol. 10, p. 61 (1955): v. il n. 5.

{(*9) Ofr. C. SEGRE, Preliminari ad una teoria delle variete luoghi di
spagi, « Rend. Cire. Mat. Palermo», Vol. 80 }» 87 (1910): v. p. 111, Cfr,
pure F. SPERANZA, op. cit. in (°), nota (i4).
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& possibile; ma la proprieta vale ancora purché sia k < 2. Abbiamo
infatti visto che l’asse dell’omologia tangente & la retta x =1,
cioté [4:4] + [4.4,]; il centro & C =ad — A,, e la caratteristica &

1
- Imponiamo che questi elementi restino fissi allorch® A de-

scrive una curva. Avendosi

d|[A,A] + [4,4,]1 = (wgy + 0g + w,0)[4:4] +
+ (@) + way + 00))[4,4,] + (wgo — w,,)[44,]):

1’asse resta fisso se lungo la predetta curva si ha
wo —= ), = (1 — &jw,, 0y, — gy =0
€i ha poi
d(zA — A)) = (dx + awgy — 0 )4 + (aw, — w,;,)4,,
e quindi il centro & fisso se Iungo la curva si ha
du + a(wg, — w,,) = (x — a¥u,

e infine la caratteristica & fissa solo se dx = 0. Segue che se lungo
una curva l'asse e il centro (o, rispettivamente, 1’asse e la carat-
teristica) di X, sono fissi, allora & fissa anche la caratieristica (o,
rispeftivamente, il centro).

Supponiamo dapprima che le curve lungo le quali K, & fissa
pon siano le AA: assumiamole, com’® lecito, come curve w, =0:
gi hanno allora le condizioni necessarie

dx A\ w, = (0 — ) Aw, = (0 —0y)) Aw, =0,
ciod (n. 2)p=q¢'=q¢" =0,

la prima delle quali esprime che le AA formano fascio (n. 2). (Una
volta verificata la p =0, le rimanenti esprimono il fatto che le
curve w, = 0 sono carattéristiche doppie).

Se invece K resta fissa allorch® A descrive la A4 (w,=0),
deve aversi

da \ oy = | (0 — ) — (L — ), | | 0y = (g —wy)) A 0, = 0

ciod g =2x — 2x?, ¢' = 0.



364 FRANCESCO SPERANZA

8i ha percid

dx + Zx(ng, — 0} = 2(x — «*)u, de = 2puw,,

torgy — 0,) = g 'o;
differenziando la prima si ha
p(1 +a)=0,

e quindi o p =0, oppure « = — 1: in questo secondo caso, da (6)
si ha 2p — ¢’ =0, e quindi ancora p = 0: le rette unite formamno
in ogni caso fascio.

Sempre prescindendo dal caso n =k =2, passiamo ora alla
costruzione geometrica delle I' inviluppo di oco* omologie. Osser-
viamo che una T con una stella di rette unite si pud sempre ot-
tenere considerando un P,,, D P,, una V,CP,,,. e proiettando
su P, da due punti esterni B, Bi punti di V,. Infatti, nelle
ipotesi di cui sopra, si possono scrivere (in coordinate proiettive
non omogenee) le equazioni di T cosi:

{11) Xr=2Xr, Xt=fX,.., X" (l<p<sn-—1)

P,, in P,,,, avra equazione X"*' = 0; siano B, B i punti di
coordinate omogenee (0,.., 0, 1) e (0,..., 1, — 1) rispettivamente:
allora, considerata la V,,

X =f(XY, ey X)) — X7,

associando punti intersezione di rette proiettanti da B, B un me-
desimo punto di V, si ha proprio la I. Viceversa applicando la
costruzione indicata ad una V, qualsiasi si ha una T di P, in sé
nella quale le rette intersezione di P, con i piani per BB sono
unite.

Consideriamo ora un’altra ipersuperficie V, tangente in un
punto P a V,: la trasformazione T’ di P, in sé che si ottiene da
V.’ (a partire da B, B) & tangente a T uella coppia 4, A che si
ottiene, con la costruzione precedente, a partire da P. Infatti una
curva qualsiasi v per A & proiettata da B su V,, V., secondo due
curve A, )’ che hanne in P contatto analitico del 1° ordine almeno;
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ed il medesimo contatto hanno in 4 le curve ottenute proiettando
% M da B su P,: esse sono Ty, T'y. In particolare, se Vn ammette
(in P) Pn tangente, allora questo genera, con la medesima costru-
zione applicata a V,, Uomologia tangente a T in A, A. Si conclude
quindi che (a prescindere dal caso m =k =2, gid esaminato) le
T inviluppo di co* omologie sono quelle che si ottengono proiet-
tando da due punti d’un P,,, D P, una V,C P,,,, che abbia
oo* iperpiani tangenti. Si osservi che il luogo dei punti 4(4) per
i quali K, & 1a medesima & uno spazio lineare (*°).

Si osservi pure che se, in particolare, I’omologia tangente a T
& fissa, T & un’omologia.

OsseRvAzIONE I. - Si osservi che, se due trasformazioni con
una medesima stella di rette unite unite sono quasi prossime
d’ordine k, esse si approssimano necessariamente fino all’ordine k.

OsservazIONE II. - A proposito delle T, fra piani sovrapposti,
si pud osservare quanto segue:

1) allorché A4 descrive una unita, C rimane fisso; se invece
C resta fisso allorché A varia su un sistema di curve che non
siano le A4, queste ultime formano fascio.

2) la retta » rimane fissa al variare di 4 lungo le rette unite
se e solo se ¢ = 2x — 22%, ¢’ = 0, Allora si ha pure (cfr. piit sopra)
p» =0, e si hanno le (7). Viceversa, dette x,, y, le coordinate di
4, Yomologia tangente a questa in 4, 4 & (v. n. 2)

- 1 ,
& =&, y=‘{"x—;y+?_xo?,

© questa resta la medesima per x, costante, cio® al variare di 4
lungo una retta unita.

Si osservi infine che, se per una trasformazione F d’uno spazio
in sé la § & una prospettivitd con iperpiano di prospettivita fisso,
allora T trasforma spazi lineari in spazi lineari e quindi & un’o-
mografia, anzi un’omologia.

(*) Cfr. L. MURACCHINT, op. cit. in (45}, propos. X.

Per tali V,, si veda C. SEGRE, op. cit. in (19); si veda pure G. Mgrazr,
Costruzione delle varietd a p dimensioni aventi meno ds oof spazt lineari

a p dimensiont tangenti, « Rend. Sem. Mat. Univ. e Polit. Torino» vol.
17, p. 305 (1957-58).



366 FRANCESCO SPERANZA

6. Consideriamo una trasformazione T d’un piano in sé tale
che in una coppia generica § non sia una prospettivitd. Per ogni
coppia si ha allora una conica y luogo dei punti interseziome di
rette corrispondenti in §. Dimostriamo che le coniche y sono sempre
esattamente oo

Infatti, con opportuna scelta dei sistemi di riferimento, le equa-
zioni di T si possono scrivere (cfr. op. cit. in ('), n. 3)

Il
<<
+

g1~

e la conica y ha equazione x}j= y? e quindi i suoi punti sono dati da
M=A,+ v4, + ud,,
mentre per le forme w,p (cfr. n. 2) valgono le relazioni

0, = 0, W) = )y,

Quando A si porta in A+ dA, M si porta in M+ dM=(1 +
+ wloy, + Uy, + 0l 4 4 (8t f ulo,, + uoy, + 0)) A4, + (¥ + ule,, +
+ uw,, + »,)4,, e, affinché y resti fissa, questo punto deve coinci-
dere con pM(u -+ du) = oA, + o(u® + 2udu)A, + (u + 3u)4,. Si trova
cosl, eliminando du, la relazione

— oy + ) + w) + W) — wlo, =0,

che deve esser verificata per ogni u: ma allora v, = 0w, =0, cio2
Yy non pud restar fissa.

Si osservi che se queste coniche passano tutte per un punto O,
il fascio di rette di centro O & unito in T. Infatti ad una retta per O
corrisponde in ciascuna § una retta pure per O, e quindi esse si
corrispondono pure in 7. Possiamo allora determinare le T per
le quali le y costituiscono una rete omaloidica. Assunto come
0,(0, 1, 0) un punto base, le loro equazioni sono del tipo

x=flx y, Y=gy
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e la conica v relativa al punto A(x, y) &

[ X =2 Y =P+ Y— )Y —y)—g(X—2)Y -9)=0

Se v’® un altro punto base distinto, assunto questo come 0,(0, 0, 1),
le equazioni di T si possono scrivere

x=flx), y=gly);

Ora, se le coniche passano per un terzo punto, assunto questo
come 0L, 0, 0), dev’essere

f=g% — g,fy = 0,
cioé

’%x:%y= k (cost.).

e si hanno le T

x = cxt, y=cyh

Da queste si possono poi dedurre le equazioni analoghe valevoli
nel caso in cui due dei punti base sono immaginari coniugati.

Se invece le coniche hanno in 0O, la medesima tangente, assunta
questa come x, =0, si ha

farg_gyy=0$ cioé fz=%y=k(008t.)

e si hanno le T
2 = kx + h, y = cyr.

Infine, se le coniche hunno in O, un E, comune, che'si pud sempre
rappresentare con la @, =z}, si hanno le relazioni

gy=fa" fy+gyy_fpg=0’

da cui
f= g, + ‘P(y)a
e quindi

9vy® = Gy — 9y — GY



368 FRANCESCO SPERANZA

ma il secondo membro non dipende da x, e quindi
9y =0,9—9 — 9,9 =0,

da cui si ottengono le T

- k*—Ek -
= kx -+ 5 y* + khy + c, Yy = ky + h.

7. In questo numero si studia il seguente problema (parzial-
mente analogo a quello trattato nel n. 5): data una frasformazione
dualistica ¢ d’un piano in sé, in ogni coppia (4, @) esiste una
correlazione tangente nella quale A, @ si corrispondono in doppio
modo (correlazione principale (*')): si traita di cercare le T che
hanno oo' o una sola correlazione principale. Si dimostra che

Le %, le cui correlazioni principali sono oo', sono corrispondenze
polari di tipo particolare; se poi la correlazione principale & fissa,
% & una polarita.

Cominciamo a provare che le © di cui all’enunciato non pos.
sono essere paraboliche, dotate cioé d’un solo sistema di curve
canoniche (¥). Basterd dimostrare che la prima conica d’incidenza
della correlazione principale non pud restar fissa allorché A4 de-
serive una curva. Si pud scegliere il riferimento proiettivo per
ogni coppia 4, a in modo che valgano le

0 =w, 4| u,, Vg = — 0, Vg — 0, = Ao, + Aoy,
—9 .
200 — 0, — 0y, — 0y, = 2ha, + 2h,0,

— 2mgp + 0 + 0y — gy = 2p0,.

Si tenga presente che A =4, a =[4,4,], e le curve canoniche
sono », = 0, e che la correlazione principale I{ ha equazioni

U= — 2, — Xy, Uy =y, Uy =Xy,
e la sua conica d’incidenza @, & x; — x; = 0 ().

(2!) Cfr. ¥..Svreranza, Proprieta prowettive delle irasformazion: duali-
stiche, « Boll. UM.I.» (Ser. III) Vol. 12, p. 532 (1957): v. n. 2

(*2) Cir. F. SpErRANZA, op. cit. in (2), n. 6.
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(I1 riferimento scelto pud esser complesso; ma ovviamente la
proprieta in discorso ¢ sempre valida).

I punti di @, sono dati da M = A + ¢4, + w4, (4 parametro,
¢==21). Quando A4 si porta in 4 4+ dA4, M si porta in M+ dM, con
AM = (09 F €035 + ttayg) 4 + (00, + g0y + Uy ) A, (0, + e,y +uny,)4,,
o, affinch® @, sia fissa, questo punto deve coincidere con

oM(u +Su)=p: A + ¢4, + (u + 3u)d, !,

da cui si ha, fra 1’altro

w1 0, + 0y} — U, =, 4 e + Uy, ,
ciod

UL, + ULy, + g0, — tg)) — w, = 0,

che deve valere per ogni #, e per e =t1: si trne w, =w, = 0.
cioé @, non pud restar f'ssa.

OSSERVAZIONE. — Per quanto non abbia diretta attinenza con
la questione di cui qui si tratta, vediamo se pud accadere che una
ccmponente r di @) (che possiamo supporre esser z, = x,) resta
fissa allorche A descrive una curva. Le relazioni precedenti debk-
bono essere verificate per ¢ = 4 1 (’altra relazione, non scrifta,
8i pud sempre soddisfare dando un opportuno valore a du). Quindi

ny H o, =0, ©,;,—w,—on,=0
vale a dire
(12) (1—2 —w)w,— Ao, =k 0, +(41)n, =0 (per w,, w, opportuni)
se la curva luogo dei punt:1 per i quali » & la medesima mnon &

canonica, si pud assumere come w, =10, o le trasformazioni per
cui cid accade sono individuate da

N
©), = 0, + 0y Wyy = — ), Wy, = — ), — A0,

Wgg — 01y = Aoy 200y — ) — gy = (2 — 1), + Agw,.

Si verifica che le G analitiche soddisfacenti a tali condizioni
dipendono da 3 funzioni arbitrarie d’una variabile.
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Si constata invece che r now pud rimaner fissa allorché A
descrive una curva canomca, e quindi, a fortiori, non pud esser
la medesima per tuiti i punti A: infatti dalle (12) si ha, per v, =0,
A, =2 4 1 = 0. Sostituendo nelle relazioni che, nell’op. cit. in (*1),
seguono le (9), si ha p 41 =0, e questa & incompatibile con 1’ ul.
tima delle (9) stesse.

Consideriamo ora una G non parabolica: per essa valgono le

Y 1
“’xo = Y_—— 1 w,, (u)’o == 1—_ Y O)l,
1% dy 1 0¥
Y12 = g 60_): ’ (Y —1) 'f‘ ("’22 + v, — 2wy) = 3 T’l ’

dy 1 ¥ 1
(Y_ 1)z+ 1 ("’n+‘"u 2°’oo)=§a;:’ Y5 =3 ol

si osservi che A=4,, a=[4,4,], e le curve canoniche sono
wlw, = 0 (’a)o
La correlazione principale H &

1

U, = ——=x Uy = — & Uy = &
1 Y r =y 1% 0 0

© la conica @, d’incidenza & x,x, — 2 = 0, e quindi i suoi punti
sono dati, al variare di 4, da M = uAd + u’4, + A,: al variare di
A, si ha

M 4 dM = (u + ueyy + %0,y + w,0)A +
+ (uw, + u'o,, 4 v, +u')4, + (1 + uw, + U,y 4 05,)4,

imponiamo che questo coincida con
pM{ee + Su) = plu + 3u)d + p(w? + 2udu)A, + oA,

al variare di 4 lungo un sistema di curve A; si ha

U + Uwy, + “2_7 1 + "’1 =14 uo, +u'o, + og,)(u + du)

uoy 4wy + oy + u = (1 + uoy + 1w, 4 o) 6 + 2udu):

(**) ¥,, ¥, sono forme quadratiche in v,, w,. Si veda il n. 4 dell’ op.
cit. in (3%).
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e, trascurando gl’infinitesimi d’ordine superiore,

1 ut .

1 — le + vy — ) + —1 Oy — Uy =
1 2 3 4

= ou | 0g, + UL+ ULy, — ©gy) — W, — Ul .

Dovendo queste valere per ogni u, deve aversi, lungo le curve A

1+

W = 72 ¥

_1+t

0, = 2y, — Wy, — W,, == )
) 00 1 2T

= (:)l’ = 0.

E quindi necessario e sufficiente che sia anzitutto y+1=0
(altrimenti v, = v, = 0) e quindi % & una corrispondenza polare (*)
ed H & la polarita tangente (¥). H & quindi completamente indivi-
duata da @,, e le condizioni trovate sono necessarie e sufficienti
affinche H sia fissa (*).

Le curve caratteristiche sono le curve A e due sistemi coniugati
armonicamente rispetto alle curve canmoniche (oppure tali sistemi
coincidono in un sistema di curve canoniche, o sono indetermi-
nati). Infatti le cnrve caratteristiche sono, per una corrispondenza
polare

Yo, — W, = 0,
vale a dire

¥ R ¥ o
60—): (0,) 4 0,0, (—l —2) — (0,)?

0¥, __
dwy 0w, o

o0,

= 0 ylw,;)} — 0, (0,) = 0.

(34 Cfr. G. Fusini - E. éECH, Introduction & lo geométrie projective
différentielle des surfaces, (Gauthier Villars, Paris 1931}, p. 1563; A. TERRA-
cINT, Densita di una corvispondenza di t1pd dualistico, ed estensione del-
Usnvariante di Mehmke-Segre, « Atti Accad. Sci. Torinos, Vol. 71, p- 810
(1935-1436)

(%) Cfr. F. SPErANZA, Le trasformasioni dualistiche in S, proiettivo
la cu correlazione associata é mmvolutoria, « Atti Ace. Sci. Ist. Bolognas,
(Ser. X1) T. V, p. 101 (19.8); v. il n. 3.

(38) S1 dimostra che esistono % analitiche soddisfacenti alle nostre
condizioni e che esse dipendono da 2 funzioni arbitrarie d’una variabile,
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Ma wv,,, ©,,, che si annullano contemporaneamente per un
) o” . . -
opportuno valore di o » somo proporzionali ad una medesima forma
1]

», o nulli: e quindi I’equazione delle curve caratteristiche & del tipo

| A(w,1" 4+ Byt o =0,

da cui 1’ asserto.

B noto che una corrispondenza polare si ottiene counsiderando
una superficie F d’un P, D P, ed associando ogni punto e ogni
retta che siano rispetfivamente proiezione su P, da un punto fisso
B @’ un punto O di F, e sezione di P, con il piano tangente ad F
in O (7). Si constata facilmente che se due superficie F, F’ si
osculano in un punto O le corrispondenze polari %, &' che se ne
ottengono sono tangenti, e viceversa (*!); mentre se F, F’ hanno le
medesime tangenti asintotiche, € e % sono quasi prossime del
1° ordine (B essendo sempre il medesimo).

Ora, la polaritd tangente a % in (A4, a) si ottiene comsideraundo
una quadrica osculatrice ad F in O, per cui B e P, siano polo e
polare.

Una polaritah d’altronde si pud oftenere da una qualsiasi delle
oo! quadriche passanti per la sua conica fondamentale e tale che
B e P, siano coniugati.

Assumiamoc P, come piaho improprio; perché % sia del tipo
stadiato, & necessario e sufficiente che la F possegga un sistema
oo! di curve tali che, detta y. una qualunque di esse, in ogni punto
di y si possa trovare una quadrica osculatrice @,, in modo che
le Q, relative ai punti di y abbiano il medesimo cono asintotico.

Si poune infine il problema di determinare le % per cui H &
fissa. Allora si deve avere identicamente

y=—1, Wy = 2050 — 0} — 0y, =0, =0,
e quindi (**) © & una polarita (rispetto ad una conica).

(27) Cfr. L. cit. in (24).

(28) Cfr. E. éECH, Quadriques osculatrices & centre donné et leur signifi-
cation projective, «C. R. de la Soc. des Sc. et Lettr. de Wroclaw», Vol. 7
(1952).

(29) Cfr. F. SpErANzaA, op. cit. in (¥!), n. 3.



