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Su una proprieta della propagazione in un gas ionizzato

Nota di MarIALUISA DE Soo10 (a Milano) (%)

Suuto. - Si dimosira che nella propagazione di un campo elettromagnetico
m un gas tonizzato le disconiinuiia delle derivate seconde del campo
sul fronte tendono all’infinito se si ammettono valide le usuali relazion
tra campo elettrico e velocita media dei corpuscols

I) In una ricerca che ho in corso sul trasporto di una dicon-
tinuitdh del campo elettromagnetico in un gas ionizzato, ho osser-
vato che se si ammettono le usuali relazioni tra campo elettrico
e velocith media dei corpuscoli, le discontinuitd delle derivate
seconde del campo possono anche tendere all’infinifo al propagarsi
dell’onda e cid anche quando si fiene confo della dissipazione
d’energia per effetto degli urti fra corpuscoli e molecole mneutre.
Poiche il risultato mi & sembrato un po’ paradossale, ho creduto
opportuno, limitandomi al caso delle onde piane, di dimostrarlo
in due modi diversi, sia partendo dalle formule per il frasporto delle
discontinuita, che dalle formule generali per le onde piane in un
gas ionizzato; i risultati otfenuti con i due metodi sono risultati
ovviamente identici.

Ammettendo perd nel gas una conduttivita di tipo ordinario,
anche piccolissima (cio®@ ammettendo nella densitd di corrente
anche un termine proporzionale al campo eleftrico), il paradosso
si elimina e il campo con le sue derivate si annulla all’infinito.

II) Consideriamo un’onda eletiromagnetica piana propagantesi
in un gas ionizzato. Fissato un sistema di riferimento cartesiano
ortogonale con ’asse z coincidente con la direzione di propaga-
zione dell’onda, gli assi e y con la direzione del campo elettrico
E e del campo magnetico H (!) (sicché E = Ei; H = Hj) le equa-
di MAXWELL, proiettate sugli assi 2 e y si scrivono:

{ eH E .
% —C¢w

(1
) ( oE oH
2 Y

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. I. il 21 luglio 1964.

(*) 11 campo elettrico e il campo magnetico si suppongono di direzione
invariabile nello spazio e nel tempo. B noto che a questa ipotesi & sempre
possibile ricondursi se le equazioni di MAXWELL sono linear.
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ove j & V'unica componente non nulla del vettore densita di cor-
rente j vettore che, com’® noto e come del resto verificherd tra
poco, & parallelo al campo elettrico E, ciog all’asse x, mentre ¢ e
w sono rispettivamente costante dielettrica e permeabilita magnetica
del gas non ionizzato.

B noto che, trascurando il contributo degli joni, per j si ha
1’ espressione

2) Jj = Nev,

dove e & la carica eleftrica di un elettrone, IV il loro numero per
unith di volume, v la loro velocitd media.

Nelle teorie usuali (*) sulla propagazione in un gas ionizzato
si ammette tra velocita media e campo elettrico la relazione:

ov e
(3) B—t— = m E — VU,
con m massa dell' elettrone, v numero dei loro urti per unita di
tempo. Da questa equazione si ha subito v (supposto p(0) = 0)
parallelo ad E, ciod all’asse z, sicch® delle (2) e (3) si possono

considerare le proiezioni sull’asse x e sostituire ad j, v, E le loro
componenti j, v, E.

Supponiamo ora che nel piuno z = ct le derivate prime del
campo E ¢ H subiscano una discontinuitd. anzi ammettiamo che
il piano in discorso sia un fronte d’onda, ciot per 2=>c¢t E ed H
siano idenficamente nulle. Percid per i wvalori delle derivate di
E ed H sul fronte assumeremo i limiti di queste grandezze per
¢ tendente a ¢t da valori inferiori a ci.

Consideriamo allora le equazioni (1) sul fronte d’onda dove &
sempre E ed H e, come risulta da (2) e (3!, v e j uguali a zero. Si ha:

¢H oE
; Tz T St

(1)
) oE ol
A

(2) Cfr. per es., H. BREMMER, Propagation of electromagnetic iraices,
S. Flugge - Handbuch Der Physik - Springer - Berlino vol. XVI pau 545.
In questa nota trascurerd 1’ azione del campo magnctico sugli elettroni.
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Poiche anche le derivate totali di E ed H sono nulle sul
fronte, ossia:

oE tE
g ot e oz 0
R
ot +e oz
le (1) si scrivono
r oH oE
\ ot e =0
(1)
| Z2
Tt +ve ct T
E
Tale sistema omogeneo nelle aa_t’ aa—‘i[ ammette soluzioni non
nulle se e solo se & nullo il determinante dei coefficienti, ovvero
1
se ¢=——_ Si ritrova cosl un risultato ben noto per la velocita
e

di propagazione del fronte d’onda.
Deriviamo totalmente la 2* equaziome di (1”); si ha, natural-
mente sempre sul fronte:

" d(eE\  (*H  o'H
& dt (H) = e (W + cataz)’

mentre dalle equazioni (1) derivate parzialmente rispetto a £ si
ha, tenendo presente la (2):

*H *E_ 0
s stz Sar “eut
()
( oH 1 #E

ot T T et

quindi sostituendo in (4) e ricordando che sul fronte ¢ E=v =0,

. 4. 0D e . .
quindi T 'EE —vww =0, si ottiene:

d(E\ _ PE oK _ i(@
dt(at)——"az_at—?i-‘— ~at at)
d (3E
2az(ﬁ)=°

© (aé_l;: )t:zlc = E,0),
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ove con KE,'(0) si indica la derivata rispetto a { dell’inteusita del
campo eleftrico sul piano z = 0 all’istante £ = 0.

La derivata parziale prima di E rispetto a ¢ & quindi costante

. H
sul fronte d’onda. Per le (1') della stessa {proprietd gode 5
2

Per il calcolo di aa—t,-, osserviamo che derivando totalmente la (6)

si ha sul fronte:

'E__ oE

atr " Cotea’
quindi:
. d (a*E _ g(aZE) . (a’E OE
) at ?)——cdt otoe) = — \ovtas t Coie)

Dalle (5) si ha; derivando la 2* equazione rispetto a z e la
prima rispetto a £:

3E #BH »E P
2%t Vattos =*‘(5 T Neﬁ)

quindi, sostituendo in (7) dopo aver derivato parzialmente la (3)

o
rispetto a £, tenendo presente che =0 sul fronte:

ot
a(m_ 0% _#E_Sufs
dt a_t*)_ “Cotes e ot
d (o°E Ne*
(®) 221 (57) = — e B0
*E " Ne’z _,
©) (5 ), = B0 — e SBOL

Si ha cosl che, nonostante la presenza del termine dissipativo
—vu nella (3), la derivata seconda rispetto al tempo del campo
sul fronte d’onda tende all’infinito al propagarsi del fronte stesso.

Risultati analeghi si potrebbero ottenere per le altre derivate
di E ed H.

IIT) Notiamo che se fosse:

J = Nev + vE,
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con v ancora determinata dalla (3), cio® se il gas ionizzato si
comportasse anche come un mezzo ordinario di conduttivitd posi-
tiva y, a secondo membro della prima equazione del sistema (5)

si aggiungerebbe il termine — y— ok e la (6) risulterebbe:

at
i(@ _ _Y?E
di at)——ﬂﬁ’
da cui
» aE ’
(6') W=Eo(0)exp(—2let).

In modo analogo () la (8) diverebbe:

d(a*E)= y 1(7- Ne’)

G\o )= "2 op Talaa— E(")“P( ‘)’

) B infatti sul fronte d’onda

°E _ _, *®E__ »®E vy, vt
F=F (O)exp( 2_t) W——c%—g—el’?ow)exp(—%)
B\ _ »°E *E )
dt(at”) (at’az atazf) 4s 5 7o) exp (—5 t)

Ma dal sistema (5) si ottiene:

O SR . S .
%t Vottoe I T at!)
e quindi, derivando anche la (3) parzialmente rispetto a { e sapendo che

-a-?=0 sul fronte:

ot
d (0*E #E E Ne:pE «v *B <2 _, X
a5) ==~ e e 4seE°(°)°XP(—ee‘)
TE__ Yy PE (Y’__e (_I )
(atﬂ) —5 a5 *alir— ) TvOoxp (—3, ¢
L’integrale generale & del tipo:
2E Y
con:
Y? _ Net\ o, '
Wi =5(5—T2) B+ ¢ o o=E"0),

conforme la (9') del testo.
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da cui, ricordando che & ¢ =z
~ (*E . v 2 1/ Ne? vz
@) (5 ) o= B0 exp (=5 Z) 5 (for— e ) B0 30 (= 555).

In tal caso dunque la discontinuitd del campo elettrico sul
fronte tenderebbe a zero al propagarsi del fronte stesso.
La (9') ovviamente coincide con la (9) per v =0.

IV) I risultati ottenuti mei paragrafi precedenti si possono
confermare per altra via.

Poiché per ¢ = 0 il fronte d’onda giace sul piano z =0, si ha,
per 2> 0 e { =0, v =0; Quindi dalla (3) si ottiene:

t
Y= % fexp [— vit — 7)]|E(x)dx.

Allora, supposto per maggior generalith che la densitd di cor-
rente contenga anche un termine proporzionale al campo elettrico,
le equazioni di MAXWELL si scrivono:

t
e?

aH a
€5t +vE + —fexp [— v(t — )] E(r)dr
1 o
) o
2 Yot

Eliminiamo H tra le due equazioni del sistema; otteniamo,
derivando la prima equazione rispetfo a {, la 2* rispetto a z:

t
*H a’E oE Ne® Ne?
=t Y wm f exp [— v(t — 7)) E(x)d~ + -~ E(f)
?H_1¢F
T otoz T p o2*

e quindi:

(10) —= =

o~

°

Ne? N
— :n"l"fexp [— vit — 1)]E(r)dr + 'r:

1]

rE(?)
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che costituisce un caso particolare di un’equazione studiata dal
GRAFFI (1) e generalizzante la nota equazione dei telegrafisti.
La soluzione della (10) & stata calcolata dal Grar¥I ed & (indi-

3 N 2
cato per comodita 215=a, ‘% —E )

i
(1) E¢ 2 —=E, (t - g) exp (_ . 'f;) +2p f Pt — =, 2)Ex)dr,
0

ove &: Et) = Eit, 0) e:

(12)  Fi, 2) = exp(—af I;"’%"—’“ (E — 2/c) + Fyit, 2)

con I,(x) funzione di BESSEL non oscillante di indice uno, mentre
1{¢) indica al solito una-funzione nulla per { < 0, uguale ad uno
per t =0. Fyt, z) & poi data da:

(13) Bt o) = exp(- 3, EVEEINLOVE STt —20 g

2
ove G,()= Kexp(— vi), K=TNGV—- e G,,.,() & ottenuta per

Y
7 — e

induzione in base alla formula:
Gr+l(t) = G‘,(t) * Gl(t,

ed il simbolo * indica il prodotto di composizione (3).
Nel nostro caso si ottiene quindi:

rElgre

t
ST exp (— vi).

K
Gr-H(tJ =

(*) D. GrarFrFy, Sulla propagazione nei mezzi dispersivi, « Annali di
matematica pura ed applicata », Seiie IV, Tomo LX, 1963 pp. 173-194.
{5) Ciod:
!
Gy(8) * 6.t = [ 6,1t — )G, ()
0
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Osserviamo subito da (13) che per t=§ & Fyil, ) = 0. Inoltre
{]

& nullo.

K
si ha, sempre sul fronte, che il contributo di F,t, 2)a 8

Infatti:

t—zjc

t—z/o
| f Rt = v, a)Beds| = 5 f % D oy +

t—z/c
2 z o?Fy(t — =, 2) *F, 2
+ F, (E, Z)Eo(t —E) =f TEO(T)dT + (7)‘=3I0E0<t—z)
0

nulla per t=§, perché tale 6 E (0).

Si ha cosi sul fronte d’onda (essendo E(2/c) = 0):

O T T N IV

0

t—e/c

Y (g BVE—=2TSN 1
.__exP(__)E O)+— [ ( 5[ oxp(=e) BV r*—z?/ct Eye—md ]t==lc—
t—z/c TR
a? ] . I i t t—2*/c? / i
oo Jmons Gl Jomnt—i—al O ], -

t—z/c

_exp(——)E"(0)+ ; f t[exp(—a(t— 7))

LBV (E—r)2—2c!) .,
——————F'(7)|dr
BV(E—rp—2tct o )] k

e e G R

1/y* Ne'\z_, Yy 2
+§(4—s=“7n: )EE»(O’exP(—zg a)

che coincide con la {9’).



