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Sulla regolarita interna delle soluzioni
di alcune equazioni ellittiche (*)

Nota di CarrLo Puccr (a Genova)

Sunto. - Si prova una limitazione per una derivata prima ed un coefficeente
di Holder delle soluzioni di equazioni lineari ellittiche del secondo ordine
con coefficient:, in parte, non dipendentr da una variabile.

Siano aj(x), f(x) funzioni misurabili nella sfera S=|xz; |x—
— x| < r{ di Rm. Si cousidera 1’equazione a derivate parziali

i,m a!,u
1 2 ai = in S
( ) i 7 v f )

nell’ipotesi di uniforme ellitticita:
2) a|)‘|'g2‘.a;,~)\.)\,-gz—l | )} |* in S,
con o costante positiva minore di 1.

I - Se i coefficienti ai;, per i, j<<m — 1, non dipendono da
Zm, esiste una costanie h, dipendente solo da « e da m, tale che
per ogni fumzione di classe C® in S, ivi soluzione della (1), risulta:

3) |511m @)

ghagr—‘ sup |u(x) —u@x® | +r sap |f(x)]}.
l—20 <r lz—20|<r

Si noti in particolare che la costante h, non dipende dalla con-
tinuitad dei coefficienti.
Dal teorema segue immediatamente un precedente risultato

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M.I. I'11 luglio 1964.

(**) Lavoro esegunito nell’ambito del gruppo di ricerca n. 23 del Comi-
tato nazionale per la matematica per I’anno accademico 1962.63; parte di
questo lavoro & gia stata pubblicata in Lectures on Cauchy Problem and
on Elliptic Equations. «Nat. Scicnce Found, Summer Inst. in Applied
Math.», Rice University 1963.
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relativo al caso m = 2: Limitazione per il gradienle di una soluzione
di wna equazione di tipo ellittico, «Lie Matematiche» XVI 1961.
La dimostrazione & ottenuta con un procedimento analogo a quello
seguito in detta nota, consistente nel considerare una equazione
ellittica ausiliaria in m 4 1 variabili.

Il procedimento & suscettibile di estensioni; come esempio di
¢id si prova nel caso particolare m = 3, mediante una equazione
ellittica ausiliaria in 6 variabili, una maggiorazione a priori del
% delle soluzioni
della (1), all’interno, nelle stesse ipotesi del teorema.

Questi risultati sqno estensibili alle equazioni lineari ellittiche

coefficiente di HOLDER relativo all’esponente

’u ou
ARG Wi —
B0 i, T S, How=1,

con il procedimento seguito in una nota di Battezzati ().

1. La dimostrazione del teorema I & fondata sul seguente
lemma algebrico dovuto a WorLr Gross.

II. - Siano Ai; matrici reali con p; righe e p; colonne, 4, j =
=1, 2, 3, e sia

Aij = A}i’s Ass = Audi*Ays.

Indicato con x(» un vettore reale a p; componenti consideriamo
la forma quadratica

1,3
() £ (@), Aigati)
i

e supponiamo che le due forme quadratiche che si ottengono da
essa ponendo x?) =0 e x(3) = 0 siano definite positive con autovalori
in [x a~'] « costante positiva minore di 1. In queste ipolesi la (4)
¢ definita positiva con autovalori compresi in [B, B~'], essendo
0 <8 <1 e 8 dipendente solo da «, p,, p, € p,.

(2) M. Bartezzari, Limitazioni del gradiente di soluzion: di equazioni
di tipo ellittico, in corso di pubblicazione su Rivista di matematica del-
U Universiia di Parma.
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Posto
=t AI{‘Aux“’ + AE‘Alax‘”,

risulta

(6 A0 = (&, 4,29) 4 2z, 4,42 + 2, 4,309 +
+ (=¥, AuAl_ilA 1)+ (2, A4 qu‘Alawm) -+ 22, A,,A,T'A,,x"’);

con la posizione
B=A4,,— AnAi_i-lAu ’ C=4,— A“AﬂiA 18

si oftiene

3
1}: (@, Agatid) = ¢, 4,5 + (@2, Bx®) + (&, Cx™).
H

Per =0, x =0, 2?30 dalle ipotesi segue (x¥, Bx®)>0 e
quindi B & definita positiva; analogamente C & definita positiva
e pertanto la forma quadratica (4) @ definita positiva.

Indichiamo con A la forma quadratica (4) e con «, e B, il piut
piccolo ed il piu grande autovalore di A.

Abbiamo provato che «, > 0. I coefficienti di A possono essere
riguardati come coordinate di un punto P di uno spazio euclideo,
punto che individua univocamente A. L’insieme E dei punti P,
per i quali sono soddisfatte le ipotesi del teorema su 4, & chiuso
e limitato. In E le funzioni z, e B, sono continue e quindi dotate
di minimo positivo e di massimo. Esiste pertanto un f tale che
0<<f=<<a,<B8,< ¢, 8 dipendente solo da «, p,, p, e p;.

2. Diamo ora la dimostrazione del teorema I. Sia % una fun-
zione limitata di classe C® in S, ivi soluzione della (1). Si suppone
f limitata in S; in caso contrario ovviamente la (3) sussiste. Ad
ogni punto z = (x,, ..., *,4,) di B"*! associamo i punti x= (x,,

c2,) ed X=X, ey Xpeyy Ly,) i B Sia 0= (al, ..., &, x}) e

T= :E:|$—$°|<T, Ex,'—x°|<r3 xm<xm+l:‘

Consideriamo in T la funzione

v(2) = ulx) — uix').
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per ipotesi a;j(x) = ai;(x’) per i, j ~<m e pertanto sottraendo membro
a membro dalla equazione (1) calcolata nel punto x la stessa cal-
colata nel punto z’ si otfiene

N g—lai ) [wi () — uij ()] + Amm(X)Umm(Z) — Cmm(2 ) mm(x’) +
1§

423 Gim@ug@) —2 3 0 (@ i) = f(@) — [2).
=1 =1

Si ha quindi

1, m+41
(5) Z‘; %j(2)vej(@) = flx) — fla’) in T,
avendo posto
%iy(2) = aiy(x), %, J<m;
44, m+1(2) = Qim(X'), i< mi, AmA-1, 4 = Y§, m+13

A1, m1(8) = Bmm(X');

%m, m+1 pud essere fissato arbitrariamente essendo vy, my1=0, e
pertanto, in base al lemma precedentemente dimostrato. xu,m-41
pud essere definito in modo che

1, m—4-1

(6) 5 At "_3] %, (BAA < B A} in T,

con 8 costante positiva dipendente solo da x ed .
Poniamo

o 0 o i l 0 1 - — | _;
z = x‘....,xm_l,xm+2r. Ly — o7 s p=lz —-2|.

Risulta

| ? (] 1 z 1 2
et = l x—a® - (x. —axh) + (-1'»» — X 9"') +(wm+1 — Lo +‘—)’I‘) =
2 \ 2

1
= 7 -z, '+ g — Tw) + 2 7,

= =

- 1 -
(7) 2>, perzeT—. 2" |8 —2°

[
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Inoltre
z2—2°2>7r* per 2cCoT — B,
ed essendo

1
P22|z_30|2+§,’.2,

si ha
s S
(8) [ >§r’ per 23T — B.
Poniamo
m r n
n =55, 'mz_—_27'—<—) .
2 "0 ¢
Risulta per la (7):
9) wE) >0 in T —|2°}, w(z,)=0,
e per la (8):
(10) w(z)>2%1 — 3—") per zedTl — B.
Si ha
Wes = ,’.lfzp—zrl—l?” 04 — (2” + 2)% ﬁ
¥ # oa; 9y’
N e 2w Y aP aP
3 aijwiy =r*"p—? 27 |3 oy — (20 + 2)La;ia—xl 3;]
e per la (6) e la definizione di »
(11) Saiywi; << — r""p—’"—'% <r—* %” in 7.

Posto
(12) M=2-"*(1—3-""" max |u(x) ux")|+ 21 r* sup |[fix),
lg—ao|<r M z—ad<r

risulta

2

Sop— — (Mw+v)<0 in T,

* o 02,

Mw=*xv>=>0 su o7,
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e quindi per il principio di massimo
(13) |v|<Mw in T.
In particolare si oftiene per 0 <h <7r

(14) | u(x®) — ula), ..., x,,_ ., ), +h)| <

e

dividendo ambo i membri per % e passando al limite per h ten-
dente a zero si ha

[ w,(x%) | < 4"+ 'nM,

e quindi la tesi.

‘3. Osserviamo che dalla dimostrazione segue un risultato pih
generale dell’enunciato del teorema I. Notfiamolo espliciltamente
perché ci occorre in seguito.

Risulta dalla definizione di w

W(Z) S 2n+ln

z2—2
I—;——"—I per ze T

e quindi dalle (12), (13) segue per z = (x,, ..., Tny,) € T

(15) l u'(xl’ tery mm) - u’(xl LIRS ] xm"‘) ’ xm+l) l S

<h,/r=' sup |ux)-- wx’)|+r sup |[flz)])|z— 2"
|e—a0|<r |e—ad|<r

In particolare sussiste il seguente teorema

III. Nelle ipolesi del teorema I.esiste una costante h,', dipen-
dente solo da o el m, tale che per ogni funzione di classe C® in
S, ivi soluzione della (1) risulia:

(16) | w{x®) — wxXy, oy Xy T+ B[ =

Shyir~ sup Jule)—u@)|+r sup |f@)|ih per |[h|<r
le—al|<r

[e—ab <
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4. Nel caso m = 2 si ottiene come immediato corollario del teo-
rema IIl il seguente teorema.

IV. - Se i coefficienti a,(x), ¢, j =1, 2, soddisfano alla condizione
(2) di uniforme ellitticita, esiste una costante h,, dipendente solo
da o, tale che per ogni funzione di classe C'® in S, ivi soluzione
della (1), risulla

(17) | w(x) — w(x") | < hy |r? sulp | w(x) — u(x®) | +
{e—20| <1
+r sup [f(®)|}]|x—=x| per xe€ S.
|ae—ax0|<s

Siccome x<<a,,<<«~!, la u & soluzione della equazione unifor-
memente ellittica

273 Ass f
w 2—"u —= Uy = — 3
1l + -'a" 12 + a, 22 a’u’

il cefficiente di «, non dipende da x, e quindi per il feorema I
sussiste la limitazione (16) per | u(x®) — wu(x{ + h, })].

Per P’invarianza delle ipotesi rispetto a rotazioni di centro «°
la (17) & provata.

5. Stabiliamo ora la regolaritd all’interno per le soluzioni di
certe equazioni ellittiche in tre variabili.
11 procedimento & suscettibile di estensioni al caso di m variabili.

V. - Sia u una funzione di classe C'® nelia sfera S di ceniro
x° e raggio r, soluzione della equazione

(18) S @, @) = f@ in S,
L

con [ limitata in S ed i coefficienti a,, verificanti le ipotesi di wuni-
forme ellitlicita (2). Se a,;, per i,j =1, 2, non dipende da x, esiste
una costante ., dipendente solo dulla costante di ellitticila «, tale che

(19) | u(z) — w(z®) | Svar "2 sup (@) — u@f! +
|ap—av| L0

3 i
+7r? sup |[flx)]ilz—2a°|2, xe S
|z—a0|<r
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Supponiamo dapprima r = 1.
Ad ogni punto z=(x,, .., ;) di R® associamo i punti di R?

x=(x,, x,, %), & =(x,, 2, 25). Sia 2°=(a}, 3, af, x2, x3) e
T=iz:le—20|<, | —2| <1, =z, < ,|
Consideriamo in T la funzione
v(2) = ulx) — u(x’).

Dividiamo la equazione (18) calcolata nel punto = [nel punto

x'] per a,,(x) [per a,(x)]; softraendo membro a membro la seconda
equazione cosi ottenuta dalla prima si ottiene

a; ij ()
%y(c) — %y, (ac” )+ p> a,’,:x) wui;(x) — le:x ) uijlx’) +
8 () 8 gy’ ) f(=x) f(=)
2 3 W, i S L
T izz a,,(x) Wil — o§_ a,(x (=) = a,lx)  a,x)
Siccome
Vi, 342 =0 per ¢, j=2,3
si ha
W )  flh .
(20) i.-‘1 “ii#)oile) = “(x) au(x) in T,
avendo posto
ai; (x) aij{x) .. .
%, 7(3) a ’tx) per O,j = 1, 2, 3, %it2, 7+2(Zl = a:lltx,) per 2,j = 2, "3,
o _0,iX) P ) _ mlayla)
.41,.4_2(2) = an(m.) per 2= 2, 3, %4, 1+2(z) W per z, ] = 2 3,

ed inoltre «;;==,. Per il lemma provato nel n° 1 esiste una
costante positiva 8, dipendente solo da =z, tale che

1.3
21) SAPS Vel <t A,  ze T

%7
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Si ha (2% =0,
v(e) — (@) = ulx,, @, x;) —ulx,, x,, )  per x, =z,

e quindi per la (15) vi & una costante h,;, dipendente solo da «,
tale che

@) |ele)— )| Sk | sup_ |ulw) —uat)| + sup_|f@)ii]s—s

|m—at|<r

per x, = x,; supposto h,’ =1 la (22) sussiste anche per ze€oT e
x, &=, essendo in tale caso |z — 2°| = 1. Pertanto la (22) sussiste
per z € aT; tenuto conto delle (20), (21) per un teorema precedente-
mente provato (') esiste una costante t,, dipendente solo da «, tale che

4
|v(e) —v(e%) | =7tal sup |ufx)—u(@’)|+ sup [flx)|i|z—2"|*
|ae—a0| <1 |x—ald|<r

p— 0 .
Posto z = (x}, x), a3, =,, x;) x = (x}, x;, @), 8i ha

i
(23) |u(x") —ulx)|<t.} sup |u(r)—u(@’)|+ sup [flx)|i|z—2°[*
—0| <7 |e—af<r

It

e questa relazione sussiste per x = (x}, x,, ;)€ S e @,, x; per il
resto arbitrari. siccome le ipotesi del teorema sono invarianti
rispetto a rotazioni nel piano x,x, con centro x° la (23) sussiste
per x = (x,, %,, %;) comunque in S.

La (23) & provata nel caso che S abbia raggio 1. Nel caso che
S abbia raggio r ci si riconduce al caso precedente mediante una

1
dilatazione con centro x° e modulo s Pertanto la (23) per sfere

di raggio r assume I’espressione (19).

(1) C. Puccl, Sulle funzioni barriera. «Le Matematiche», 18, 1963,
p. 102-107.



