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Sulla regolarità interna délie soluzioni 
di alcune equazioni ellittiche (*) 

Nota di CARLO PUCCI (a Genova) 

Sunto. - Si prova una limitasione per una derivata prima ed un coefficients 
di Hôlder délie soluzioni di equazioni lineari ellittiche del secondoordine 
con coefficient^ in parte, non dipendentt da una variabile. 

Siano aijix), f(x) fimzioni misurabili nella sfera /S==iac; \x — 
— x°\ < r ( di Bm. Si cousidera l 'equazione a derivate parziali 

nel l ' ipotesi di uniforme ellitticità: 

(2) oc | X |* <£ S m/X.X/ ^ *- 11 > |2 in S, 

con a costante positiva minore di 1. 

I. - Se i coefficienti a»;, per *, j<m—1, non dipendono da 
xmi esiste una costante ha dipendente solo da a e da m, taie che 
per ogni funzione di classe C(2) in S, ivi sohtzîone délia (1), risulta: 

(3) 
dXm 

; ha \ r _ 1 sup | u(x) — u(x°) | + r sup | f(x) \ [. 
{ I*—X°|<r \x—&\<r ) 

Si noti in particolare che la costante ha non dipende dalla con-
tinuità dei coefficients 

Dal teorema segue immediatamente un précédente risultato 

(*) Pervenjita alla Segreteria dell'U.M.I. 1'11 luglio 1964. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito del gruppo di ricerca n. 23 del Corai-

tato nazionale per la matera a tic a per l'anno accademico 1962-63; parte di 
questo lavoro è già stata pubblicdta in Lectures on Gaucky Problem and 
on Elliptic Equations. « Nat. Science Found , Summer Inst. in Applied 
Math. », Rice University 1963. 
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relativo al caso m = 2 : Limitazione per il gradiente di una soluzione 
di una equazione di tipo ellittico, «Le Matematiche » X Y I 1961. 
La dimostrazione è ottenuta con un procedimento analogo a quello 
seguito in detta nota, consistente nel considerare una equazione 
ellittica ausiliaria i n m + 1 variabili. 

I l procedimento è suscettibile di estensioni; corne esempio di 
ciô si prova nel caso particolare m = 3, médian te una equazione 
ellittica ausiliaria in 5 variabili, una maggiorazione a priori del 

coefficiente di H O L D E R relativo all 'esponente x délie soluzioni 

délia (1), allMnterno, nelle stesse ipotesi del teorema. 
Questi risultati sono estensibili aile equazioni l ineari ell ittiche 

d'2u ^ 7 du 

*a*i3x^ + -hiJx- + CU = t> 

con il procedimento seguito in una nota di Battezzati (°). 

I. La dimostrazione del teorema I è fondata sul seguente 
lemma aigebrico dovuto a W O L F G R O S S . 

II . - Siano Ai7 mairici reali con pi righe e pj colonne, i, j = 
= 1, 2, 3, e sia 

A{j = Ajiy A-2,3 = AuAu Ai%. 

Indicato con xW un vettore reale a p% componenti consideriamo 
la forma quadratica 

(4) sV*>, AnxU)), 

e supponiamo che le due forme quadratiche che si ottengono da 
essa ponendo x<2) s O e x<3> = 0 siano definite positive con autovalori 
in [a a - 1 ] , a costante positiva minore di 1. In queste ipotesi la (4) 
è definita positiva con autovalori compresi in [|5, fi-1], essendo 
0 < p < 1 e S dipendente solo da a, pl, pt e p%. 

t2) M. BATTEZZATI, Limitasioni del gradiente di soluzioni di equazioni 
di tipo ellittico, in corso di pubblicazione su Rivista di matemahca del-
V Universiià di Parma. 
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Posto 

\ = x<» + AtAt&™ + ATÏAaX™, 

risulta 

(S, ^ ,5 ) = ( ^ , , 4 , ^ ) + 2 ( ^ , Aitx«>) + 2(x«\ Altx™) + 

+ (x">, ^ , ^ 4 ^ ) + ( ^ , ^ , ^ - 4 , ^ ) +2lx<» 4 2 1 V^ 1 8 * ' 3 ) ) i 

con la posizione 

5==-4^ — AuA7ilAlt, C = Atl — ^8i^ïT -4 u. 

si ottiene 

ï(*<*), ^ / ) ) = (5, -A1B5) + (as<M, Bar'») + (x(» Cx<3>). 
M 

Per ; = 0, x(3) = 0, x ( t )4=0 dalle ipotesi segue (x(îî, J B X ( 2 , ) > 0 e 
quindi JB è definita positiva; analogamente C è definita positiva 
e pertanto la forma quadratica (4) è definita positiva. 

Indichiamo con A la forma quadratica (4) e con a^ e $A il più 
piccolo ed il più grande autovalore di A. 

Abbiamo provato che <x.A > 0. I coefficienti di A possono essere 
riguardati corne coordinate di un punto P di uno spazio euclideo, 
punto che individua univocamente A. L'insieme E dei punti P, 
per i quali sono soddisfatte le ipotesi del teorema su A, è chiuso 
e limitato. In E le funzioni zA e $A sono continue e quindi dotate 
di minimo positivo e di massimo. Esiste pertanto un p taie che 
0 <; fi ̂  %A < Sx < p"1, S dipendente solo da a, 2?i 5 PJ e p , , 

2. Diamo ora la dimostrazione del teorema I. Sia u una fun-
zione limitata di classe C(2) in S, ivi soluzione délia (1). Si suppone 
f limitata in S; in caso contrario ovviamente la (3) sussiste. Ad 
ogni punto s = (x,, .... x m + ï ) di i2m + 1 associamo i punti x = (xx, 
.... xm) ed x' —(x,. ..., a s ^ , , x„ + I ) di fi". Sia s ° ^ ( x ; , ..., x°m, x'J e 

T = ; z : | x - x°, < r, | x' — x° | < r, xH1 < x„, + 1 !. 

Consideriamo in T la funzione 

v{z) = îf(x) — u\xf). 
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per ipotesi aij(x) = a»;(x') per i,j<:m e pertanto sottraendo membro 
a membro dalla equazione (1) calcolata nel punto x la stessa cal-
colata nel punto x si ottiene 

i, m—l 

S ai}{x)[uij(x) — Uij(x')] + amm(x)umm{x) — amm(x')umm{x') + 

+ 2 2 aim(x)utj(x) - 2 S ai;(x'K*im(x') = f(x) - f(x). 

Si ha quindi 

i, m+l 

(5) S aif-(«)i;ty(x) = f(x) - f(x') in T, 

ave,iido posto 

»»;(») = a ^ x ) , h j<m; 

'M, m+lfe) = «»m(#'), * < « l , «m+] , t — ?*, m+i ! 

Xm+i, MI+I(S) = amm(x'); 

aw,»w+i pu6 essere fissato a rb i t r a r i amen te essendo «m , m+i = 0, e 
per tanto , in base al le mm a p receden temente d imost ra to . xm,m+i 
pub essere definito in modo che 

(61 ? | X i , ^ , , S + 1 a 1 | W X t V ^ B - l , ^ r i n 21, 
* i ; 

con 8 costante posi t iva d ipenden te solo da a ed m. 
Pon iamo 

B = dT H i s : x w + 1 = x m : . 

p = | gf - $ | 

Risulta 

c" = X — x u U\„ — Xl.ï +ixm -xli - 9 r j + (xm+i—SCm+9*') = 

1 , 

= .? - £(, * + r | . rH I + l — x m | + 0 r 2 , 

(") ='>.•>'• ' p e r : e ' / , - , 0 n i . | s0 — g * = ^ r1 
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Inoltre 

ed essendo 

si ha 

(8) 

Poniamo 

CARLO P U C C I 

' — s ° ] 2 > r 2 per zCZdT—B, 

p « ^ | 0 _ a o | . + - r « , 

3 
• 2 1 P2 >9*"* per zŒdT — B. 

m 
n = s r . . wn 

Risulta per la (7): 

(9) w(0)>O in f - |» 0 | , w(«0) = 0, 

e per la (8): 

(10) w(z) > 2»(1 — 3-") per z e dT — B. 

Si ha 

'--*•+•>££ 
2 «,-(«»+S)SwêS 

ax, gxj 

ttty =. r t"p-««-«2n 

e per la (6) e la definizione di n 

(11) S ^ n i î ^ - r V ' - ' T ^ r ' j in ï7. 

Posto 

(12) Jf = 2 - ^ ( 1 - 3 - - ) - 1 max |u(x) u(x°) | + £- r* sup |fix)|, P i 
|ag—oB0l<r 2m *—a°|<r 

risulta 

J l to±e^0 su ar, 
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e quindi per il principio di massimo 

(13) \v\<Mw in T. 

In particolare si ottiene per 0 < h < r 

(14) ! u(x*) - u[x\, ..., xl_t, x°m + h) | < : 

< Jfcf ( 2» ) , 

©+K) 
dividendo ambo i membri per h e passando al limite per h ten-
dente a zéro si ha 

[ ujx9) | < 4 n + ,nM, 

e quindi la tesi. 

3. Osserviamo che dalla dimostrazione segue un risultato più 
générale dell'enunciato del teorema I. Notiamolo esplicitamente 
perche ci occorre in seguito. 

Risulta dalla definizione di w 

w(z) <ç 2»+1w Lf îsJ per z e T 

e quindi dalle (12), (13) segue per z = (xi, ..., xn+ï)e T 

(15) | u{xï, ..., xj - u(xx, ..., xm_, , x,„+1) | ^ 

< /ta'lr -1 sup | «(x) — te(x°) | + r sup | /"(x) | ) | z — z° |. 
|»—a°|<r |«—a°[<r 

In particolare sussiste il seguente teorema 

III . Nelle ijjotesi del teorema I esiste una costante ha\ dipen-
dente solo da a eJ m, taie che per ogni funzione di classe C(2) in 
S, ivi soluzione délia (t) risulta: 

(16) | H(X°) - u{x\, ..., afm_x, x°m + h) | < 

< fi' i r - 1 sup | u(x) — u(x°) | + r sup | f(x) | | fc, per | h | < r. 
a |as—A« < r lac—x°|<r 
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4. Nel caso m = 2 si ottiene corne immediato corollario del teo­
rema I I I il seguente teorema. 

IV. - Se i coefficienti a,j(x), i, j = 1, 2, soddisfano alla condizione 
(2) di uniforme ellitticità^ esiste una postante ha, dipendente solo 
da a, taie che per ogni funzione di classe Ct2) in S, ivi soluzione 
délia (l), risulta 

(17) \u(x) — «(x°) ] < h* I r~l sup | u(x) - u(x°) | + 
1<—JC°|<r 

+ r sup | f(x) | | | x — x° |, per x e S. 
\x—xf>\<r 

Siccome ^ < a n < a _ 1 , la u è soluzione délia equazione unifor-
memente ellittica 

«*u a n a l l 

\ 
il cefficiente di xx non dipende da xt e quindi per il teorema I 
sussiste la limitazione (16) per | u(x°) — u(x\ + h, x\) | . 

Pe r l ' invarianza délie ipotesi rispetto a rotazioni di centro x° 
la (17) è provata. 

5. Stabiliamo ora la regolarità, ail ' interno per le soluzioni di 
certe equazioni ellittiche in tre variabili. 

I l procedimento è suscettibile di estensioni al caso di m variabili. 

V. - Sia n una funzione di classe Cil) nella s fer a S di centro 
x° e raggio r, soluzione delta equazione 

(18) S ait }(x)uij(x) = f(x) in S, 
*»; 

con f limitata in S ed i coefficienti an verificanti le ipotesi di uni-
forme ellitticità (2). Se atj, per i,j = 1, 2, non dipende da x3 esiste 
una costante Tfl, dipendente solo dalla costante di ellitticità a, taie che 

(19) | u(x) — u(xù) | < ra{r " * sup | u(x) - t*(x°f ! + 

\x—&\<r 

1 I 

+ r2 sup \f(x)\\\x — x ° | 2 , x e S . 
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Supponiamo dapprima r = 1. 
Ad ogni punto 2 = = ^ , , . . . , x5) di B5 associamo i punti di R* 

x = (x,, x2, x3), x'==(x,, xA9 x5|. Sia s°==(x°, x], xg, x j , xj) e 

T == | z : | x — x° | < 1, | x — x° | < 1, x t < x41. 

Consideriamo iu T la funzione 

v(z) ~ u(x) — u{x\ 

Dividiamo la equazione (18) cahiolata nel punto x [nel punto-
x'] per a,,(x) [per a^x ' ) ] ; sottraendo membro a membro la seconda 
equazione cosi ottenuta dalla prima si ottiene 

i = 2 a u (x) i=2«n(«'l «ii^) « u ^ V 

Siccome 

^t, 7+2 = 0 per *, j = 2, 3 

si ha 

(20, V«*W = | S ) - ^ •»*. 

avendo posto 

*'• >(Z) = a~B) Per *' j = *' 2' 3' a'+2>>+2^ = 1 ¾ ] P e r *' * = 2' 3> 
, v «i,t(x') . « „ , , aXt(x)a17(x') . . rt rt 

a i . « + ^ = ^ R ) P ^ * = 2,3, H ^ e ) = _ _ _ ^ p e r * , . , = 2 , 3 , 

ed inoltre ai; = a7j. Per il lemma provato nel n° 1 esiste una 
costante positiva p, dipendente solo da a, taie che 

(21) ? ; X I1 < S ati(*)XtA, < fi-1 X |», ^ e T. 
h? 
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Si ha v(z°) = 0, 

v(z) — v(z°) = u(x,, x2, x3) — u(xi, x8 , x j per x s = x4, 

e quindi per la (15) vi è una costante h^\ dipendente solo da a, 
taie che 

(22) \v(z)-v(z°)\<K'\ sup \u(x)~u(xQ)\+ sup \f(x)\\\s — e*\ 
|SB—i°|<r |ac—x»i<r 

per x, = x 4 ; supposto fea' I> 1 la (22) sussiste anche per z e dT e 
aîj =J= x4 essendo in taie caso \z — s0 | > 1. Pertanto la (22) sussiste 
per zedT; tenuto conto délie (20), (21) per un teorema précédente-
mente provato (]) esiste una costante *ra, dipendente solo da a, taie che 

, 0 i 2 \V(0) — t ï ( « ° ) l < T a | SUp |t*(x) — -W(X°)|+ SUp | / ( x ) | | | 0 — 3 ( 

|as—»°|<r |ar-a°|<r 

Posto 0==(xj, x£, x j , x,, x3) x = (xj, x2, x3), si ha 

(23) | i*(x n)-M(x) |<T a | sup |u(x) —u(x0) |+ sup |/(x)| | |x — x°|2 

la—as°|<r \x—x°|<r 

€ questa relazione sussiste per x == (xj, x2 , x3) e S e x s , x3 per il 
resto arbitrari . siccome le ipotesi del teorema sono invarianti 
rispetto a rotazioni nel piano xxxt con centro x° la (23) sussiste 
per x == (x!, x , , x3) comunque in S. 

La (23) è provata nel caso che S abbia raggio 1. Nel caso che 
S abbia raggio r ci si riconduce al caso précédente mediante una 

dilatazione con centro x° e modulo - . Pertanto la (23) per sfere 

di raggio r assume l'espressione (19). 

(*) C. Pucci, Sulle funzioni barriera. «Le Matematiche», 18, 1963, 
p. 102-107. 


