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Soluzione di un’equazione integrale soddisfatta dalla
funzione di Bessel K,

Nota di ANeELo DE Marco

Istituto di Fisica Universita di Torino - INFN Secz. di Torino (7)

Sunto. - St risolve con 1l metodo della trasformata di Fourier I'equazione
integrale n(x)* n(x)=xe—=T| ¢ si trova che essa ¢ soddisfatia dalla
funzione di Bessel K.

In molti problemi di Fisica o di Statistica, ricorrono spesso
delle equazioni integrali del tipo:

(1) P = | ajsle — nd

—Q0

in cui la P(t)  una funzione nota e la =(x) & la funzione incognita.
Vogliamo far vedere in questa nota, che nel caso in cui la P(r)
assuma la forma

P(t) = xe—25; x>0

la soluzione della (1) & la funzione di BesseL modificata del terzo
genére di ordine zero K.

La soluzione della (1) & immediata se si fa uso delle trasformate
di FoUuRIER. Se introduciamo infatti le funzioni caratteristiche

-+co +oo
F(u' =felu‘P(T)dT ; g(u) = {eiu.x-:lx)dx
— 0

{*) Pervenuta alla Segreteria dellU. M. I. il 6 luglio 1964.
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la (1) diventia

(2) glu) = = V F(u)

Calcolando 1I’integrale per la F(u) si ottiene:

+c0 +o0 ©
Flu)=n f cos ute—*tldr 4 §u j sin ure—eltldr = 2« / cos ute—27dr =
—o0 -—20 [}

e—at . Nad 2t
= 2z [m(a €OoB %T + % 8in ut) L =it w

Fseguendo la trasformata inversa della g(u) e tenendo presente
la (2) si ha:

1 e
@) = 5 feimrgiuydu =
—

a\/g[ COB UX T sinux ]
j\a=+u* i) Varw®

ora il secondo integrale vale zero mentre il primo 3 uguale a
2K, (x| x|) (vedi per es. Bateman Manuscript project — Tables of
Integral Transforms vol. 1 pag. 9).

Ne segue che ponendo y =xx e # = ar, risulta valida la rela-
zione :

-+00
®) / Ry 1)Kl ly — ¢y = 5ot

Una verifica di. questa relazione, la si pud ottenerd eseguendo
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direttamente 1’integrale. Si ottiene in tal caso

[}

du du’ e
4) I=f VaF i f Vi) +i f cos uy cos (u'y — u'z)dy

[} -0

[+

L’integrale in y, sviluppando il cos (u'y — u'z), diventa

+oo o0
cos u'z f cos uy cos u'ydy + sin u'z ] sin w'y cos uydy =
—00 —0

= w3(u — u') cos u'z)

essendo il secondo integrale nullo ed il primo uguale a = volte
la fnnzione impropria di Dirac. ()

Ne segue (%)

[ o] @
du nd(u—w')cosu'z " oS Uz
w' = du =

@©
1-[ Ve ) ~ vt P
[ [}

_ T ie| T .
—ﬂ'ée—l =§e-‘

8i ringrazia sentitamente il Prof. F. TricoMl per gli utili
consigli.

{t) Vedi per es. Dirac, — Quantum Mechanics — 2° ed. Oxford, 1935
pag. 76.

() Per P'ultimo integrale vedi BATEMAN Manuscript project, Tables of
Integral Transforms, vol. 1 New. Jork 1954, pag. 8.



