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Huila totalità délie fanzioni armoniche entro un semispazio 
in relazione aile loro tracée di frontiera 

Nota di F A B I O M A N A R E S I (a Bologna) (*) 

Snoto. - Si caratterissa, med tante un a opporhtna définition e délia traccia 
di frtyntiera, la totalità délie funsioni armoniche entro un dominio 
circolare e un semispazio. 

1. - In troduz îone . Negl i iunumerevoli recenti studi relat ivi a 
problemi per le equazioni aile derivate parziali di tipo ellittico, con 
condizioni al contorno generalizzate, il caao più frequentemente 
considérato è stato quello di equazioni non omogenee, con condi­
zioni al contorno omogenee ^1). 

Tuttavia, negl i ultimi anni, sono state pure ampiamente trat-
tate alcune questioni riguardanti le funzioni armoniche di più 
variabili (*) e la ricerca di soluzioni délie equazioni ell ittiche, con 
condizioni al contorno non omogenee e opportunamente generaliz­
zate in maniera taie da consentire ai dati di variare in spazi 
l iueari topologici normati (3) e anche non normati (4). 

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'U. M. I. il 30 giugno 1964. 
(M Tra le più recenti esposizioni d'insieme, si vedano : C. MIRANDA, 

Equasioni aile derivate parziali di tipo'ellittico, Berlin, Sprînger Verlag, 
1955; E. MAGENES e G. STAMPACCHIA, I problemi al contornmplir le equa­
zioni differensiali di tipo ellittico, « Ann. Scuola Norm. Sup. ï taa », s. III, 
vol. XII (1958), pp. 247-357; G. FJCHERA, Premesse ad un a teojna générale 
dei problemi al contorno per le equasioni differensialit Romà, Oorsi del-
riNAM,,1958. 

(2) E. M. STEIN e G. W E I S S , On the theory of harmonie functions of 
seveqal variables^ (I), «Acta Math.», vol. 103 (liJo9), pp,,j55-6â ; (II), ibidem, 
vol. 100 (1961), pp. 137-174. 

(3) J. L. LIONS e E. MAGENES, Problemi ai limiti non omogenei (1), 
« 4nn. Scuola Korm. Sup. Pisa », s. III , vol. XIV (i960), pp. 269-3C8; (II), 
«Ann. Jnst. Eourier », toi . XI (1961), pp. 137-178; (111), «Ann. Scuola 
Nofrn. Sup. Pisa», s. III, vol. XV'(l961), pp. 41-103; (IV), ibidem s. III, 
voL XV (1961), pp. 311-326; (V), ibidem, s. III, vol'. XVI (1962), pp. 1-44. 

(4) J. Xi. LIONS e E. MAGENES, Problèmes aux limites non homogènes 
(VII), « Ann. Mat. Pura Appl. », s. IV, vol. LXI1I (1963), pp. 201-224. 
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Pii i difficile appare, in générale, il probleraa di earatterizzare, 
attrâverso una conveniente nozione di comportamento sulla fron-
tiera di un campo (insieme aperto e connesso), la totalità délie 
funzioni che, nel campo stesso, sono soluzioni dell 'equazione data,, 
probleraa che si présenta corne 1' analogo di quello délia determi-
nazione delP intégrale générale per un' equazione differenziale 
ordinaria, e che dipende per6 essenzialmente dalla forma del campo 
considerato. 

Taie questione, relativamente aile funzioni armoniche, è stata 
risolta da CIMMINO, dapprima nel caso semplice di un campo cir-
colare piano (5) e successivamente nel caso di un campo pluridi-
mensionale l imitato e avente corne frontiera una qualsivoglia va» 
rietà aualitica chiusa topologicamente definita (6). Il risultato otte-
nuto è che, orgauizzata la classe di tutte le funzioni u, armoniche 
in un campo l imitato O, corne uno spazio lineare U numerabil-
mente normato (7), sono state definite e rappresentate le re lat ive 
tracce f sulla frontiera S di O in modo che anch'esse formino 
uno spazio l ineare F numerabilmente normato e che la relazione 

f = traccia di u su £ 

stabilisca un isomorfismo (algebrico) topologico fra i due spazi F e U. 
In tutti i problemi testé ricordati si considéra sempre un campo 

limitato, laddove, quando il campo è illimitato, si presentano nuove 
difficolta in quanto che presumibilmente, oltre a condizioni alla 
frontiera, si dovrebbe imporre anche una condizione ail' hrfinito. 

A taie proposito serabrerebbe legittimo porre, nel caso délie 
funzioni u(xlf xt, ..., se), ( n > 2 ) , armoniche nel semispazio aperto 
x„ > 0, corne condizione alla frontiera quella di soddisfare, oltre 

(3) G. CIMMINO, Sulla totalità délie funsioni che in un dato campo 
verificano una equasione differensiale lineare omogenea, « Àtti A ce ad. Soi. 
Ist. Bologna Cl. Sci. Fis. Mem. ». s. XI. t. VII (1960) ; si vechi anche G. 
JOHNTSOST, Représentation of harmonie fonctions in the unit ctrcU. romuni-
cato al Congresso internationale dei Materaattci di Sfoccolma nel 1^62. 

(6) G, CIMMINO. Sulle tracce délie soins ion i délie equazioni différenciait 
lineari a coeffieienti eostanti, * Atti Accad. Sci. Ist. Bologna Cl. Sci. lj,N. 
Mem. », s. XI, t. X (1963). 

(7) I. M. G HE i, F AND e Cf. E. Surr.ov, Spazi di funsioni fon'la mentait 
generalissate (in russo). Mosca (tftjSj, vol. II. cap. I, S :*. 
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a, una opportun a condizione all' infinito, alla relazione 

+30 4-00 

lim / ... /filas,, a 2 , ..., x ^ x ^ x„ ...,xn-l)dxr..dx9l-l=K[W] (8) 
n —00 —00 

per qualunque funzione V e ®, essendo K[W] un dato vettore dello 
spazio ©', ossia una distribuzione nel senso di SCHWARTZ (9J. 

Non sarebbe certo privo di interesse stabilire l 'es istenza e 
1* unicité o meno di una funzione, armonica in xn > 0, che soddisfi 
alla citata condizione, tuttavia è manifesta che, in tal modo, la 
totalità délie « tracce di frontiera » di lutte le eventuali funzioni 
cosiffatte, cioè lo spazio ©', sarebbe di tipo £§, « l imite induttivo ? 
di successioni di spazi £ (di FRECHET) (IUJ. 

Nel ia présente nota v iene iuvece caratterizzata la totalità délie 
funzioni armoniche entro un semispazio, attraverso una opportuna 
nozione di comportamento al contorno, dedotta dall ' idea di CIMMINO 
di considerare la frontiera non corne un insieme di punti, ma corne 
un insieme di « cammini di avvicinamento » ai punti délia frontiera 
medesima (J1) e nel contempo, trattandosi di un campo illimitato, 
di «cammini di allontanamento » all'infinito. 

Precisamente viene definita e rappresentata la traccia di fron­
tiera di ogni funzione armonica entro un semispazio, considerando 
quest'ultinio corne limite di una faniiglia di intorni circolari e si 
pervieue cosï a stabilire un isomorfismo topologico fra la totalità 
délie funzioni armoniche in un campo semispaziale e lo spazio 
duale, che è di tipo §r anzichè £$, di quello délie funzioni anali-
tiche sulla frontiera di un dominio circolare. 

(s) Condizioni dl questo tipo sono già state considerate nel caso di pro­
blemi di CAUCHY per si s te m i di equazioni aile deiivate parziali, suppo-
nendo perô il funzionale K[W] definilo in uno spazio, opportun a m ente 
scelto, di funzioni rapidamente decresceuti all'infinito e non a supporto 
compatto, il che induce a prendere in considerazione soltanto soluzioni u 
dotute di un certo comportamento all'infinito, taie cioè du assicurare 
l'esistenza dell" intégrale che, al limite, per #M —«-0+, deve ridursi a K[*V], 
Cfr. loc. cit. in ('), vol. IJI, cap. II, § 3. 

(°j L. SUIIWAKTZ, Théorie des distributions, Paris, Hennann (1950). 
(|0) L. J. DIEUDONNK e L. SCIIWAKTZ, L a du a litè da n s tes espaces (e?) et 

li?»J. « Ann. Inst. Fourier», t. I (1949), pp. 61-101. 
\u) (i. CIMMINO, Nuovo tipo di condisione al contorno e nuovo metodo 

di traitasione per il problema gêneraitssato di Dirichlet, « Bend. Cire. Mat. 
L'alei-mu-, t. JJ-VI (Ulli?), pp. 177-224. 
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Per semplicità di esposjzione, ci si l imita al caso délie funzioni 
di tre variabil i , premettendo, attraverso una trattazione diretta 
che giova a rendere pi;ù spedita la risoluzione del problema pro-
posto, la caratterizzazione délie funzioni armoniche entro una 
sfera, che si présenta con estrema chiarezza, data la possibilità 
di rappresentare ogni funzione, armonica in un campo circolare 
con una successione di costanti reali, che sono i coefficienti del 
corrispondente sviluppo in série di L A P L A C E , sicchè le relative 
tracce sulla frontiera si rappresentano pure mediante successioni 
di numeri reali, e si trova naturalmente che tali tracce costituiscono 
uno spazio in relazione di dualità con quello di tutte le funzioni 
reali analitiche dei punti délia frontiera del suddetto campo cir­
colare. 

2. - Carat ter izzaz ione dél ie funzioni armoniche entro una 
s fera . 

Si consideri, nello spazio xyg, il campo circolare O cou centro 
nelF origine, raggio unitar'ip e frontiera S. Sulla superficie sferica 
S si assumano il punto Q0 = (1, 0, 0} corne polo, il semiasse x 
positivo corne asse.polare, il semipiano determinato dall 'asse x e 
dal semiasse y positivo corne semipiano iniziale, e si indichino 
rispettivamente con cp e S la colatitudine polare e la longitudine 
del punto generico di S, talchè 'fcark 0<Icp<;7r, 0 < ^ < 2 T . Per 
ogni punto P=={x, y, z) dello spazio, ove si ponga OP = p e si 
denoti con Q il__pjinto di incontro del raggio OP con S, riesce 
allora 

Q == (pos cp, sen cp cos 2r, sen cp sen S), 

P = (p cos cp, p sen cp cos ^, p sen cp sen %). 

Ciô premesso, se 

oo 1 1 « | 
(1) S* Ua„0Z7MÛ(Q)+ SA: [ankUnklQ) + bnkV,tk\Q)]\ , 

con 

Uno[Q) = XM(coscp)' (n = 0, 1, 2, ...), 

Unk(Q) = Xn ^cos cp) senfc cp cos ft* 

(k) 
VnkiQ) = Xn (cos cp) sen* cp sen 

* 3
 ( n = l , 2, 3, ...\ 

^ U = l , 2, . . . ,»/ ' 
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dove Xn dénota il polinomio di LEGENDRE di grado n, è la série 
di LAPLACE di una funzione f(Q) dei punti Q di S e quivi som-
mabile allora la !*erie 

(2) J» P" j \ <*noUn0{Q) + k [aak Ultk(Q) + bnk VuK(Q)] J (0 < p < 1> 

rappresenta, com'è noto, una funzione u(x, y, z) = u(p, Q), armo­
nica in O, la quale assume su S i valori f(Q\ nel senso ordinario r 

se f(Q) è continua in S, e in un opportuno< senso generalizzato, 
s© f(Q) verifica condizioni meno restrittive délia continuità. 

Tutfcavia la (i) potrebbe non essere una série di LAPLACE, pu r 
rappresentando la (21 una funzione.u armonica in Q e,- in tal 
caso, non è lecito affermare che la u assume su S, sia pure in 
un senso conveuienteménte generalizzato, i valori di una certa 
funzione f(Q), giacchè non esiste una funzione cosiffatta, di cui 
la (l) sia la série di LAPLACE. a meno che non si convenga di 
sostituire, ad una .ordinaria funzione f(Q), una opportuna «fun­
zione generalizzata», per esempio, di tipo analogo ad una distri-
buzione nel senso di SCHWARTZ. 

Nellîampliamento délia classe délie funzioni f (ordinarie o gene­
ralizzato), da considerarsi corne valori assegnati al contorno, si 
puô procedere gradualmente sino a raggiungere quei limiti di 
generalità che, per la natura stessa délie cose, riescono invalicabili. 

Un primo passo in questo senso si trova in una memoria di 
CIBIMINO (1J), dove è stato introdotto un tipo di comportamento al 
contorno. che puô chiamarsi * convergenza in média sul contorno 
verso valori di quadrato sommabile». Nel caso particolare qui 
preso in esame si avrà che una funzione u, armonica in O, con­
verge in média su S verso valori rappresentati da una f{Q) di 
quadrato sommajule in S, quahdo è verificata la condizione 

lim f (3) lim [tup, Q) _ f(Q)yds = 0 

e si riconosce facilmente che esiste una, e una sola, funzione te,. 
armonica in Q, che rende soddisfatta la (3). 

Inoltre è manifesta che il suddetto tipo di condizione stabilisée 
un isomorfismo metrico fia lo spazio L'(&) e la totalità di quelle 

i**) Loc. cit. in ("). 
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funzioni, armoniche in fi, che convergono in média su S verso 
valori di quadrato sommabiïe in S. 

In una successiva ricerca di CÏMMINO (18) è stato provato corne 
la condizione di convergenza in média, che puô dirsi una condi­
zione di « convergenza forte », si possa sostituire con una condizione 
<Li « convergenza debole » verso valori di quadrato sommabiïe sulla 
frontiera e che, nel caso spéciale qui considerato, équivale a 
sostituire la (3) con la 

(4) ^ lim_ f[u{9, Q) -rr f(QmQ)dS = 0 Y * e L\S). 

Anche in tal caso si verifica agevolmente che la (4) istituisce, 
fra L7(S) e la detta classe di funzioni armoniche, il medesimo 
isomorfismo che, corne dianzi si è osservato, risulta stabilito dalla (3). 

Si noti poi che, nella (4), YJt^dS si puô considérare corne un fun-

atonale lineare K^] definito in £'(£); ne consegue che, se 1£[V] 
•QÎ suppone un funzionale lineare continuo definito, anzichè in 
"X*(S), in uno spazio più «ristretto» (cioè formata da funzioni 
verificanti una condizione più restrittiva di quella di essere di 
^quadrato sommabiïe in S), viene ad ampliarsi la classe délie tracce 
di frontiera. Cosï proseguendo, se si arriva a supporre K[W] defi­
nito soltanto nello spazio lineare topologico &(S) (M) délie funzioni 
V analitiche dei punti di S, in luogo délia (4) si ha la condizione 
al contorno 

(5) lim f w(p, QMQ)dS = K[V] W e &[S)9 

che risulta la più générale possibile, giacchè caratterizza tutte le 
funzioni armoniche entro il dominio circolare. 

Se infatti 

<6) SH j ̂  «,l0t7„0(Q) + lk[*nkVnk(Q) + ï,lkV„km 

(13) G. CIMMINO, Una nucva forma del teorema di unicità per la solu* 
Mone del problema generalissato di Birichlet, « Atti Accad. Sci. Ist. Bologna 
Cl. Sci. Pis. Mem.», s. XI, t. IV (1957), pp. 83 88. 

(14) Qr. CIMMINO, 6M ulcuni esempi notevoli di dualiià fra spasi lineari 
4opologici, «Rend. Seni. Mat. Pis. Milano», vol. XXXIII ^63), pp. 102-113. 
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dénota la série di LAPLACE di una funzione *? € &{S), il funzionale 
Kft"] è suscettibile, come si riconosce in base al teorema di PAR-
SEVAL (ln), di una rappresentazione del tipo 

(7) * [* • ]= 2« Ï B on2n + l 

1 « {n + k)l 
2 a«oa«o + SA _ {ank*nk + bn$nk) 

dove la successione a„k, bnk rappresenta un punto, fissato a piacere, 
nello spazio duale (16) di quello délie successioni atlA, j3nJt, ciascuna 
délie quali rappresenta le coordinate di LAPLACE di una funzione 
T e d(S), ovvero è taie che la série 

2„P" 5«...P«o(0) + 2*[*„*P„*(Q) + M,*(G>] 

riesca convergente per almeno un p > 1. È manifesta che quest'ul-
tima condizione équivale a 

a p > i : 
00 1 n (tt + jfc)! 

2 M0 i*(n — fc)! M* "* o " 2n + 1 

e, affinchè ciô avveuga, occorre e basta che risulti 

< + oo 

<8) a? > i : 
p* lim ^ 

«-^oo2n + 1 
1 n (w + fc)' 
2 ^ 0 ^ ^ ^ + 0 0. 

Pertanto lo spazio duale di quello délie successioni <x()Jt, pilA, 
che verif'cano la (8), è formata da tutte le successioni ank,. bllk, 
per cui la (2) risulta convergente per tutti i p positivi e minori 
di 1, ovvero tali che si abbia 

(9) lim --p 

S a " + ? ' ^ ^ + ^ l - ° •' J 

>o 
< 1 , 

sicchè taie spazio duale è topologicamente isomorfo alla totalità 
délie funzioni armoniche in fi. 

(15j Si veda, per ësempio, M. PICONE, Appunti di analisi superiore, 
Xapoli, Rondinella (1940), p. 243. 

(16j Si intonde qui lo spazio x-duale di spazi linpari topologici, secondo 
la terrainogia di IYOLIIH. Topologische lineare Ràume, Springer (1960), p. 409. 
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A norma délie précèdent! considerazioni, si dimostra ora che 

T. Esiste una, e una sola, funzione u, armonica in Q, che 
verifica la (5). 

Invero, si consideri una successione a„k, b11k, scelta a piacere, 
per cui valga la (9). La funzione u, definita dalla (2), è armonica 
in Q e per essa risulta 

i «(p, (10) w(p, Q)W(Q)dS = 
sJ 

oo p" 11 » (n + fc) ! 
= 2TT S ( l oM i L 2rt»oa"» + ^* in __ Je) ! (a"*a«* + ^«*P«A) 

dove a, a , |3rtft indicano le coordinate di LAPLACE délia *" medesima. 
Dalla (10}, giusta la convergenza délia série a secondo membro 

di (7), discende subito che la funzione u fconsiderata verifica la 
condizione al contorno (5). 

Pe r provare 1? unicità, si osservi che tra le V e €US) sono corn-
prese, in particolare, le funzioni sferiche fondamentali U„k(Q), 
Vnk(Q), onde la (5) fornisce, in tal caso, 

lim_ f«(pf Q)UnQ(Q)dS = g j ^ - j aH0 (n = 0, 1, 2,...), 
9 l s 

hm_ J^Q)vy)dS=2n-^^ ( f c = l ,2 , . . . ,n) 

Com'è nota (n), gli integrali ai primi membri, essendo la u 
armonica in O, differiscono da p'1 per dêi fattori oostanti, i quali 
devono quindi essere i secondi membri. 

Infine è immediato che, inversamente, assegnata ad arbitrio 
una funzione u, armonica in O, vi è sempre un ben determinato 
funzionale (7) per cui la u verifica la (5|. 

I funzionali liueari continui (7|, che possono ancora considerarsi 
corne una classe di funzioni generalizziite, si ottengono dunque 
ciascuno in corrispondenz i ad ogni successione ank, bnh taie che 

(«) Loc. cit. in («), p. 241. 
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valga la (9). Ad ognuno K[Vf] di essi corrisponde una ben deter-
minata funzione (2), armonica in O, per la quale è soddisfatta la 
condizione al contorno (5) e viceversa. La classe délie funzioni 
generalizzate, in tal modo introdotte, è pertanto quella cercata 
délie tracce su S di tutte le funzioni armoniche in Q. 

Si puô quindi concludere che 

I I . Le tracce sulla superficie sferica di tuttet le funzioni armo­
niche alVinterno di essa costituiscono uno spazio in relazione di 
dualità con quello di tutte le funzioni analitiche sulla superficie 
suddetta. 

3. - Caratterizzazione délie funzioni armoniche entro un 
semispazio. 

Si consideri la trasformazione 

;' + V + p - 1 2ç 
(il) x - - v + ^ + jÇ + 1)S, y - p + fl, + (Ç + 1}« ' 

2r, 

" " P + V + KH-I ) " 

che muta il semispazio Ç>0 nel dominio circolare x2 + y- + z*^1, 
e la cui inversa è 

( 1 2 ) * = Çx+iy + yt + B*' r ' = ( a ; + l)* + if + *'* 

r - _ *!_+ y9 + ^ - 1 

- - [x+l)* + if + z"- ' 

Per ogni punto P==(p cos cp, p sen <p cos *, p sen © sen *) 6 H riesce 
allora, in virtù délia (11), 

n AÏ + ^ + (ç _ i)? 2VS' + n8 

(13) P = | / ? ^ F q r ( Ç — Î J Î - tangcp = - , 2 + .ot + î : 2 _ r 

tangSr = y 

Ciô premesso, se n(!|, *], Ç) è una funzione armonica in I > 0, 
detta v(x. y, 2} la sua trasfommta mediante la (12), si riconosce 
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facilmente che la funzione 

v{x, 3/, g) 

V(«+ U'-h^ + s* 

è armonica in H, sicQhè quest'ultima puô esprimersi mediante 
nna série del tipo (2). 

Si osservi poi che, giusta la (11), alla famiglia di superficie 
sferiche x9 + y- -+- s* <; p% 0 < p < 1, corrisponde la famiglia di 
superficie del medesimo tipo 

V + V + P - 2 i ± £ ç + 1 = 0, 0 < P < i, 

1 —P? 

che, posta * » t — tangh i, diviene 

(i4, p + ̂  + ̂ - i s sn r - san" ' <>« <•+<*, 

Le superficie sferiche (14j, che ricoprono semplicemente il semi­
spazio anerto Ç > 0, sono suscettibili délia seguente rappresenta-
zione parametrica 

Y sen s, 
cosh t + cos s t * 

(15) < i | s — r r , sens. A _ * 0 0 < * < + oo 
cosh < + COS 8X * 0<ÇSt<27: ^ ^ 

senh t 
C08h £ + COSSj 

e riesce, ricordando le (13), 

, . - | /cosh£ — senh£ 

Mediante le (15), tenendo conta délie (16), si deduce che ogni 
funzione armonica in Ç > 0 si muta in una funzione di s, , s î } l, 
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che puô rappresentarsi con una série del tipo 

i4'7\ l / c o s h i + c o s s , ^ /cosh* — senh*\*fl 
( 1 7 ) Y cosh * + senh t ?" [côsht + senh t) [ g ^ A l 0 0 " . ) + 

+ 2A Xifc)(cos s,) sen* s t (a,tjt cos fts,+ 5„ft sen &ss) , 

che sia convergente per ogni t > 0. 
Si dimostra ora che 

III. Se f(Q) e L8(S), esiste una, e una sola, funzione u(\, TJ, î), 
armonica in Ç > 0, cTie verifica la condizione 

r* r21t 

(18) lim / f * e n * ' 
t —o+ J J cosh * + cos Si ^ 

0 0 

f / sen Si cos s t sens, sens, senh* \ 
"[ \cosh* + coss1

ï cosh* + cos s / cosh * + cos sj 

— V l + cos s, /'(cos s,, sen Si cos s , , sen s l sen s,) dsldst = 0. 

Infatti, se la (1), con Q = (cos s,, sen 8X cos s, , sen $x sen s,), .è 
la série di LAPLACE délia f(Q), si consideri la funzione u(t, i), Ç), 
armonica in Ç > 0, che, mediante il cambiamento di variabili (15), 
si potrà rappresentare con la (17). 

Si osservi poi che, giusta la disuguaglianza intégrale di 
MINKOWSKI, riesce 

71 27T 

I f f — 
( J J C09n ̂  

sens, 
+ COSS, 

/ sen S! cos Sj \ 
\cosh* + coss1

î "'/ 

— V l + cosSi/"(cossi» •••) dsidsi f -

7T 2lf ± 

< l I | (-;— . — ) s e n s ^ s ^ s , | + 
\J J Wcoshi + coss, Vcosh* + senh*' ) 
0 0 

(J J \Vcosh* + s e n h * VC08h£ + c°sSi' ) 
o 0 



322 FABIO M AN ARES! 

dove il secondo intégrale all'ultimo membro tende a zéro per 
* -— 0 + , mentre, tenendo conta délia (17), si ha 

7T 27Î 

/ / ( 
u 

Vcosh* + coss, Vcosh* 
r y 
+ senh*' 

senSjdSids2 = 

2TT 
• • i l 

/cosh* — senh*\2 
Icosh* + senh*/ 

cosh * + senh * 0 " 2n+l 

1 . * (n + k)\ 
2 a«o T -*k in __ fc., («„fc -h onk) 

e il secondo membro tende evidentemente a zéro per * —* 0 -)-. 
Si conclude intanto che la considerata funzione «, a* nonica 

in Ç > 0, soddisfa alla (18). 
Per provare che una funzione cosiffatta è unica, basta far 

vedere che una funzione u(z, /j, Ç)j armonica in C > 0, non puô 
essere che identicamente nulla se verifica la condizione 

(19) 
t—.Q+ J J cosh * -f- coss l 

u 
/ sen s, coss2 senS]Sen$2 senh * 
\cosh * + cos s / cosh * + cosSj' cosh* + coss ;)] dSidS} = 0. 

Infatti, dalla relazione (,s) 

dt J J Puds.ds, = jj[&(P*t) - /A(P*|] ̂ ^ j } n*d*xd8t + 
0 0 0 0 

+ j j j A(Pa)t*'d;d<i<K; ~2 P*(u±u + u | + ?(,; + u^dld^dK, 

(18) Loc. cit. in (**), formula (ôi). 
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dove D(t) è il dominio circolare avente per frontiera la superficie 

sferica (15), 

t = arctangh ^ + Yi + ^ + k 

P = - = 
a 

tt U ^ 
Ssi '4 si S»i 

,82 1«s ÏS{! 

e quindi 

/ sen s, cos s2 sen s, sen st senh * 

i : ) -\cosh * + cos Sj ' cosh * + c o s s ^ cosh * + cos sl 

0 < s s i ç 2it 

0 < * ̂  + oo, 

sen S! 
cosh * + cos Sj 

si trae 

71 27T P rn r 
1 > dt J J cosh * + cos Sj ! * J J o(s,, s 4 , *) 

o o o o 

•'•y*) 

AlVultimo membro il secondo intégrale, se la u non è iden-
ticamente nulla, si mantiene certamente snperiore a una quautità 
positiva fissa, per tutti i * > 0 di un intorno dello zéro, mentre 
il primo intégrale è certamente non positivo avendosi 

,- & + ri')' + ^ + ^W + 1) + [V - 1 ) 1 ^ 0 A* = - 4Ç — TT——. 77T-T-. <; u 
[fi* + V + ¥ + 1)' - « ' ] ' 

ô(;, '/]. Ç) s e n s , 

per Ç > 0, 

>0 
d(s1} s 2 , *) (cosh* + c o s s j ^ 

per O f Ç s ^ * , 0 ^ S 2 < 2 T T , 0 < * < + OO. 

Pertanto il secondo membro délia (20) è negativo, almeno per 
* > 0 e sufficientemente prossimo a zéro, se la M armonica in î > 0 
e non identicamente nulla. N e consegue che l ' intégrale a primo 
membro di (20), quando * varia avvicinandôsi alio zéro da destra, 
deve, da un certo momento in poi, cominciare a crescere e, poichè 
esso non è mai negativo. ciô riesce incompatibile con la (19). 
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Si noti che il tipc di condizione (18} stabilisée un isomorfismo 
metrico fra lo spazio L*(S) e la totalità di quelle funzioni u, armo­
niche in Ç > 0, che verificano la (18) medesima. 

Quest'ultima, che puô chiamarsi una condizione di «convergenza 
forte», si puô sostituire (I9) con la seguente condizione di «con­
vergenza debole » 

,. ff sens , f / sen s, cos s, \ 
(21) lim 1 / ! \u[——- !_ ) _ 
* ' É —o+ J J cosh * + cos s, l Vcoshî + cosSi / 

O 0 

— V l + cos sx /(cos sx, ...) V I + 003 8,^1008 5 , , .. )dsldsi = 0 

YWe L7(S) 

ed evidentemente la (21) isfcituisce, tra L'iS) e la detta classe di 
funzioni u armoniche in î > 0, il medesimo isomorfismo che, come 
prima si è osservato, risulta stabilito dalla (18). 

È facile vedere che, se feL*{S), *F € L*(S), la (21) riesce équi­
valente alla 

(22) lim ff s e n 3 i ( M - V l + 0 0 8 ^ , ^ / ^ , ^ = 0 YYeL'(S). 
*—*o+ J J Vcosh* + cosS] 

n o 

Si hainvero, applicando la disuguaglianza intégrale di SCHWARZ, 

7T 27T 

( f f sens. .-

0 0 

s e u s i « . j J : wM dsldsi 

7T 2TI 

Vcosh * + cos s, 

ff s e n s ' M A ff ( V l + c o s s , ,\2
1Tr.,, , 

—irr-; u*dsxdsz- sens. . - - 1 W-ds.ds.. 
JJ coshi + coss, JJ i \Vcosh* + coss1 / 

0 0 

n 2TT 7T 2TT 

0 0 

All'ultimo membro, il primo intégrale si mantiene limitato, 
giusta la (17) e il teorema di PARSEVAL, (20) per 0 < * < + oo, 
montré il secondo intégrale tende evidentemente a zéro per * — 0"*\ 

(") Loc- cit. in f1*). 
(*°) Loc. cit. in (*5). 
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Dopodichè l'asserto discende dal fatto che riesce 

TT 27T 

l*m / / — + cos sl ^ gen fa fo — 
t — 0+ J J cosh * + cos »! 

0 0 

7T 27T 

= i im / f ^1 + C0BI^fw s e n 8x dSidSt s 
*-*o+ ./ ./ Vcosh * + cos s, 

= /"/VdS. 

La (22) puô anche scriversi 

1T 2TT 

(23) linî f / s e n S l — uWds.ds, = /"f VdS YT € L*(S), 
t — o+ J J \ cosh * + cos Sj ./ 

0 0 o 

dove Tultimo membro si puô considerare corne un funzionale-
lineare K[V] definito in L*(S). 

Se allora K[W] si suppone un funzionale lineare continuo defi­
nito soltanto nello spazio <9L(S), si puô considerare, in luogo délia 
(23), la condizione 

7T 2TT 

(24) l im f f S e n S | uWds.ds, = K[V] YW e fl(S), 
«-*o+ / J Vcosh * + cos Si 

0 0 

che risulta la più générale possibile, giacchè K[W] ammette ancora 
la rappresentazione (7), dove la successione ank, bnk verifica la (9) 
ed è un punto, fissato a piacere, nello spazio duale di quello di 
tutte le successioni tnk, fi)iA che soddisfano alla 18), onde, ricordanda 
la (17), segue che taie spazio duale è topologicamente isomorfo 
anche alla totalità délie fnuzioni armoniche in K > 0. 

In base aile precedenti considerazioni si dimostra ora che 

IV. Esiste una, e una sola, funzione u, armonica in Ç > 0, che 
verifica la (24). 

Infatti, si consideri una successione ank, bllh, scelta ad arbitrio, 
per cui valga la (9). La funzione u, definita dalla (17), è armonica 
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in Ç > 0 e per essa risulta 
TT 2ir 

(25) / / sens , , zuWdSidSz = 
Vcosh * + cos s, L 

/cosh * — senh *\â 
_2TI œ \cosh * + senh *j 

Vcosh * + senh * 0
 M 2w + 1 

1 « in + &) i ] 
2 «„•«„• + SA ( n _ k]l (anta11Jfc+ 6fapiIJt) Y* > 0, VI- e fl(S), 

dove oink, $nh indicano le coordinate di LAPLACE délia V medesima. 
Dalla (25), per la convergenza délia série (7), segue che la fun­

zione u considerata verifica la (24). 
Allô scopo di provare l'unicità, si osservi che tra le V e Û(S) 

sono comprese, in particolare, le funzioni sferiche fondamentali 
Unk(Q), VllA(Q), onde la (24) fornisce, in tal caso, 

Il A 

lim ff 
* — o+ J J' 

s e n s ' -_uV^dsids%=^ J\ auQ (n = 0, 1, 2,...), 
Vcoshi + coss, " 2 w + l 

o o -
Il £ 

lim ff 
* —o+ J J 

s e n s i „ V»tj„ ^ _ 2" (w + k)[a»* u 11kdslds, 
Vcoshi + cosSi Vnk 2n+l{n — k)\bnk 

/n = 1, 2, 3,... \ 
U = l, 2,..., n)' 

Si riconosce facilmente che gli integrali ai primi membri, es-
sendo la n armonica in ï > 0, differiscono da 

u 
/cosh * /cosn t — senHî\ ï / 

U s h * + senh*J (oo>h« + senh*,-

per dei fattori costanti, i quali devono quindi essere precisamente 
i secondi membri. 

Infine è chiaro che, inversamente, assegnata ad arbitrio una 
funzione u, armonica in t, > 0, vi è sempre un ben determinato 
funzionale (7) per cui la u verifica la (24). 

I funzionali lineari continui (7) costituiscono dunque la classe 
cercata délie tracce di frontiera di tutte le funzioni armoniche in Ç>0. 

Si conclude che 

V. Le tracce di frontiera di tutte le funzioni armoniche entro 
wn semispazio costituiscono una classe in relazione di dualità con 
qmlleo di tutte le funzioni analitiche su una superficie sferica. 


