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Catégorie ricorsive. (*) 

Nota di CARLO CELLUCCI (a Roma) (**) 

-Suiito* - Si introdnce il concetto di « categoria ricorsiva », controparte 
costruttiva del concetto cîassico di, « categoria *, e si dimostra per esso 
un teorema di rappresentazione che costituisce Vanalogo costrutitvo del 
teorema cîassico di rappresentasione di Eilenberg-MacLane. 

1. La teoria délie catégorie, sviluppata per la prima volta da 
S. E I L E N B E R G - S . M A C L A N E [3], si è rivelata un utile strumento 
per Vorganizzazione délia matematica classica, ed ha avuto, specie 
negl i ultimi an ni, notevoli sviluppi. La nozione, qui introdotta, 
di categoria ricorsiva, costituisce l'analogo co^truttivo délia nozione 
classica, e dovrebbe essere, per quanto è dato vedere, di altrettan-
to aiuto nello studio délia matematica costruttiva. 

La teoria délie catégorie ricorsive, di cui la présente nota 
non costituisce che un rapporte preliminare, fornisce concetti ap-
plicabil i ad ogni ramo délia matematica costruttiva, quale si viene 
configurando attualmente, e pu$ fornjre presumibilmente l'ambito 
più adatto per una loro trattazione uniforme ed un loro confronte 
Vale per le catégorie ricorsive un teorema di rappresentazione 
che costituisce l 'analogo del teorema di rappresentazione di 
E I L E N B E R G - M A C L A N E [3] (cfr. anche [8]). 

2. D E F I N I Z I O N E 1 - U n a rappresentazione effettiva è una rappre­
sentazione < a , a , 6 > , scritta a: a —*• 6, cou domiuio a e campo b, 
fornita da un elemento di uno dei seguenti insiemi: (1) 

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attività dei Oruppi di ricerca 
matematici del Consiglio Nazionale délie Ricerche, per Tanno 1963-1964 
(gruppo n. 37). 

(**) Pervenuta alla segreteria dell'U 11. I. il 10 giugno 1964. Presen-
tata da L. G-EYMQNÂT e G-. RICCI. 

(1) L'identif icazione délie rappresenfazioni effettive con le rappre-
sentazioni fornite da elementi di a)-h) riposa sull'accettuzione. délia te si 
di CHURCH e dell'estensione datane da KLEKNE al caso relativizzato (cfr. 
S. C. KLEENE, Becursive functions and intuitionisticmathematiçs,T?ro<iee-
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a) funzioni parz ia l i r icors ive ( K L E E N E [4]) 

6) funzional i pa rz ia l i r icors iv i ( K L E E N E [4]t 

c) operazioni effettive ( K R E I S E L [7]) 

d) funzional i r i co r s ivamente contabi l i ( K L E E N E [5]) 

e) funzionali r i co r s ivamente cont inu i ( K R E I S E L [7}) 

/) funzionali comple tamente computabi l i ( D A V I S [1]) 

g) funzional i r icors iv i gene ra l i con a rgomento con tab i l e 
( K L E E N E [6], [5]) 

h) funzional i a r i cu r s ione b a r r a t a (SPECTOR [11]) 

Ind i che remo la r appresen taz ione e f fe t t iva iden t i t à con lrt : a — a, 
e la] composizione di due rappresen taz ion i effett ive a : a — 6 e 
6 : 6 — c con |3a : a — c. 

D E F I N I Z I O N E 2. - Da ta u n a collezione di ogget t i <SL = |a,6,c,...i, 
u n a categoria ricorsiva su Û è u n a collezione cR di r a p p r e s e n ­
tazioni effettive a,EJ,Y,... che soddisfa le seguent i condiz ion i : 

(i) se a : a —- 6 a p p a r t i e n e a St, a l lora ae€l, bs€k 

(ii) se a e & , a l lora l a : a •—* a appa r t i ene a §1 

dings of the International Congre es of Mathematicians (Cambridge 1950), 
Vol. I , Providence, 1952, pp. 679-685). Moite critiehe sono state sollevate 
da parte intuizionista contro taie identificazione (cfr. A. HEYTING, Infini-
tistic methods from a finîiist point ofview, lnfinitistic methods, Warszawa, 
1961, pp. lb5-192; After thirty years} Pioceetlings of the international 
congress for logic, methodology and phiLosophy of science (Stanford 19C0) 
Stanford, 1961, pp. 194-197). Si pu6 obbiettaie ad esse che riposano su 
due erronée convinzioni. In primo luogo la tesi di CHUKCH non è una 
definizione di «funzione effettivamente calcolabile », ma solo l'afferma-
zione che gli insiemi délie funzioni effettivamente calcolabili e délie fun­
zioni ricorsive generali sono identici. In secondo luogo la nozione di fun­
zione ricorsiva générale non rkhiede affaito quella di funzione effettiva­
mente calcolabile. Una funzione è ricoisiva générale se esiste un sistema 
di equazioni in base al qualo se hv pu6 calcolare il valore mediante re-
gole fissate; dove l'esistenza va intosa classicaraente, cioè non-co&trutti-
varaente. 
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^iii) se % : a — 6 e (3 : b — c appartengono a êR, allora anche 
Sa (i*—> c appartiene a SI 

Gli elementi di 6L si dicono gli oggetti délia categoria, gli 
elementi di cït i suoi morfismi. Ogni categoria ricorsiva è piena-
mente determiuafca dalla coppia < £1, $t > . Gli oggetti svolgono 
perô un ruolo iuessenziale, risulfcaudo determinati dalle rappre-
sentazioni effettive identità corrispondenti, e potrebbero essere 
eliminati dalla definizione di categoria ricorsiva, dando cosl luogo 
all 'analogo costruttivo délia nozione classica di categoria astratta* 

3. Esempi di catégorie ricorsive: 

i) la categoria degli insiemi (relativamente) ricorsivamente 
enumerabili (oggetti: insiemi (relativamente) ricorsivamente enu-
merabili; morfismi: operazioni effettive da insieme a insieme (rela­
tivamente) ricorsivamente enumerabile: identità e composizione 
ovviamente definite); 

ii) la categoria délie funzioni parziali ricorsive (analo^a alla 
précédente, con oggetti funzioni parziali ricorsive e mdrfismi 
operazioni effettive di tipo 2 da funzione a funzione parziale 
ricorsiva); 

iii) la categoria dei funzionali ricorsivamente contabili (og­
gett i : funzionali ricorsivamente contabili; morfismi: operazioni 
effettive di tipo n {da fuuzionali ricorsivamente contabili di tipo 
n - 1)); 

iv) la categoria dei gruppi computabili (oggetti; gruppi com­
putabili ; morfismi: omomorfismi computabili da gruppo a gruppo 
computabile, rispetto aile loro rispettive assegnazioni di indici); 

v) la categoria costituita da tipi di equivaleuza ricorsiva 
(oggetti: insiemi di numeri non negativi; morfismi equivalenze 
ricorsive); 

vi) la categoria costituita da tipi d'ordine costruttivo (oggetti: 
insiemi linearmente ordinati di numeri non negativi; morfismi: 
isotonismi ricorsivi); 



CATEGORIE RICORSIVE 303 

vii) la categor ia costi tui ta da u n s is tema di no taz ion i 
effettive per ord iua l i , ad esempio quello di M A R K W A I J D - S P E C T O R 
(oggett i : e lement i x,y,z,... d e l l ' i n s i eme délie notaz ioni W; morfi­
s m i : r appresen taz ion i r icorsive < y, x > : x —* y, con x < w y ; 
ident i tà < x, x > : x —+ /e, con x<^wx; composizione def in i ta da 
< #11J > < y, & > = < s, « > quando as ̂ w # > ?/ ^w%). 

3 D E F I N I Z I O N R 3. - Sta oR u n a ca tegor ia r icors iva . U n a sotto-
categoria © di $, è una categoria r icors iva su u n a sot tocol lezione 
<9L0 di <9L taie che bgni morfismo a : a —* 6 di (S a p p a r t i e n e a 3t. 

Esempio : la categor ia dei t ipi di equ iva lenza r i co r s iva è u n a 
sottocategoria dél ia categoria dei tipi d ' o r d i n e cos t rn t t ivo (basta 
cons iderare ogni ins ieme corne un ins ieme l i n e a r m e n t e o rd ina to 
in cui la re lazione di o rd inamen to < signif ica = ) . 

D E F I N I Z I O N E 4. - Due catégorie r icors ive £R e Si' sono omomorfe 
se esiste una rappresen taz ione effettiva F di A in QR' ta ie c h e : 

A) se a appa r t i ene a éR, F(x) appa r t i ene a cR' 

B) se l„ è u n ' i d e n t i t à di &. JPU„Ï è u n ' i d e n t i t à di &' 

C) se ftx appa r t i ene a cR, a l lora F[$x) a p p a r t i e n e a I ' e 
Fftx) = J 'OJ^a) 

GR e §1' sono isomorfe se e solo se i?1 è 1 — 1, su. 

Esempio : le catégorie r icorsive cost i tui te dai s is temi di nota­
zioni effettive < W, <±w> di M A R K W A L D - S P E C T O R e < S. <0 > di 
C H a RC H - K L E E N E sono isomorfe. La funzione parz ia le r i co r s iva x 
defini ta dal la a(/) = 2M11 fornisce l ' i somorf ismo in ques t ione . (*) 

TEOREMA.. - Ogni categoria r icors iva SI è isomorfa a u n a sot­
tocategoria dél ia categoria r icors iva SiF degl i ins iemi re la t iva­
men te r i co rs ivamente enumerab i l i . 

(-*) Cfr. W, M-VRKWALD, Zw Théorie der konstriiktiven- Wohlordnun* 
gen, Matheraatische Annalen, vol 127 (1954), pp. 180-149; G. K R E I S E L -
J. SHOEXKIRLD-H. WAMG. Number-Thenretic Concepts and Rwnrsive \VellT 

Orderings, Archiv fur Mathematisc-he Logik. Vol. 5 (l(tô9). pp. 42-64. 
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Dimostrazione: ad ogni oggetto a di «R si puô far corrispon-
dere l ' insieme relativamente ricorsivamente enumerabile R(a) délie 
rappresentazioni effettive di oggetti di cR su a. cioè délie rappre-
sentazioni effettive a tali che ca (= campo di x) = a: 

R\a) = \%e& | pa = a! 

Ovviamente R(a) è un oggetto di cR^. Che l'insieme R(a) sia 
relativamente ricorsivamente enumerabile (sebbene non compléta-
mente relativamente ricorsivamente enumerabile, cfr. Corollario B, 
teorema 4, di R I C E [10], p. 362) è un'esteusione facilmente prova-
bile di un risultaio di D E K K E R - M \ H I L L ([2], Proposition 1.6), per 
cui V insieme L(A) = \bsJb | AÇb\, dove i è l 'insieme di tutti gli 
insiemi ricoisivamenle tnunieiabih. è licorsivamente enumerabile 
se il è ricorsivamente enumerabile. 

Ad ogni morfismo a : a —* 6 di cR si puô associare un morfismo 
R{x) : R\a) — R(b), definito daila 

R\x)$ = *(S 

per ogni (seiîï(a), cioè per ogni [5:c—* a, dove c è un oggetto 
di êR. i2(a) è ovviamente un moilismo di Si*- ^un'operazione effet­
tiva). Osservare che R(x) è ben definito, poichè se $eR(a), allora 
campo di Ci = doniinio di a, quincli *[i è deiinilo e campo di 
a[i = campo a, da cui segue che y.$eR[b}. 

R è un omomorfismo di SR in ëR*. Ê soddisiatta infatti la 
condizione A) ne-lla Def. -4: si puô associare effettivamente ad 
ogni morfismo a di éR un morfismo if^aj di Si*-. E soddisiatta 
la JB) : se a = ltt è un'identità di êR, allora dalla R(xfc = a (i si ha 
R(x)b = &fs = lflb = fs, sicchè R(x) = #il0) è l 'identità R[la):R(a) ~ 
— fî(a) di cR//-. È soddisiatta la Cj : se x : a — b e b : 6 —* c sono 
due morfismi di ô'., owianiente tctGcR e per ogni -yeRya) si ha 

JB è 1 — 1. Siano iufatti a : a — 6, p : c — d due morfismi di oR. 
Dobbiamo mostrare che R\x) — R[ty se e solo se x = S. Supponiamo 
infatti che bia R\x) = R[t). Di tonseguenza Ryaj = R(c), quindi a = c. 
Consideriamo oia l 'identilà 1 = lfl = 1(.. Dalla R[xfi == ap si ha 
a = al = i^x)l = i ^ j l = [H = ÇJ5 cioè a = fJ. 

Notare che R non è una rappresentazione effettiva préser­
vante l 'oidinamento. Iufatti «=(=6 implica R(a) Ci R(b) = 0 . 

COKOI.LARIO. - Ogni sottbcateguria délia eategojia ricorsiva 
degli insiemi ricorsivamente enumernbili (e délie catégorie ad 
essa isomorfe) è isoiuorl'a a un:i suttocategoria délia categoria 
ricorsiva (loi gruppi computabili. 
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Dimos t raz ione : Sia Si u n a snt tocategoria délia ca tegor ia deg l i 
ins iemi r i co r s ivamen te ' enumerab i l i . Ad ogni oggetto di gR, cioè 
ad ogni ins ieme r i cors ivamente e n u m e r a b i l e che compare i n cR, 
si puô associare il g ruppo l ibero da esso genera to . S iano S,T, . . . 
oggett i di cR, G(S), GIT),... i g r u p p i l iber i g e n e r a t i da S,T,... r i spe t t i -
vamen te . G[S). G(T\*... sono g r u p p i computabi l i ( immedia to da 
R A B T N [9], t eorema 3). Ad ogni morf ismo di SI (operazione effet­
t iva da u n ins ieme r i cors ivamente e n u m e r a b i l e S ad u n i n s i e m e 
r i cors ivamente enumerab i l e T) si puô far cor r i spondere u n omo-
morfismo computabi le dal g ruppo computab i le G[S) al g r u p p o corn-
putabi le G[T). Si vede i m m e d i a t a m e n t e che sono soddisfat te le 
condizioni di isomorfismo. 
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