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Categorie ricorsive. (*)

Nota di CarrLo CerLUccI (a Roma) (*¥)

Sunto. - Si introduce 1l concetto di «calegoria ricorsiva ., controparte
costruttiva del concetto classico di «categoria», e si dimostra per esso
un teorema di rappresentacione che costituisce I’analogo costrutiivo del
teorema classico di rappresentazione di Eilenberg-MucLaune.

1. La teoria delle categorie, sviluppata per la prima volta da
8. EILENBERG-S. MACLAXNE [3], si & rivelata un utile strumento
per I’organizzazione della matematica classica, ed ha avuto, specie
negli ultimi annij, notevoli sviluppi. La nozione, qui introdotta,
di categoria ricorsiva, costituisce 1’analogo costruttivo della nozione
classica, e dovrebbe essere, per quanto & dato vedere, di altrettan-
to aiuto nello studio della matematica costruttiva.

La teoria delle categorie ricorsive, di cui la presente nota
non costituisce che un rapporto preliminare, fornisce concetti ap-
plicabili ad ogni ramo della matematica costruttiva, quale si viene
configurando attualmente, e pud fornire presumibilmente I’ambito
pii adatto per una loro trattazione uniforme ed un loro confronto.
Vale per le categorie ricorsive un teorcma di rappresentazione
che costituisce 1’analogo del teorema di rappresentazione di
EILENBERG-MACLANE [3] (cfr. anche {8]).

2. DEFINIZIONE 1 - Una rappresentazione effetfiva & una rappre-
sentazione < «,a,b >, scritta «: a — b, con dominio @ e campo b,
fornita da un elemento di uno dei seguenti insiemi: ()

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei Gruppi di ricerca
matematici del Consiglio Nazionale delle Ricerche, per I’anno 1963-1964
(gruppo n. 37).

(**) Pervenuta alla segreteria dell’ U M.I. il 10 giugno 1964. Presen.
tata da L. GEYMONAT e G. Riccr.

(*) L’identificazione delle rappresentazioni effettive con le rappre-
sentazioni fornite da elementi di a)-h) riposa sull’accettuzione, della tesi
di CHURCH e dell’estensione datane da KLEENE al caso relativizzato (cfr.
8. C. KLEENE, Recursive functions and intuitionistic mathematics, Procee-
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a) funzioni parziali ricorsive (KLEENE [4])
b) funzionali parziali ricorsivi (KLEENE [4])
¢) operazioni effettive (KREISEL [7])
d) funzionali ricorsivamente contabili (KLEENE [b))
e) funzionali ricorsivamente continui (KREISEL [7])
f) funzionali completamente computabili (Davis [1])

g) funzionali ricorsivi generali con argomento contabile
(KLEENE [6], [3].

h) funzionali a ricursione barrata (SPECTOR [11])

Indicheremo la rappresentazione effettivaidentita con1,: a— a,
e la! composizione di due rappresentazioni effettive a:a— b e
B:b—ccon Bx:a —ec

DEFINIZIONE 2. - Data una collezione di oggetti & = ja,b,c,...],
una categoria ricorsiva su & @& una collezione & di rappresen-
tazioni effettive «,8,y,... che soddisfa le seguenti condizioni:

(f) se x:a@ — b appartiene a &R, allora aed,bel

(i9) se aedl, allora 1,:a — @ appartiene a &

dings of the International Ccngress of Mathematicians (Cambridge 19560),
Vol. I, Providence, 1952, pp. 679-685). Molte critiche sono state sollevate
da parte intuizionista contro tale identificazione (cfr. A. HEYTING, Infini-
tistic methods from a finitist point of view, Infinitistic methods, Warszawa,
1961, pp. 1t5-192; After thirty years, Proceedings of the international
congress for logic, methodology and philosophy of science (Stanford 1960),
Stanford, 1961, pp. 194-197). Si pud obbiettare ad esse che ripesano su
due erronee convinzioni. In primo luogo la tesi di CHURCH non & una
definizione di « funzione effettivamente calcolabile >, ma solo 1’'afferma-
zione che gli insiemi delle funzioni effettivamente calcolabili e delle fun-
zioni ricorsive generali sono identici. In secondo luogo la mozione di fun-
zione ricorsiva generale non richiede affatio quella di funzione effettiva.
mente calcolabile. Una funzione & ricorsiva generale se esiste un sistema
di equazioni in base al quale se i pud calcolare il valore mediante re-
gole fissate; dove l'esistenza va intesa classicamente, ciod mnon-costruiti
vamente.
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Jiti) se x: @ — b e §:b — ¢ appartengono a &, allora anche
8x¢ @'~ ¢ appartiene a &

Glii elementi di & si dicono gli oggetti della categoria, gli
elementi di & i suoi morfismi. Ogni categoria ricorsiva & piena-
mente determiuata dalla c(;ppia < @, & >. Gli oggetti svolgono
perd un runlo inessenziale, risultando determinati dalle rappre-
sentazioni effettive identith corrispondenti, e potrebbero essere
eliminati dalla definizione di categoria ricorsiva, dando cosl luogo
all’ ana.logo costruttivo della nozione classica di categoria astratia.

3. Esempi di categorie ricorsive:

%) la categoria degli insiemi (relativamente) ricorsivamente
enumerabili (oggetti: insiemi (relativamente) ricorsivamente enu-
merabili; morfismi: operazioni effettive da insieme a insieme (rela-
tivamente) ricorsivamente enumerabile: identith e composizione
ovviamente definite);

#3) 1a categoria delle funzioni parziali ricorsive (analoga alla
precedente, con oggetti funzioni parziali ricorsive e morfismi
operazioni effettive di tipo 2 da funzione a funzione parziale
ricorsiva);

4i7) 1a categoria dei funzionali ricorsivamente contabili (og-
getti: funzionali ricorsivamente contabili; morltismi: operaziont
offettive di tipo n (da fuunzionali ricorsivamente contabili di tipo
n -~ 1));

iv) la categoria dei gruppi computabili (oggetti; gruppi com-
putabili; morfismi: omomorfismi computabili da gruppo a gruppo
computabile, rispetto alle loro rispettive assegnazioni di indiei);

v) la categoria costituita da tipi di equivalenza ricorsiva
(oggetti: insiemi di numeri non negativi; morfismi equivalenze
ricorsive);

vi) la categoria costituita da tipi d’ordine costruttivo (oggetti:
insiemi linearmente ordinati di numeri non mnegativi; morfismi:
isotonismi ricorsivi);
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vii) la categoria costituita da un sistema di notazioni
effettive per ordinali, ad esempio quello di MARKWALD-SPECTOR
(oggetti: elementi x,y,2,... dell’ insieme delle nofazioni W; morfi-
smi: rappresentazioni ricorsive <y, x>:x—y, con x Zw y;
identith <<x,©>:2 — x, con xr Iwx; composizione definita da
<zY><yYy,x>= <z x> quando x Swy, y Swe).

3 DerinizioNr 3. - Sia & una categoria ricorsiva. Una sotto-
categoria € di & @ una categoria vicorsiva su una sottocollezione
&, di & tale che ogni morfismo »:a — b di @ appartiene a &R.

Esempio: la' categoria dei tipi di equivalenza ricorsiva & una
sottocategoria della categoria dei tipi d’ordine costruttivo (basta
considerare ogni insieme come un insieme linearmente ordinato
in cui la relazione di ordinamento < 'significa =).

DerinizioNE 4. ~ Due categorie ricorsive & e &' sono omomorfe
se esiste una rappresentazione effettiva F di i in &' tale che:

A) se o appartiene a &, F(x) appartiene a &’
B) se 1, & un’identitd di @. F(1,) & un’identita di &K’

C) se Bx appartiene a &, allora F(3x) appartiene a &' e
F(8x) = F(3)Fix)

R e & sono isomorfe se e solo se FF & 1 —1, su.

Esempio: le categorie ricorsive costitnite dai sistemi di nota-
zioni effettive <W, <w > di MARKWALD-SPECTOR ¢ < O. <O > di
CHURCB-KLEENE sono isomorfe. Lia funzione parziale ricorsiva x
definita dalla «(f) = 2#/1' fornisce 1’'isomorfismo in questione. (?

TeoreEMA. — Ogni sategoria ricorsiva & & isomorfa a una sot-
tocategoria della categoria ricorsiva @s degli insiemi relativa-
mente ricorsivamente enumerabili.

(?) Cte. W, MARRWALD, Zur Theorie der konstruktiven. WWoklordnun.
gen, Mathematische - Annalen, vol 127 (1954). pp. 135-149; G. KREISEL-
J. SuorxvieLD-H. WaNG. Number- Thenretic Concepts anrd Recursive Well-
Orderings, Archiv filr Mathematische Logik. Vol. 5 (1939). pp. 42-84.
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Dimostrazione: ad ogni oggétto a di & si pud far corrispon-
dere l'insieme relativamente ricorsivamente enumerabile R(a) delle
rappresentazioni effettive di oggetti di & su a. cioe delle rappre-
sentazioni effettive x tali che ¢z (= campo di %) = a:

Ria) = €K | px = a|

Ovviamente R{a) & un oggetto di &p. Che l'insieme R(a) sia
relativamente ricorsivamente enumerabile (sebbene non completa-
mente relativamente ricorsivamente enumerabile, ¢fr. Corollario B,
teorema 4, di Rick [10], p. 362) & un’estensione facilmente prova-
bile di un risultaio di DEKKER-MyHILL ||2], Proposition 1.6), per
cui Vinsieme L{4)= (bek | ASB|, dove F & 'insieme di tutti gli
insiemi ricorsivamenie enumetabill, & ricorsivamente enumerabile
se A & ricorsivamente enumerabile.

Ad ogni morfismo x:¢ — b di & si pud associare un morfismo
R(2): R(@) — R(b), definito dalla

Bix)p = «

per ogui feR(a), cioé per ogni B:c — @, dove ¢ & un oggetto
di &. R(x) & ovviamente un moifismo di #z (un’operazione effet-
tiva). Osservare che R(x) & Len definito, poiché se peR(a), allora
campo di § = dominio d1 z, quindl 2f & delinito e campo di
a8 = campo «, da cui segue che 2feR(b).

R & un omomorfismo di $ in $hx. E soddisfatta infatti la
condizione A4) nella Def. 4: si pud associare effettivamente ad
ogni morfismo « di # un morfismo Rix) di Hr. E soddisfatta
la B): se « =1, & un’identita di &, aliora dalla R(x)b= of si ha
Rla)f = afp = 1,b = §. sicche K(2) = R(1,) & I'1identith E(l,): Ra) —
— R\a) di #p. B soddisfatta la C): se x:a— b e 6:b — ¢ sono
due morfismi di &, ovviamente txe$f e per ogni yeRe) si ha
Bipa)y = pay = Bijuy = Bp) Ry

B & 1— 1. Siuno infatti 2:a4 — b, 3:¢ — d due mortismi di &.
Dobbiamo mostrare che Kz = R%) se ¢ solo se = = 8. Supponiamo
infatti che sia Rx) = R(b). Di conseguenza Ra) = Ric), quindi a = ¢.
Consideriamo ora 1’identith 1 =1, = 1. Dalla R =af si ha
o= 21 = Rx)l = R(f)l = 81 =6, cioé x =hH

Notare che R non & una rappresentazione effettiva preser-
vante I’ordinamento. Infatti « &=0 implica R(aj N Rb) = @.

CororLaR10. - Ogni sottocategoria della categoria ricorsiva
degli insiemi ricorsivamente enmumerabili (e delle categorie ad
essa isomorfe} & isomorfn a unn sottocategoria della categoria
ricorsivit dei gruppi computahili,
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Dimostrazione: Sia & una sottocategoria della categoria degli
insiemi ricorsivamente’ enumerabili. Ad ogni oggetto di &, cioe
ad ogni insieme ricorsivamente enumerabile che compare in &,
si pud associare il gruppo libero da esso gemerato. Siano §,T,...
oggetti di R, G(S), G(T), ... i gruppi liberi generati da S,7,... rispetti-
vamente. G{S). G(T)... sono gruppi computabili (immediato da
RaBIN [9], teorema 3). Ad ogni morfismo di & (operazione effet-
tiva da un insieme ricorsivamente enumerabile § ad un insieme
ricorsivamente enumerabile T) si pud far corrispondere un omo-
morfismo computabile dal gruppo computabile ‘G(S) al gruppo com-
putabile G{T). Si vede immediatamente che sono soddisfatte le
condizioni.di isomorfismo.
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