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Sul muiti-indiee degli operatori quasi-ellittici

Nota (*) di GivLio CeESARE BaRozzt (a Bologna) (*¥)

Santo. - Sia (my, .., m,) una ennupla di numeri naturali, P(f)=

= b a(“)E’l" .3 un polinomio a coefficienti costanti complessi e
(.V.]aj/mj)sl

si ponga Py(E) = 2 a(“)éf‘ wEpn. Si trova nna condizione neces-

(J'lemj)=1
saria e sufficiente sulla ennupla (m,, ..., m,) affinché esista almeno un
polinomio P del tipo descritto, con PyE)==0 per ogni (§,, ..., E,) reale
diverso da zero. Seguono alcune considerazioni sui polinomi P, tali
che 0 (§, ... §,) € R*=> Re[P,(£)] F 0.

I. Tndichiamo con x = (%,, ..., 2,) un punto dello spazio reale
ad n dimensioni R". Poniamo

9

D, = ox;’

S =

86 « = (%, ..., %,) & un vettore intero non negativo poniamo ancora

2 % tZa
S T 2] e M .

Sia P(D) un operatore differenziale a coefficienti costanti com-
plessi: indichiamo con P{), £ e R il polinomio ottenuto formal.
mente sostituendo §; a D;. Nel seguito ci occuperemo costantemente
del polinomio P(§).

Sia m,; il massimo esponente con cui §; figura isolato in P(§);

supponiamo #;>1, j =1, ..., n. Posto m = max m,, costruiamo il
vettore

m
q=(q17"'5 qn):(_v-"’ —);
risulta min ¢; = 1.
(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. I. il 3 giugno 1964.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di Ricerca
n° 2 del Comitato per la Matematica del C. N.R per Panno 1963.64.
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DerFiN1zIONE 1. - St dice g-grado del monomio a'*%* la quantita

n ” “j
< g, «>=2;qu=mZ—
1 1 WMy

8t dice g-grado del polinomio PE) il massimo ira ¢ g-gradi dei
suoi. termini. Indichiamo con Py%) la somma dei termini di P
aventi g-grado massimo.

DrriNizIONE 2. - P(3) 8¢ dice quasi-ellittico se
04=ie R"=> P E)3=0.

Ogni polinomio quasi-ellittico & ipoellittico (cfr. HORMANDER
[1], Teor. 4.1.8 (*)).

Se P(§) & quasi-ellittico il suo g-grado (ed anche il grado
ordinario) & precisamente m = max m; (cfr. VorEvic [6], par. 1),
Infatti nel punto §' = (,, 0,..., 0), P() si riduce alla somma dei
termini contenenti soltanto §,, il pil elevato dei quali contiene
E". Questo termine ha g-grado m: sargbbe dunque P,)=0 se
il g-grado di P fosse m > m.

B dunque
P = 2 a"%, ¢%30, pera=(0,.., m,, .., 0);
) Z]ﬁ_.—-x 1y vy J 3 ey B
-

J

nel seguito scrivereme anche
Py =% a%* 4 37 a%°

convenendo di porre in X' i termini puri e in. 2" i termini
misti; porremo ciod®

% @™ = a " + .+ afnm, a;30, j=1,..,mn,

avendo indicato, per brevith, con a; il coefficiente a*) per « =
= (0, ..., my, ..y 0).

1y vy § 5oy @

(*) H6RMANDER usa il termine semi-ellittico in luogo di quasi-ellittico.



SUL MULTI-INDICE DEGLI OPERATORI QUASI-ELLITTICI 291
2, Poniamo ancora le due seguenti definizioni:

DErFINIZIONE 3. - La ennupla (m,, ..., m,) costituita dagli espo-
nenti dei termimi puri di PyE) verra detla «multi-indice» ael
polinomio P.

DEFINIZIONE 4. ~ La ennupla di numeri naturali (m,, ..., m,)
verra detta quasi-ellittica se esiste almeno un polinomio quasi-
ellittico avente (m,, ..., m,) come multi-indice.

Per » =2 ogni coppia (m,, m, di numeri naturali & quasi-
ellittica nel senso ora stabilito: basta infatti considerare il poli-
nomio

:7”1 Mg
1 %32 »

Se 7 =3 cid non & pii vero. B ben noto infatti che se si pome
m, =..=m, =m dispari, non esiste nessun polinomio quasi-
ellittico (in questo caso ellittico) avente (m,, ..., m,) come multi-
indice (cfr. LopPaTINSKII [2]).

Dimostriamo il seguente

TEOREMA. — Se n >3 condizione necessaria e sufficiente affinche
la ennupla (m,, ..., m,) sia quasi-ellittica & che i numeri m; siano
tutti pari tranne al pite uno.

La sufficienza della condizione indicata & quasi immediata.
Infatti se gli m; sono tutti pari basta considerare il polinomio

»m

m,
33 + wer + Eu ”;
se uno di essi, poniamo m,,, & dispari si pud considerare il polinomio
™

m, m
L S S i SR

3. Passiamo alla dimostrazione della necessita. Cominciamo col
dimestrare la seguente proposizione:

Se i numert m; sono tutti dispari la ennupla (m,, .., m,) non
& quasi-ellittica.
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Supponiamo infatti che

P = 3 a('x)ia, a® 40 per x=(0, .., m;, ..., 0),
L 1, cih 3 5 ey 1
S,

sia diverso da zero per ogni £ e R" diverso da zero. Nelle ipotesi
fatte sugli m;, se « = («,, ..., «,) & un vettore di interi non negativi
per cui Ejr%= 1, & necessariamente X, %, dispari.
J

Detto infatti M il minimo comune multiplo degli ms,, si ha
M = km;, con M e k; dispari, j =1, .., ». Si tratta allora di di-
mostrare che se Xk, = M, & X, «, dispari. Cid ¢ immediato se si
tien presente che ciascuno degli addendi k,»; & dispari se e solo
se «; & dispari.

Ne segue che P,(})= — Py(—%). Si pud allora utilizzare un
ragionamento di LopariNskiI [2]. Consideriamo 1’equazione

Py}, %, ..., £)=0, n =3,

per 03(,, ..., £,)e B*— Per (%, .., 5,030 fissato, 1’equazione
ora scritta possiede m,’ radici con coefficiente dell’immaginario
maggiore di zero ed m,” con coefficiente dell’immaginario minore
di zero:

m, +m, =m,.

Essendo counesso in R*—' I'insieme dei vettori diversi da zero,
I’ipotesi della quasi-ellitticita di P, implica che I’equazione

Py, — %y, ey —5) =0

possiede ancora m,’ radici con coefficiente dell’immaginario mag-
giore di zero ed m,” con coefficiente minore di zero. D’altra
parte se P, %,,.., §,)=0 > anche P(-), —%,.., —§)=0,
dunque m,” = m,”, contro I'ipotesi che m, & dispari.

4. Proviamo ora ) affermazione seguente

Se m, é pari, m, ed m,; sono dispari. la terna (m,. m,. m;) non
é quasi-ellittica.
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Supponiamo infatti che esista un polinomio

Ps) =2 a'?ie a'* 40 per x=(m,, 0, 0),
3 x

-— =1

J"'J % ==(0, my, 0) a=(0, 0, m;);

quasi-ellittico con m,, m,, m, aventi la parith specificata. Esami-
niamo le soluzioni intere non negative dell’equazione

% Xy %3

+—=

m, M, ' Ny

Detto ancora M il minimo comune multiplo dei numeri m,,
m,, My, si ha

M= km, = kym, = k,m,,
con M pari, k, dispari, k, ed k, puri. Se dunque &
kox, +kyx, + kyxy = M,

risulta kx, pari, dunque «, pari {eventualmente zero). Sia (x,, %z,
2,) una soluzione dell’equazione allo studio con % > 0; lo sviluppo
in fattori primi di 3, contenga 27, quello di %, contenga 2? (p, g=1).

Dico che p <<q. Se fosse infatti ¢ <<p, posto m, :% e % =%

per la terna («,, ®s, %;) si avrebbe

—++

Ny Ny

con m, pari, m; ed m, dispari. «," dispari, cid che & impossibile
per quanto dimostrato poco sopra.

Dungque per tutte le soluzioni intere non negative dell’equazione
allo studio si ha che, se », > 0, allora =, & divisibile per 27. Posto

’ *y Lg— ”_1’_‘ 1 b iver
=g+ M4 =5, Si pud scrivers
E4 1)—1 2 A% X; AN (1 3% AL,
) = » ( ‘Al 9"';3 — M )(" ) 32 3
Sa o’ g 2
e L . T
‘;m)—l "t ma+m3

[’ ultimo polinomio scritto & omogeneo (rispetto al g-grudo}
. e r 14 . s .
nelle tre variabili %, =%¥, % e §, con multi-indice (m,', m,. ni)
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tutto dispari; per quanto provato al n° 3 esso non & quasi-ellittico,
dunque esiste una terna reale non nulla (¢, £, &) in cui esso
¢ nullo. Si pud supporre %*=>0, perche se cosl non fosse si
potrebbe considerare il vettore (—&;*, — %, —%;) in cui parimenti

si annulla il polinomio in questione (cfr. n° 3). Dunque P,3) si
Py
annulla nel punto (V§®, %3, £ )3=0, contro I'ipotesi.

5. La proposizione provata al n° precedente consente facilmente
di ottenere la mnecessitd della condizione formulata nel Teorema
del n° 2. Sia infatti

PE)= X a*%* n=>3, (")=|=0 per o = (0 .y My, ey 0);
Ej% s § s e
J

=1

poniamo che m,, ms, ..., m, siano dispari (k<< %) e i restanti pari.
Se k= si ha il caso studiato al n° 3, dunque P, non & quasi-
ellittico. Supponiamo dunque che sia 2 <<k < #. Dico che P, non
© quasi-ellittico. Consideriamo la restrizione di P all’insieme dei
punti § =(%,..., §) per cni & {3 =E, =..=§,_,=0.

Per ogni % appartenente a tale insieme risulta

2agr Py,
Py%) = S, aEmrge,

N az , %a X
m ' my ' om,

ma il polinomio a secondo membro & del tipo studiatc nel n°
precedente, dunque esiste una terna reale (i}, &, & ):{:0 in cui
esso & nullo. Py(%) & dunque nullo nel punto (¢}, £, 0, ..., 0, in)3=0.

Con cid il teorema & completamente provato.

6. Una proprietd dei polinomi quasi-ellittici che pone in evidenza
I’affinitd con i polinomi ellittici & espressa dal seguente

TeoREMA. ~ Il polinomio ipoellittico P\%) & quasi-ellittico se e
solo se esso ¢ pit forte di ogni polinomio Q(5) avente ¢-yrado non
superiore « quello di P (cfr. H6rMANDER [1], Teor 3.3.6 per 1’ ana.
logo ellittico).
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Ricordiamo che se P si dice pi&t forte di ¢ se, posto
B = | D*PEFYE o Q8= (2] DY) )n
risulta

4e)
B)

(+) <K, VieR"

per un’opportuna costante K > 0 (cfr. HSRMANDER [1], pag. 70).

Supponiamo P quasi-ellittico, P, sia il polinomio definito al
n° 1. Risulta

PE) = | PE) | = (| & m)?

per || £]| =(Z; |&|™ )™ abbastanza grande (cfr. VoLEvIic [6], § 1);
se il g-grado di @ mon supera m la (+) & allora verificata (si
intende che ¢ =(qy, ..., q,) & il vettore relativo a P).
Inversamente sia P un polinomio ipoellittico. Supponiamo per
fissare le idee che sia m, = m = maxm,. La (4) implica che il
i

g-grado di P & m. Se infatti fosse m > m, P dovrebbe contenere
un termine misto di g-grado m. La (+) dovrebbe allora essere sod-

disfatta anche scegliendo Q()==:]", cid che & assurdo come si
riconosce ponendo %, =..=%,=0.

Dunque P ha g-grado (ed anche grado) m. Se la parte princi-

pale P, di P si annullasse per { =£{==0, essa si annullerebbe per
m

ogni § con & = 1%, =1"™%, t>0. La (4+) non potrebbe essere

soddisfatta scegliendo un polinomio Q) = I, a,t;” tale che Q()==0.

OssSERVAZIONE. - L’ipotesi della ipoellitticita di P serve sol-
tanto ad assicurare che m;>1. Nell’enunciato del Teorema si
pud dunque supporre soltanto che sia m;=1,j=1, ..., n.

Dalla proposizione dimostrata segue il

CoROLLARIO. — Due polinomi quasi-ellittici aventi ugual multi-
tndice (my, ..., m,) sono necessariamente ugualmente forts.

In particolare un polinomio quasi-ellittico e la sua parte prin-
cipale sono ugualmente forti.
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Inversamente:

Due polinomi quasi-ellittici ugualmente forti hanno necessaria-
mente ugual mulli-indice.

Cid segue dalla doppia diseguaglianza

Q%)
Bg)

K- < <K

ove si ponga £=(0, .., %, .., 0)

OSSERVAZIONE. - La proposizione ora dimostrata resta valida
anche se, in luogo della quasi-ellitticitd, si suppongono verificate
per P e @ le due seguenti ipotesi: m;>=1, j =1, ..., n, il g-grado
dei termini misti non supera quello dei termini puri.

7. Sia P{§) un polinomio nelle variabili %,, .., £,; sia ancbra
m; (=1) I’esponente massimo con cui £, compare isolato in P,
Detto P,%) il polinomio definito come al n° 1, supponiamo che sia

Re[P,)]4=0

per ogni £ € R" diverso da zero. Questa condizione implica ovvia-
mente 1’altra

P40, Vi
eio® la quasi-ellitticith di P. Porremo l&4 seguente

DEFINIZIONE 7. — P{%) si dice fortemente quasi-ellittico se
0==%e R*=> Re[P,%)] 0.

La condizione posta, essendo connesso in R" (n =>2) !’insieme
degli £4=0, implica che Re[Py%)] >0, Vi3=0, oppure Re[P,%)] <0,
Vi3=0. Nel seguito supporremo costantemente verificata la prima
alternativa.

Vogliamo studiare la parte principale P, di un polinomio for-
temente quasi-ellittico. B intanto immediato che:

Il multi-indice (m,, ...,-m,) di un polinomio fortemente quasi-
ellittico & interamente pari.
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Se infatti uno degli m,, poniamo m,, fosse dispari, per § = (,
0, .., 0)3=0, si avrebbe P §) = — Py(— E), contro I’ipotesi. Posto

come al n° 1
W (2 ISTTN Y )12 ]
Pyf) = 3" a'%* + X" 0%
con
e = g™ 4. a i a0, V),

ponendo £=(0, ..., 0, %, 0, ..., 0) 8f trova

Re[a,] >0, =1L m
Se dunque si pone
HO(E) =Y a(“‘?‘ = a(E:"l + e + a,,'é:,"" ’
s8i ha
03=%e B"=> Re[II()] >0

ciod [1,() @ anch’esso fortemente quasi-ellittico. Dal Corollario
del n° precedente segue allora che II,, P, e P sono ugualmente
forti. [Io(5) pud dirsi parte principale ridotta di P(). Il risultato
ora stabilito & naturalmente falso per un generico polinomio qua-
si-ellittico: basti considerare, ad es. il polinomio 5} — & — 26,
{corrispondente all’operatore del calore iterato).

8. E noto che, quando si voglia porre correttamente- un pro-
blema al contorno per I’equazione

P(Dyu = f

nel semispazio «; =0 (o nello strato 0 << a; < h), & essenziale cono-
scere quante, tra le radici dell’ equazione

4 z
Po(;l LERAAR ] Ej—l H )‘1 Sj4dy ey En) = 0
0 4: (El LIRS ] Ej_‘ ’ Ej—{-l, A ] sn) € R" la

hanno coefficiente dell’immaginario maggiore di zero e quante
hanno coefficiente dell’immaginario minore di zero (cfr. B. PiNI
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[3], [4)). Dimostriamo che:

Se P() & fortemente quasi-ellittico U equazione

Po(Ei. weey Ej—l , A Ej+h ey En) =0

per ogni (i, oy Ej—ts Eivts oy En)E0 possiede % radici con coef-

ficiente dell’ immaginario positivo e —2—’ con coefficiente dell’ imma-

ginario negativo (cfr. anche B. PINI [5)-

Infatti dall’ipotesi
Re[Pyf)] = Re [ o5*] + Re[Z" %] >0, V&0,
e dalla conseguenza trattane
Re[¥ a“%% >0, Vi0,
segue che, se Re (X" a*%] < 0, & necessariamente
| Re[S" a™%*] | < Re[Z' a'™%°].
Per t [0, 1] costruiamo il polinomio
Pyt; 5= 2% a'®E* + t 3" o'
Se Re[Y” a®%*] < 0 si ha
| Re[t 2" a5*]| = t| Re[%” a¢*] | <| Re[2” a™E%]| < Re[2' a!™%*}
Vi e [0, 1]; ne segue, in ogni caso,
Re[Pt; §]>0, V&0, Vtell, 1},

ciod i polinomi Py(f; ) sono tutti fortemente quasi-ellittici.
‘Consideriamo 1’ equazione

Poft; Eiens Bty X Baas s S =105

per (5 ey Bty Eratr s £,)3=0 fissato essa possiede m,/(t) radici
con coefficiente dell’immaginario maggiore di zero ed m;"() con
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coefficiente dell’immaginario minore di zero,
m;' () + m;’(f) = m;, tel0, 1}, j=1, .., n.

Per #=>3 i numeri m,/(f) e m;"(f) non dipendono da (, ...,
ity Bjety ey 5)3=0 essendo !’insieme di tali punti connesso in
BR*='. Ma m,/(#) e m;’(t) non dipendono nemmeno da ¢: infatti al
variare di ¢ nell’intervallo [0, 1] ciascuna delle radici X dell’equa-
zione in esame varia con continuitd nel piamo complesso senza
attraversare 1’asse reale, perch® in caso contrario almeno uno dei
polinomi P(¢; £) non sarebbe quasi-ellittico. Ne segue

m,(1) = m/(0) = 3

" ”, m .
m;"(1) = m; (0)=~2—3, j=1,.., n
11 risultato stabilito sussiste peraltro anche per n = 2. Suppo-
niamo di studiare l’equazione

Pyt; ) 8) =0, E=0;

detti m,’(t, &) e m,”(f, 5;) i numeri delle radici con coefficiente
della parte immaginaria rispettivamente positivo e mnegativo, si
ha, ragionando come sopra,

ml'(l’ 52) = m,'(0, o)
my(1, %) = m,"(0, &), 3 =0,

D’ altra parte m,’(0, &) = m,'(0, %) = ”—:l , B0,
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