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Sull'andamento del minimo modulo délie fnnzioni analitiche 

Nota di NIVES MARIA FERLAN (a Milano) (*) (**) 

Sunto. - Si studia Vandamento del minimo modulo m(r\ f) délia funs ion e 
analitica f(s) attraverso quelîo délia sua minima tnaggiorante monotona 
m(r\ f) posta in relasione col massimo modulo M{r\ f). Si stabiliscono: 
una valutazione al disotto di m(r\ f) retta dauna * migliore costante » ; 
la maggiorasione di una média intégrale; alcune conseguense per le 
funsioni f(&) intere. 

1, Sia f(z) funzione di z olomorfa per | z | < B e poniamo, per 
Q^r<B: 

M{r ; f) = Max | f(re«) |, m(r; f) = Min | f(r&) \ 
e e 

m(r ï f ) = ^ a ï *»(« î /) 

{m{r; f) è la minima maggiorante monotona del minimo modulo 
m(r; /)); anzi, per poter considerare queste funzioni anche per 
| z j = B (ove non è richiesta la regolarità) e in ipotesi più generali 
per /(«), poniamo 

M(r; f)= Sup Max | f(ue™) \, m(r\ / ) = Sup m(u; f) 
o<Lu<r o^w<r 

{Sia per r < B che per r = B quando f(z) ô olomorfa su | z | = B 
queste definizioni coincidono ovviamente con le precedenti). 

Sono note propriété dell'andamento di m(r; /) in relazione a 
quello di M(r; /), per esempio (l) 

« Se 0 < p — e < p < 1 e f(z) è una funzione intera di ordine 
maggiore di p —e e di accrescimento non superiore a (o, 0), esiste 
una successione r»—--l-co taie che log m(rn; /) > cos ?tp• log M(rn ; /) 

(*) Pervenuta alla Segreteria deirU.M. I. il 30 maggio 1964. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attività del Gruppo di Bicerca 

n. 40 (1962.'64) del Comitato Nqzionale per la Matematica del C. N. R. 
(*) Vedere BOAS [1], pag. 43, 
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Ci proponiamo di indagare l'andamento di m{r; f) in relazione 
a quello di M(r; f). 

2. Una «migliore costante» per l'andaraento-di m{r; f). 

È nota la élégante proposizione di MILLOUX-SCHMIDT (2) 

«Se f(z) è regolare in | s | < l , ed è | f(z) \ < 1 per | z | < lr 

Min | fire™) \ < y . per 0 < r < l , allora è 
e 

(t) logJlf(r; fl^(l--artgVr)-log(*». 

Il cambiamento di variabili z = RZ (0 ̂  r < B) conduce alla 
funzione F(Z) = f{z)IM(B; /), regolare per | * | < 1 , alla quale è 
applicabile la disuguaglîanza (L). Esprimendo taie disuguaglianza 
per f(z) essa assume la forma 

(2) logm(#ï / )^* (r , B; f) 0^r<B 

valida per f(z) regolare in | z | < B e dove 

( cpfr, B; f) = , \-r»logM(r; f)—t
 0>{rlE]- log M(B; f) 

\ o>(i) = (4M) ar tĝ  V I 

Si pûô allora ricavare il seguente 

TEOREMA I. - Se f(z) è regolare per \ z | < B, risulta 

I ;> log M [r ; f) — nr • 7)r log M(r; /") f logw(r;. ft^loo 

j 0<r <B 

dove D^~ dénota la derivata sinistra rispetto a r, calcolatq, nel 
pnnto r. 

n è la « migliore costante» per la quale vale (4). 

DIMOSTRAZIONE. - Corne vedremo: 1°) la smussatezza di M{r; f) 
consente di stabilire (4); 2°) per garantire che 7: è la migliore 

(2) Vedere MILLOUX [5], [6], LANDAU [4], SCHMIUT [7|, HEINS [3]. 
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costante si ricorre alla famiglia delle funzioni estremali di 
H. HEINS [2] attinenti al problema di MILL.OTJX. 

1°) È noto che logilf(r; f) è funzione continua convessa di 
logr; se ne deduce che la funzione M(r; f) è continua e differeu-
ziabile per ogui r > 0, salvo eventualmente per i valori di r 
costituenti un insieme al più numerabile; in ognuno di questi 
punti eccezionali esistono la derivata a sinistra e quella a destra. 
Assumendo r < 224 < B, la (2) per r e Bt assume ta forma seguente : 

(5) log m(2Z, ; f) ^ log M (B, ; f) - ^ ^ ^ • 

. j l o g M ^ ; n - l o g J f ( r ; f)\ 

é ponendo rjRl = 1 — v) (0 < vj < 1) si ricava 

L'incremento di log M\r; f) risulta 

log M(B, ; f) - log M[r ; f) = log M (B, ; f ) - log MlBl - >]«, ; f) = 

= y\Bx . £logi lf(À; f) (Bx(l -n)<B<Bx) 

dove Z) log M(B; f) è un valore intermedio fra le due derivate 
(derivata sinistra e derivata destra) calcolato in un punto R. 

La (5) assume la forma 

l o g m ^ î ft^logaf(Bt; f) - * ( l + o(l)). B,. DlogM{B; f) 

per v) —- 0 + . 

Passando al limite (tenendo conto che logM(r; f) è funzione 
convessa di logr) risulta D\ogM(B: f) —*• D~ logafti^; f) e ne 
segue la (4). 

2°) Veniamo a dimostrare che -R è la « migliore costante ». 
M. H, HEINS [2] in uno studio sul problema di MILLOTIX ha 

costruito la funzione estremale per taie problema: si tratta di 
una funzione H(z; u.), regolare in | « | < 1 taie che m(r; H) < y. 
per 0 ^ r < l e per la quale m(l; H) = u; questa funzione si 
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«sprime mediante funzioni 0 di JAGOBI e precisamente è 

H(z\ (x) = 64(w) ; 63(t«), cos 2™ = (1 — z)l(l + z) 

64(w) = c H (1 - 2T , f c + l COS 2TÎW + T4*+J) 

( 
f 68(«) = c n (1 + 2T5*+ 1 COS 2irt* + T4*+2) 
\ fc=o ' 

« indipentente da s, T parametro, | T | < 1 e inoltre 

^ = e4(0) : e3(0). 

In questo caso è B = i e 

M(B; H)_l 
m(B; H)~y 

Là& funzione H{z; y.) è reale per 0 ^ r < l e inoltre evidentemente 

M(r; H) = H(r; JJL), ( O ' ^ r ^ l ) 

{quando si completi per continuità la definizione di H(r; jx) nel 
punto r == 1). Ne segue 

(D7M(r; H))r=x = (D7H(r; p))^ = (DrH[r; (*))r=i-. 

La (4) ci garantisce che è 

1 ^ (dH\ 

l 0 g ^ ï ï l ¥U 
e quindi si tratta di stabilire soltanto che è 

L'espressione di 1/f/. = ô,(0)/ô4(0) ci dà 

l o g - = 2 S log l n + , , . 
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Osserviamo che è 

1 + T'*"*-1 1 
1 _ T?*+i - Th | (fc + 1/2) log (IJr) ) 

e quindi 

log - = — 2 S log Th j (k + 1/2) log lyt) |, (log (1/T) > 0). 
<r k—o 

Per la valutazione del termine principale délia somma délia 
série poniamo 

b 

J(af b) = / log Th | (u + 1/2) log (1/T) | du (0 <L a < 6 <; + oo). 
u 

La monotonia délia funzione integranda e 'délia successione 
dei termini délia série, di cui il primo termine con la posizione 
T = 1 — 7i risulta 

log Th(g log - ) = l o g j - ^ = - log J - log (2 - Tj), 

ci conduce alla limitazione 

(6) _2J(0 , oo)<log l < - 2J(0, oo) + 2log l + 2log(2 - , ) . 

Il problema è ricondotto a calcolare «7(0, oo) e precisamente 

l o g (1/T) 

integrando per parti si ottiene 

+co 
4 M » 

: dV 
Fv — 1 

' l 0 g ( l / T ) 
-^-^:+^/¾ 

Possiamo stabilire (per esempio médian te il calcolo dei residui) 
che è 

+00 +O0 
f vevdv 7u8 f vevdv ** _ 

J ?ïri = r I i^—[=8"+°(log< 
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Per T - ^ 1 — risulta TJ — 0 + , log (1/T) — 0 + , logU/i-Jc^r, 

- 2J(0, oo) = log -1 + log (2 - ,) + ( T T i ^ ( J + 0(1,)) ~ g • 

Dalla (6) segue 

i 1 ' ' 
l O g - OO 7 - . 

L'espressione di # ( r ; JA) C* dà 

GD 2T** + 1 

(Dr iog i î l r ; ,u))r=i=S 

Osserviamo che è 

2 T I A + I l 

1 + T«+* - Ch i (2k + 1) log (1/T) I 

e quindi 

oo 1 

[Dr log H(r ; fx))^ = £ 0 h | (2fc+l ) log( l /r l | ' 

Per la valutazione del termine principale délia somma délia 
série poniaœo 

6 

«*• » - /om (9̂ +̂ )10,(1/.)1 <°£»<*£ + ~>-
a 

La monotonia délia successione dei termini délia série di cui 
il primo termine. con la posizione T = l — y\ risulta 

1 2T 1 — v) 
C h lOg (1/T) ~~ 1 + T» 1 - 7] + T)«/2 ' 

e la monotonia délia funzione integranda ci conducono alla 
limitazione 

(8) 1(0, oo) < (B7 log H(r ; n))r=1 < 1(0, oc) + t J~+^l2 • 
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Basta ora calcolare 

_ f du 1__ f 
I(0, °°) - J ch | (2« + 1) log (1/T) I - 2 log (1/T) J 

0 ' 

= 2Ïoi(î7T)ii+0^^))î 

9° 
dv 

Chv 
l0fif(l /T) 

Per T — 1 - risulta r\ — 0 + , log (1/T) — 0 + , log (1/T) OO IJ, 

Dalla (8) segue 

(9) (D7 log H(r; n D ^ c s ^ . 

Dal confronto di (7) e (9) si deduce l'asserto. 

3. Una relazione di média. 

L'esame délia disuguaglianza (2) conduce alla relazione di 
média espressa dal seguente 

TEOREMA I I 

Infatti assumendo r < Bl < B, la (2) per r e Bx assume la 
forma seguente 

, M(Bl ; f) _ 1 , M(BX ; f) 

ponendo ue u-\-bu al posto rispettivamente di r e Bx e osservando che 

1 it 

1—03 |1/(1 + A « / « ) | At*/tt 
(1 + o(t)) per Att/tt —- 0, 
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otteniamo 

(12) log * 7 ' » — <7.(1 +o(l)) | logM {u + \u; f)~logM(u; f)\. 
m(u + \u; f) u 

Suddividendo l 'intervallo (r, R) in parti, sommando membro a 
membro le disuguaglianze (12) cosï ottenute e osservando che la 
somma al primo membro è una somma di MENGOLÏ-CATTCHT, 

otteniamo la (10). Anche per la (10) si pone il problema délia 
« migliore costante ». 

Si puô valutare al di sotto m(r; f) anche mediante una média 
di log\M(Bl; f)/M(f; f)) e si perviene al 

TEOREMA I I I 

(13) logm^<^ flg^^du 

dove Q^r <Bt<B e la funzione X(£) è data da 

izmt) = 4 — Te — «f + 4(ar tg V * — V * + t ar tg V *) = 

= 4 — r — izt + (8/3|*«/« + .... 

Pe r ottenere la (13) basta moltiplicare i due membri délia (11) 
per 1 — ojfr/iîj e integrare membro a membro ri s petto a r nel-
l ' intervallo (r, Rx) la disuguaglianza cosl ottenuta. 

4. Âlcune propriété delle funzioni intere. 

Sia f(z) una funzione intera di z: possiamo porre il problema 
di individuare classi di funzioni f per le quali logmiB; f) X 
Xlog M(B; nn 

Sussiste il seguente 

TEOBEMA I3£» Se esiste u=u(B) taie che si abbia simultaneamente 

u(B)IB — 0, lim | log M (u ; /)/log M(B ; f) | > 0 per B — + oo, 

(3| Per f>0, flf>0 la relazione f)^g significa f—0(g) e g=0{f) 
simultaneamente. 
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allora è 

logm(B; f) X log M(B; /) per B —r + oo. 

Per la dimostrazione scriviamo la (2) ponendo r = u(R) ; tenendo-
présente l'ipotesi e le relazioni 

o>(u(B)IB) = o(l), 1/| 1 — <»(u(B)IB) | = 1 + o(l) per u{B)IB — 0, 

si ottiene l'asserto. 
Questo Teorema IY è immediato corollario del seguente 

TEOREMA Y, - Se esistono B>0, 0 < Y < 1, 0 < p < tg8 (yw/4> 
tali che sia 

M$B; f)^MV(B; f) 

allora risulta 

m(B; f)^M$(B; f) 

con 8 = (Y*/4 ar tg \ S) : (*/4 — ar tg Y P). 

La dimostrazione si ottiene sostituendo nella (2) al posto di r-
il prodotto $R e tenendo presenti le ipotesi; risulta 

lqgm(R; f) Y - W ( P ) 
log M(B; n = l —w(P) 

da cui l'asserto. 
In particolare si ricavano i seguenti due corollari. 

COROLLARIO I. - Da logm(B; f) = o(logM(B; f\) per 22 —-oo 
segue che per ogni 0 < Y < 1 e per ogni 0 < p < tg* (*Y/4) risulta^ 

M$B ; f) < M(B ; f) per B 2> JB0(p, YV 

La proposizione cessa di valere se in luogo di 0 < p < tg* (*Y/*> 

si sostituisce 0 < p < tg* (^/4) + s con e > 0. 
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Infatti ponendo nella (2) r = $B si ottiene 

iU\ il Mran 1°SMR; f) log M$B; f) 

« passando al limite per B —•*• oo tenendo presenti le ipotesi si 
xicava l'asserto. 

COROLLARIO IL - Da logïn(2î; f) = o(logM(B; f)) e M{$R; f)^= 
^PO(M*(BÏ f)) per 2 2 — + 00 con Y > 0 segue S > tg* (*Y/4). 

Infatti per ipotesi esisterà una successione 122A | taie che 

^JÏÏoDlogJflB^ / ) ^ ' 

Ba questa relazione e dalla (14) tenendo présente che logîw(22; /) = 
= o(log M(B ; /)) segue l'asserto. 

Lo studio délia funzione <p(r, B; f) definita in (3) consente di 
•stabilire per le funzioni intere risultati che pongono in relazione 
l'andamento di m(B; f) con la potenza Rp di R. 

Yale in proposito il seguente.: 

TEOREMA YL - Sia f(z) una funzione intera di ordine p e di 
Mvo T (<). Se 0<£p<£l /2 e T > 0 risulta: 

iîoT l o g ^ f ; ^ > o . 
A—^+00 BF 

(*) TJna funzione intera f(s) si dice che è di ordine p se è 

H i loglog3f(r;n = p> (0<P<oo). 
logr ~ — 

TJna funzione intera di ordine positivo p è di tipo 1 se 

.— logAffr; f) 
lira —5—\-L±l=Zj (0^T<OO). 

Una funzione intera di ordine p e tipo x si dice che è di accrescimento 
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Più precisamente 

T-.— log m(B : f) 

essendo c(p) > 0 indipendente da f. 

DIMOSTRAZIONE. - Per ipotesi per ogni T\ > 0 e B ;> R(r\) è 

m ****<* + « 

inoltre indichiamo con E una successione | rh | di valori di r tali che 

*A ~r o o , • T p e r ft —*. _L QQ 

è quindi per h^h(y\) 

(16) 1 5 « ! A L . 0 > T _ , . 

Per ogni a fissato (0 < a < 1) indichiamo con Ea la successione 
\Bh\ di valori di R con Rh = rA/(l — c). 

Scriviamo ora la relazione (2) ponendo al posto di r e R rispet-
tivamente rk e JB;i~~presi corne precedentemente indicato, otteniamo 

log m(Rh ; H ^ i _ ^ i _ a ) • log Jf(rA ; f) -

w ( l — <i) 

per fe;>h0(ï|) (fe0 abbastanza grande taie che si possano scrivere 
la (15) e la (16)). Ne segue 

/171 logm(Jg;,; f) 
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dove 

( l , f f ) P - M ( l - f f ) 
^ '> = l - o > ( l - a ) 

( i - f f ) p + m - g ) 
BlP» ff) = 1 __ „(1 _ ff) • 

Studiamo A(p, ff) corne funzione di <J neir intervallo 0 < <r < 1 
al variare del parametro p (0 < p < 1/2). Si trova che per 0 < p ^ l / - n 
taie funzione è positiva in tutto P intervallo; per 1/ic < p < 1/2 
esiste un solo valore <rl per cui A(p, <rt) = 0 e inoltre A(p, c )>Q 
per (ra < ff < 1. Si trova inoltre che per ogni 0 < p < l / 2 taie fun
zione ha neir intervallo indicato un solo massimo positivo per 
c* = <r*(p) e il valore di taie massimo decresce al crescere di p. 
(Yedere figura) 

Fig. 1 

La funzione J3(p, <r) corne funzione di <r (0 < * < 1) è funzione 
decrescente per ogni valore del parametro ?. 
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La (17) vale in particolare per a* = <r*(p) quindi per h^>hj(?\) è 

logm(Rh; f)^ 
— > A(p, <T*)T — B(p, <T*)TI, 

da questa si deduce in particolare 

h—^+qp 2¾ 

e anche 

lim l<>Z™iR*'>t)>0 

A—+00 Ri 

e da queste segue Y asserto con c(p) = A(p, <**). 

TEOREMA VIL Sia f(z) una funzione intera di ordine o e di 

tipo T. Se per 0 < p < ^ , T > 0 fra le successioni j rh \ per le qnali 

logJlf(»v; f) 

ne esiste una che verifica la condizione 

allora 

liai I i ± i < + oo 
A—+3o rh 

lim log^(2î?î H > ( ) 

DIMOSTRAZIONE. - Abbiamo trovato che per h > hfa) e Bhe Ea 

vale la disuguaglianza (17). 
Per ipotesi lim (rA4.,/rA) = A < + oo'sarà quindi, per h>hl9 

h—»-+oo 
•Vu/'* < 2 A ' 

Indichiamo con <r0 = <r0(p) il valore O quando 0 < p' <£ 1/w, il va
lore ^(p) (ove Aif, ffj = 0) quando 1/w < p < 1/2 e prendiamo e = 
= (1 — ̂ )/(1 + 2 A ) ; risulta r.. ./r. <~ /1 — ff. — sVe. 
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Per p fissato e <r e I, (It = (a0 + s <^ (j ̂  1 - e)) risulta 

A(p, <r) ^ Min 4(p, a) = Min | ^(p, a0 + .), A(?i 1 - s) | = Ag > 0 
(76 /E 

£(p, a) ^ Max B(p, a) = B(Pf <70 + E) = Bé. 

Per ogni a e I e , quando si assuma v\ < (i4E/22?6) • T, risulta dalla (17) 

log-m(B; f ^ l - ^ n 

R? ^ 2 ^ - T > 0 

per B^>B0 abbastanza grande indipendente da cr, e B e E^ con 

L ' ins i eme E(s) = [j Ec copre la parte deir asse reale a partire 
ore/e 

da un certo Bx in poi; risulta quindi 

lim log™(a; » > U , t > 0 . 
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