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Sul’andamento del minimo modulo delle funzioni analitiche

Nota di N1vEs MARiA FERLAN (a Milano) (¥) (*¥)

Sunto. - Si studia Vandamento del minimo modulo m(r; f) della funzione
analitica f(2) atiraverso quello -della sua minima maggiorante monotona
m(r; f) posta in relazione col massimo modulo M(r; f). Si stabiliscono:
una valutazione al disotio di m(r; [) retta da una smigliore costante>;
la maggiorazione di una media integrale; alcune conseguenze per le
funzgioni f(2) intere.

1. Sia f(2) funzione di z olomorfa per |2| < R e poniamo, per
0<r<R:

M(r; )= M:.xlf(re"ﬂ) ly — mr; f)=M;n|f(re‘°)l
m(r; ) = Max m(u; f)
o=susr

(m{r; f) & 1a minima maggiorante monotona del minimo modulo
m(r; [)); anzi, per poter considerare queste funzioni anche per
|2| = R (ove non & richiesta la regolarita) e in ipotesi pili generali
per f(z), poniamo

Mr; =°§3<pr Max | f(uei®)|,  m(r; ’)=o§3§rm(“; h

{Sia per r < R che per r = R quando f(z) & olomorfa su |z|=R
queste definizioni coincidono ovviamente con le precedenti).

Sono note proprietad dell’andamento di m(r; f) in relazione a
quello di M(r; f), per esempio (')

«Be 0<p—ses<p<1l e fzy & una funzione intera di ordine
maggiore di p—e¢ e di accrescimento non superiore a (o, 0), esiste
una successione 7,—~-zo tale che log m(rs; f) > cos np-log M(ry; f)

€

> 'rf._ ».

{*) Pervenuta alla Segreteria dell’ U. M. I. il 80 maggio 1964.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di Ricerca
n. 40 (1962.64) del Comitato Nazionale per la Matematica del C. N.R.

(Y) Vedere Boas [1}, pag. 43.
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Ci proponiamo di indagare ’andamento di m(r; f) in relazione
a quello di M(r; f)

‘2. Una «migliore costante» per 1'andamento-di f;uh(r; b

B nota la elegante proposizione di MILLOUX-ScEMIDT (%)

«Se f(z) & regolare in |z|<<1, ed & |f(g}|<<1 per |z|<1,
Min| fireit) | <<u per 0 < r <1, allora &
[}

(1) leg M(r; i< (1 -—_;%artg \/7) - log . ».

Il cambiamento di variabili 2= RZ (0 < r < R) conduce alla
funzione F(Z)= f()/M(R; [), regolare per |z|< 1, alla quale &
applicabile la disuguaglianza (1). Esprimendo tale disuguaglianza
per f(2) essa assume la forma

(2) logm(R; f)=o(r, B; [) 0<r<ER
valida per f(2) regolare in |z| << R.e dove

e Y oo M _wir/B) .
o § otr: Rs )= 1oy OB M5 ) — [y gy 08 MUES )

o(f) = (4/x) ar tg V1.
Si pud allora ricavare il seguente

TeoreMA 1. — Se f(2) & regolare per |z| < R, risulta

@ { log m(r;. f) = log Mir; f) — =r - Dy log M(r; f)

0<r<Rrk

dove D, denota la -derivala sinisira rispelto a r, calcolate nel

punto r.
© & la «migliore costante» per la quale vale (4).

DiMosTRAZIONE. -~ Come vedremo: 1°) la smussatezza di M(r; f)
consente di stabilire (4); 2°) per garantire che = & la migliore

(?) Vedere MiLLoux {5], [6], Lanpau [4], Scamipr [7], HEINS [3]).
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costante si ricorre alla famiglia delle funzioni estremali di
H. Heins [2] attinenti al problema di MiLLovUx.

1°) B noto che log M(r; f) & funzione continua convessa di
log r; se ne deduce che la funzione M(r; f) & continua e differen-
ziabile per ogni = >0, salvo eventualmente per i valori di »
costituenti un insieme al piii numerabile; in ognuno di questi
punti eccezionali esistono la derivata a sinistra e quella a destra.
Assumendo r < R, < R, la (2) per r e R, assume la forma seguente:

1
1—u(r/R)) )

« |log M(R,; f) — log M(r; f)!

(6) logm(R,; f)=log M(R,; f) —

¢ ponendo r/R, =1 —1n (0 <4 < 1) si ricava

1 1 T 7 n
I I

L’incremento di log Mir; f) risulta

log M(R,; f) —log M(r; f)=log M(R,; ) — log M(R, — nR,; f) =
=7R,-Dlog M(R; ) (R(1—n<RE<R)

dove Dlog M(R; f) & un valore intermedio fra le due derivate
(derivata sinistra e derivata destra) calcolato in un punto R.
La (5) assume la forma

logm(R,; f) =log M(R,; f) —=(1 +o(1)) - R, - Dlog M(RE; f)
per n— 0 4,

Passando al limite (tenendo conto che log M(r; f) & funzione
convessa di logr) risulta Dlog M(R; f)— D—log M(R,; f) e ne
segue la (4).

2°) Veniamo a dimostrare che = & la <migliore costantes.

M. H. Herxs [2] in une studio sul problema di MrLroux ha
costrnito la funzione estremale per tale problema: si fratta di
una funzione H(z; ), regolare in |z| <1 tale che m(r; H)y< p
per 0<r<1 e per la quale m(l; H)=u; questa funzione si
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esprime mediante funzioni 6 di JACOBI e precisamente &
Hie; ) = 0,(u): 0,(u),  cos2mu = (1 —2)/(1 + 2)

2]

‘ 0, u) =c Il (1 — 2t°*+1 cos 2nu + T4*7%)
k=0

’\ 0,(u) =c ﬁ (1 4 272! cos 2nu < Ti*+?)
k=0

¢ indipentente da 2, * parametro, |t| <<1 e inoltre
= 0,(0) 1 8,(0).
In questo caso ® R=1 e

MR; H) 1
mR; H) »

La funzione H(z; p) & reale per 0 < r <1 e inoltre evidentemente
M(r; H)= H(r; v), O=r=1)

{quando si completi per continuitd la definizione di H(r; 1) nel
punto r = 1). Ne segue

(Dr M(r; H))e=1 = (Dy H(r; p))r=2 = (DeH(r; p)lr=1—.

La (4) ci garantisce che &

1 daH
<%
log = w (dr )'=1_

e quindi si tratta di stabilire soltanto che &

lo 1_ w (‘E)
g ® - dr r=1—
L’espressione di 1/p = 0,4(0)/6,(0) ci da

1 + 21

L R
lOgl: = 2k);o IOg I——TT'—' .



SULL’ANDAMENTO DEL MINIMO MODULO DELLE FUNZIONL ANALITICHE 279

Osserviamo che &

1 + T!h+l 1
L — <%+ = Th |k + 1/2) log (1/7)]

e quindi
1 e
log; =—2 3 log Th {(k + 1/2) log (1)1, (log (1/x) > 0).
¢ k=0

Per la valutazione del termine principale della somma della
serie poniamo

b
J{a, b) =flog’1‘h {(u + 1/2) log (1/7) | du 0= a<b<< + o).

'3

La monotonia della funzione integranda e -della successione
dei termini della serie, di cui il primo termine con la posizione
T =1 — risulta

1 T
log Th (Qlog’)—log1 T log——log(2——n),
ci conduce alla limitazione
1 1
(6) —2J(0, oo)<<log < 2J(0, o) + 21o0g 7 + 2log(2 -- u).

Il problema & ricondotto a calcolare J(0, oc) e precisamente

+1
— 2J{0, o0) = fog (1/1_) floge, — 1dv;
log (1/T)

integrando per parti si ottiene

+

—2J(0, o0) = log 7—— + log () f -1

log(l/-r)

Possiamo stabilire (per esempio médiante il calcols dei residui)
che &

+°:; dv 2 e d 2
e’ _ = vedy L4
f e —1 8" f e"_1- 8 =+ O(log (1/<)).

log (1/7)
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Per t— 1 — risulta y— 0 4, log(1/7r)— 0 4, log(l/r)coy

1 n?
— 2J(0, o0) = log;‘ + log (2 — )+ iF 0(1))11( + O(n))
Dalla (6) segue

1 Pi3d
(7) log oo — 47)

L’espressione di H(r; u) ci da
® Qa1

(D log Hir; =t = 5 1o

Osserviamo che ®

2rlh+l 1

14 t*+27 Ch|(2k + 1) log(1/7)}

e quindi

1
oCh | (2k 4+ 1) log (1x)

(Dy-log H(r; w)r=1 = E

Per la valutazione del termine principale della somma della
serie poniamo

. du
I(a, b) =fCh.; (2u + 1) log (1/7)}
G

0<a<b< + o0)
La monotonia della successione dei termini della serie di cui
il primo termine.con la posizione T =1 —17 risulfa

1 2t 1—19
Ch log )" 14" 1 —nfqy2

e la monotonia della funzione integranda ci conducono alla
limitazione

— 1-—
®) 10, 00) (D5 log Hir; plems <I(0, 00) + 7, 3"



SULL'ANDAMENTO DEL MINIMO MODULO DELLE FUNZIONI ANALITICHE 281

Basta ora calcolare

10 _ du
©, o) = | &g 1 (2u 4+ 1)log (1/7)] — 2log(1/-c) Chv

0 log (1/7)

= sTog i3 O0oE 1)

Per v~ 1 — risulta 5 — 0 4, log(1/7)— 0 4+, log(1/t) co =,

1
10, o) =g 0(1)lni2 + 0‘"’}“’
Dalla (8) segue
— T
® (D7 log H(r; pl)r=1 > e

Dal confronto di (7) e (9) si deduce ’asserto.

8. Una relazione di media.

I’esame della disuguaglianza (2) conduce alla relazione di
media espressa dal seguente

TeorEMA II

H R;
(10) f M( ;) d(log u) < © log 37— M((r ;; 0<r<R)

Infatti assumendo r < R, <R, la (2) per r e R, assume la
forma seguente

MR,; ) 1 M(R., N,

) log = B, N =T—olr/E) € Mir; 1)’

ponendo % e u+Au al posto rispettivamente di r e B, e osservando che

1
1—wl1jl4+ Au/u)s Aulu

(1 + o(1)) per Auju—0,
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otteniamo

M+ Au; f) An

(12) log= ot A f) u'—

(1 + (1)) | log Miu+ Aw; f) — log Miw; ).

Suddividendo 1 infervallo (r, R) in parti, sommando membro a
membro le disuguaglianze (12) cosl ottenute e osservando che la
somma al primo membro & una somma di MENGOLI-CAUCHY,
ofteniamo la (10). Anche per la (10) si pone il problema della
«migliore costante».

Si pud valutare al di sotto m(r; f) anche mediante una media
di logtM(R,; f)/Mi#; ) e si perviene al

TrorEMA III

MR,; f) _Nr/R) MR,; 1)
(3 SR n= B ) € M f)

dove 0<r<R,<Re la funzione \#) & data da

xMf) =4 —7n—ntf+4(artg Vi —Vi+tartg Vi) =
=4 — = — =t + (8/3:88/2 4
Per oftenere la (13) basta moltiplicare i due membri della (11)

per 1 — w(r/R,) e integrare membro a membro rispetto a » mnel-
Pinfervallo (r, B,) la disuguaglianza cosl ottenuta.

4. Alcune proprietd delle funzioni intere.

Sia f(z) una funzione intera di z: possiamo porre il _problema
di individuare classi di funzioni f per le quali logm(R; f)<
Vlog M(R; [y ().

Sussiste il seguente

TeorEMA IV. Se esiste u=u(R) tale che st abbia simultaneamente

u(B)/R—0, lim |log M(u; f)/log MR; )| >0 per B— + oo,

(®) Per f>0, g>0 la relazione f}<g significa f=0(g) e g=O(f)
simultaneamente.



SULL'ANDAMENTO DEL MINIMO MODULO DELLE FUNZIONI ANALITICHE 283
allora &
log m(R; f) X log M(R; [) per R— + co.

Per la dimostrazione scriviamo la (2) ponendo r = u(R); tenendo
presente !’ipotesi e le relazioni

w(u(B)/R)=o(1), 1/i1—w(u(R)R)|=1+o(1) per w(R)R—0,
si ottiene 1’ asserto.

Questo Teorema IV & immediato corollario del seguente

TEOREMA V, - Se esisiono R>0, 0 <y <1, 0 <P < tg?(yx/4)
tali che sia

M@BR; f) = M'(R; [)
allora risulta

“m(R; )= MR; f)

con 8 =(yx/4 artg\ B):(x/d —artgV B)

La dimostrazione si ottiene sostituendo nella (2) al posto di
il prodotto PR e tenendo presenti le ipotfesi; risulta

logm(R; f) Y — w(p)
Tog M(E; )= 1—u(p)

da cui 'asserto.
In particolare si ricavano i seguenti due corollari.

CoroLLARIO I. - Da logm(R; f)=o(log M(R; ) per B— oo
seque che per ogni 0 <y <1 e per ogni 0 < B < tgt(ny/4) risulia

M@BR; f) < M(R; f) per R= BB, v).

‘La proposizione cessa di valere se in luogo di 0 < p < tg* (ny/4)
8t sostituisce 0 < B < tg* (ny/4)+ ¢ con e > 0.
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Infatti ponendo nella (2) » = BR si ottiene

log m(R; f)__ log M(BR; f)

e passando al limite per R~ oo tenendo presenti le ipotesi si
ricava l’asserto.

CoroLvuaRrIo IL - Da logm(R; f) = o(log M(RE; f)) e M(BR; f)3=
F=o(M"(R; [)) per B — + oo con y=> 0 segue 8= tg? (ny/4).

Infatti per ipotesi esistera una successione | R, | tale che

im log M(BR,; f)

Iy—o log M(R;; [) =T

Da questa relazione e dalla (14) tenendo presente che log m(R; f) =
= o(log M(R; f)) segue 1’asserto.

Lo studio della funzione 4(r, B; f) definita in (3) consente di
stabilire per le funzioni intere risultati che pongono in relazione
I’'andamento di m(R; f) con la potenza R’ di R.

Vale in proposito il seguente;

TeorEMA VI. - Sia f(2) una funzione intera di ordine p e di
divo v (). Se 0<<p=<1/2 e *> 0 risulia:

— logm(R; f)
1 — 210> 0.

(‘) Una funzione intera f(z) si dice che & di ordine ¢ se &

Tim loglog M(r; f)=P' 0<p=o0).
r—s00 log o

Una funzione intera di ordine positivo » & di tipo t se

lim

= log M(r; f)=_t
Po—00 ,'p ’

0t <oo).

Una funzione intera di ordine p e tipo © si dice che & di acerescimento
® 1)
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Piiv precisamente

=— logm(R; f)
1 g m
R-—lun-:-oo RP

=cfp)-t

essendo c(p) > 0 indipendenie da f.

DiMosTRAZ(ONE. - Per ipotesi per ogni n>0 e R = R(n) ®

log M(E; f)<1+n,

(16) =

inoltre indichiamo con E una successione {7, | di valori di r tali che

log M(ry; f) __

‘r,,'—>-|-oo,
h

T per h— + co
& quindi per h = h(n)

log M(r;;
™

(16) A

Per ogni o fissato (0 < ¢ < 1) indichiamo con E, la successione
| Byt di valori di R con R, = r,/(1 — c).

Scriviamo ora la relazione (2) ponendo al posto di = e R rispet-
tivamente r, e E, presi come precedentemente indicato, otteniamo
— 1
log m(R,,; f)Zl_—__w(l—__ﬂ) - log M(r,; f) —

ol — o)
T1— of{l — a)

- log M(R,; [)

per b= hy(n) (h, abbastanza grande tale che si possano scrivere
la (15) e la (16)). Ne segue

R > Afp, o). — Blp, 0)+n
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dove

(1 —c)f —w(l —oq)
1—w(l—o9)

Afp, o) =

(L —o)f + (1l — G)-

Blp, o) = 1 —o(l—od

Studiamo A(p, ¢) come funzione di ¢ nell’intervallo 0 <o <1
al variare del parametro p (0 <p <<1/2). Si trova che per 0 <p<<1/xw
tale funzione & positiva in tutto 1’intervallo; per 1/z <p <<1/2
esiste un solo valore o, per cui A(p, ¢,)=0 e inoltre A(p, ¢)>0
per ¢, < o < 1. Si trova inoltre che per ogni 0 <p < 1/2 tale fun-
zione ha nell’intervallo indicato un solo massimo positivo per
o* = o¥p) e il -valore di tale massimo decresce al crescere di p.
(Vedere figura)

1A

1

i e= i/em)

2

e: 2/(370
1
3
e=Ymn

O / "'4 o
L = 7/(6m) e

3 .

///e: V2

Tt ,a”l”

-E!
Fig. 1

La funzione B(p, 6) come funzione di ¢ (0 <s5<1) & funzione
decrescente per ogni valore del parametro 2.
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La (17) vale in particolare per ¢* = ¢*(p) quindi per h = h,(n) &

log "W(Rh; I,

R” > Alp, o¥t — B(P; o¥)n,
h

da questa si deduce in particolare

logm(R,; f)
P

lim == Alp, o¥)r

| St R§
e anche

lim logm(R,; f)>0
h—Foo R§

e da queste segue 1'asserto con c(p) = A(p, o*).
TeoremMA VIIL. Sia f(z) una funzioné intera di ordine o e di
1
tipo ©. Se per 0 <p <g» T> 0 fra le successioni {r,| per le quali

log M(rh » f) —_—

3
L

7, — + oo, T per h— + oo

ne esiste una che verifica la condizione

= r,+ 1
1i L N g
ﬁ——[fl{-::o T, + oo
allora
im legm(RB; f)
lim 8™ T o,
R—F» Re

DiMosTRAZIONE., - Abbiamo trovato che per h > hyn) e R, € E;
vale la disuguaglianza (17).

Per ipotesi lim (r,,,/r,) = A << + co ‘sard quindi, per h > h,,
Re—s+4-00
T[Ty, < 2A.
Indichiamo con o, = a,(p) il valore 0 quando 0 <pl < t/=, il va-

lore s,(p) (ove Alp, 6,) =0) quando 1/t <p < 1/2 e prendiamo &=
= (1 — o)A\l 4+ 2A); risulta r.,./Ir. < {1 — . —¢lle.
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Per o fissato e cel, (I =(s,+ ¢ < o<1 —¢) risulta
Ap, ¢) = Min A(p, o) = Min | A(p, 0, +¢), Alp, 1 —¢)| =4,>0
c€1,

B(p, o) < Max Blp, o) = Blp, 6, + ¢) = B..
g€l

Per ogni ce I, quando si assuma 7 <(A_E/2B-e)-r, risulta dalla (17)

logm(R; f)_ 1 -
.Lép_f.zélqe,1>0

per B = R, abbastanza grande indipendente da o, ¢ Re E, con
csel..
L’ insieme El(s) = ] E; copre la parte dell’asse reale a partire
o€l
da un certo R, in poi; risulta quindi

lim log m(E; )

>_.1A_E-r>0.
R—Fx R° =2
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