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SEZIOJNE S C I E N Ï I F I C A 
B R E V Ï NOTE 

Particolari superficie anolonome d'uno spazio 
a eonnessione lineare 

Nota di FBANCBSCO S P E B A K Z A (a Bologna) (*) (**) 

Sunto» - Si riferiscono vari risultati sulîe superficie anolonome oVuno spazio 
a eonnessione lineare,.per le quali laproiettività di Bompiani è singolare. 

Sumiuary. - Some results on non holonomic surfaces (in a linear connexion), 
whose Bompiani projectivities are singular, are related. 

!• l u questa Nota si espongono alcuni risultati su particolari t ipi 
di superficie auolouome d'uuo spazio a eonnessione l ineare a tre 
dimensioni. Per le dimostrazioni e per maggiori dettagli si r imanda 
ad un lavoro in corso di stampa negl i «Annali de lFUnivers i tà 
di Ferrara», dal titolo «Tipi particolari di superficie anolonome 
in uno spazio a eonnessione lineare » : di questo conserveremo le 
denomiuazioni e la numerazione. 

Indichiamo alcuni particolari tipi di connessioni l ineari £a (1) 
<îhe si considereranno nel seguito; accanto a ciascuno scriviamo 
le èspressioni délie forme di torsione o di curyatura che l ' indi-
yiduano (quando non è scritta Fespressione générale, s ' intende 
•che le forme non scritte si ricavano permutando circolarmente 
gr iudic i ) (*). 

(*) Lavoro eseguito nell'arabito dell'attività dei Gruppi di Eicerca 
-Maternâtica del Consiglio Nazionale délie Bicerche. 

(**) Pervenuta alla Segreteria dell'U. M. I. il 12 aprile 1964. 
(1) Per quanto riguarda le connessioni lineari, si vecia A. LICHNEROWICZ, 

Théorie globale des connexions et des groupes d'holonomie (Oemonese, 
Roma 1955), p. 72 e segg. 

(2) Sui tensori di curvatura e di torsione, cfr. E. CARTAN, Sur les 
variétés à connexion affine et la théorie de la relativité généralisée, « Ann. 
.Ec. Nom. Sup.. (Ser. III) t. 40, p. 325 (1923), t. 41, p 1 (1924), t. 42, 
p. 17 (1925); T. cap. VIL 
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1> Connessioni per cui è nullo i l 1° tensore di torsione %\ 
a< = w< /\ tym 

2) Connessioni (5¾ per le quali esiste un «piano» per ogni 
punto e giacitura (si annullano % e il primo tensore di curvatura): 

a* = o>« /\ 4», o4
4 = v — J*6>3 A wl — G'w1 A w% 

n; = J V A «• + « . « ' A »*, ^2 = ff1»1 A wl - X***»1 A » ' -

3) Connessioni (¾) per le quali s'annullano il 1° e i l 3° ten­
sore di curvatura: 

(i, ï, i" permutazione di classe pari di 1, 2, 3). 

4) Si : sono quelle appartenenti ai tipi 1) e 3) contempora-
neamente . 

5) 2 , localmente a parallelismo assoluto : H{ = 8; O. 

6) Cî**: sono quel le appartenenti sia al tipo 1) che al tipo 5) (8). 
fy è n n a forma l ineare; V, Q forme quadratiche esterne). 

Ciô premesso, s ia S una superficie anolonoma d'uno spazio a 
eonness ione l ineare : s ia Ç il piano associato ad ogni punto o e V , 
(piano tangente). S gênera la proiettività di B O M P I A N I K (% che 
è un'applicazione délia stella di direzioni dello spazio Ta tangente 
i n a al la V3 nel piano affine rigato di sostegno S, e di conseguenza 
nna proiettività K' (subordinata a K) applicazione del fascio di 
direzioni di \ i n se stesso. Per ogni congruenza r di curve, resta 
definito in ogni punto a un cono quadrico, luogo délie direzioni 
da tali che le tangenti aile immagini in uno spazio affine délie 
curye di r in a ed in a + da siano incidenti : quando r è un 
sistema di asintotiche, si ha i l cono di B O M P I A N I (5). 

(8) Per quanto concerne tali tipi di £3 , ofr. E. CAIITAN, op. cit. in {% 
n. 6* ed F. SPBRANZA,OSuperficie anolonome d'uno spazio a eonnessione 
lineare. Determinaeione di particolari tipi di connessioni, «Atti Ace. Se. 
Ist. Bologna», (Ser. XI) T. 10 s , p. 123 (1963), nn. 4 e 6. 

Sui «piani» e sulle C3 che ne posseggono, cfr. B. CARTAN, op. cit., n. 64. 
(<) Cfr. B. BOMPIANI, Sulle varietà anolonome, Note I, I I : cRend. Ace. 

ISTaz. Iiincei» (Ser. VI), Vol. 27, pp. H7 e 45 (1938^, n. 4; G, VRANCEANU, 
Leçons de géométrie différentielle. Vol. II (Ed. de l'Acad. de la R.P.R., 
Bucuresti 1957), p. 238 e seçg. 

(¾) Cfr. (per le superficie anolonome d'uno spazio proiettivo) E. BOM­
PIANI, op. cit. iti (4). n. 7; T. MIHAILESCU, Sur Iqs variétés non holonomes 
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Quasi sempre supporremo K (e quindi anche K') singolare: 
diremo direzione tr (o stazionaria) la direzione di Ta a corrispon-
dente indeterminata in K' e direzione © (o fissa) la direzione cor-
ris pondeute in K' ad una direzione generica (non stazionaria). Le 
relative curve si diranno curve <r (stazionarie) e curve (p (fisse): 
esse sono le curve asintotiche di S. Quando sono distinte, S si dira 
Si, quando coincidono Su, quando sono indeterminale S m . 

Le Si e Su si distiugueranno in due tipi, a seconda che, per 
un punto a geuerico, le rette corrispondenti in JTad una direzione 
generica costituiscono un fascio proprio (e si hanno in tal caso i 
sottotipi Si, SU) O improprio (e si hanno allora i sottotipi S?, Sn). 

Per le Sm, ne 11 a K relativa ad un punto geuerico pu6 accadere 
che la retta corrispondente ad una direzione generica sia propria 
(Sm) o impropria (Sm). Per le S? si definisce poi il piano T, luogo 
délie direzioni la cui retta corrispondente ô parallela alla dire­
zione <r; per le S?, SÏi, il piano T è il luogo délie direzioni la cui 
retta corrispondente è impropria. Infine, diremo, per una Sm, 
direzione w la direzione parallela alla retta corrispondente ad una 
retta generica, e curve w la curve relative. 

2. Diamo anzitutto la costruzione délia più generica S a K 
singolare, e piu precisamente délie S di cui sono assegnate le curve 
<r. Cominciamo ad osservare che le curve a sono le (eventuali) curve 
di S lungo le quali ï viene trasportato per parallelismo ; e le im~ 
magini délie curve <r in uno spazio affine sono curve piane. Allora, 
assegnato un sistema di curve y i cui sviluppi siano curve piane, 
se esse non sono auto parallèle, si associ ad ogni punto il piano 
che ha per immagine il piano contenente Vimmagine délia curvq; 
se esse sono autoparallele, si prenda su ciascuna di esse un punto 
e un piano del relativo spazio tangente contenente la direzione di 
Y, e si trasporti taie piano per parallelismo lungo y: le curve y 
sono allora le curve c délia S cosï costruita. 

Si hanno i seguenti risultati: 

I) Per una S qualsiasi, i coni di BOMPIANI ^relativi ad un 
sistema di asintotiche A sono degeneri allorchè si verifiea uno dei 
seguenti casi: 

1) Le curve X sono autoparallele; la tangente a X è allora retta 
singolare del cono. 

de l'Ss projecttf «Bull Math, de la Soc. Roumaine des Sciences», T. 44, 
p. 35 (1942); Sur les variétés non holonomes paraboliques, ibid. T. 45, 
p 139 (194H). 
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2) K è smgolare, le X essendo le curve fisse di S; ; fa allora 
parie del cono (*). 

II) Se i coni di B O M P I A N I relativi aile curve fisse di una S\ 
sono piani doppi., o sono indeterminati, le curve <p sono autoparal­
lele. Gh spazi net quali la proposiztone si pub invertir e sono quelh 
con un «piano» per ogni punto e giacitura ( ¾ . 

III) Se valgono due délie ire proposizioni 

a) Le curve c di Si sono autoparallele 

a') I ptant T danno luogo ad una S organizzabile (cioè sono 
i piani tangenti aile superficie d'uno strato): 

a") Il 1° e il 3° tensore dt curvatura sono nulli, 

dove si suppone che a), a') valgano per una Si che in ogni punto 
abbia arbitrari il piano T e le direzioni ®, ¢7 (e quindi anche il 
piano ;), allora vale pure la terza. 

D'ora in poi, quando si dira che qualche elemento dJ uua S 
(o d'una superficie) è arbitrano, s'intenderà che per ogni punto 
esiste una S di cui quegli elementi si possono assumere ad arbitrio. 

IV) In uno spazio esiste una &i con piano T e direzioni ©, c 
arbitrari se e solo se esso è localmente a parallelismo assoluto. 

P e r avère un esempio di Si , si consideri in uno spazio a pa­
rallel ismo assoluto una direzione, e la si trasporti per parallelismo 
in tutti i punti, ottenendo cosï un sistema di autoparallele. A 
ci'ascun punto siJ associ un piano contenente la tangente alla rela-
t iva autoparallela. in niodo che i piani associati ai punti di questa 
non si portino gli uni negli altri per paral lé l i sme 

V) In uno spazio a parallelismo assoluto locale la superficie 
anolonoma dei piani T oVuna S? è organizzabile. 

VI) In uno spazio a parallelismo assoluto locale, il cono di 
B O M P I A X I délie curve x» di S? si spezza nei piani ;, T, a meno che 
le curve cp non siano autoparallele. nel quai caso è indeterminato. 
Inoltre, se le curve 9 d'nna S? sonù autoparallele, esse sono paral­
lèle. 

(°) Per una S dello spazio proiettivo, tali risultati si possono dedurre, in 
parte, da quelli di MIHAILKSCI,, Systèmes triples de variétés non holonomes 
linéaires de l'espace projechf ordinaire, «Ann. dï Mat. « (Ser. IV; Vol. 53, 
p. 231 (1961), v. § (i. Cfr. pure la seconda op. cvt ni (D). 
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Diciamo che un sistema di autoparallele, in uno spazio a 
parallelismo assoluto. è costituito di parallèle allorchè le loro 
direzioni si portano 1' una nell 'altia per parallelismo. 

Per una superficie indichiamo con K' la proiettività délie tan-
genti coniugate. 

VII) Se esiste una superficie a punti parabolici, con piano 
tangente arbitrano, per la quale valga una délie due propnetà 

1) K' è smgolare, oppure 

2) il piano tangente viene trasportato per parallelismo lungo 
le asintotiche, 

il tensore % e nullo • se cio accade, per ogni superficie a punti 
parabolici valgono le 1), 2). 

VIII) Per ogni superficie a punti parabolici le asintotiche sono 
autoparallele lunr/o le quali il piano tangente è trasportato per 
parallelismo se e solo se la conn°ssione è del tipo £|j. 

IX) Se esiste una S„ organizzabile, con piano tangente arbi-
trario, % è nullo- viceversa, se % è nullo, ogni Su è organizzabile, 
anzi, tutti gli strati di superficie parabohche sono délie S„. 

X) I coni di BOMPIANI oV una Su degenerano in ; ed m un altro 
piano, che passa per la tangente asintotica se e solo se le curve a 
sono autoparallele (ma che puo esser indeterminato). 

XI) Per ogni Sn le curve asintotiche sono autoparallele se e 
solo se £3 è £°. 

XII) Il cono associato ad nna congruenza T di curve non 
asintotiche d'una S„ contiene sempre la direzione G e la tangente 
alla curva di T; se valgono due délie ire proposizioni 

P) il conoy è tangente lungo s al piano cui corrisponde in K 
la tangente alla curva di T ; 

S') i piani di cui sopra inviluppano uno strato, 

3") £3 è localmente a parallelismo assoluto, 
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dove si suppone che p), p') valgono per ogni Su, allora vale anche 
la terza. 

XIII) In uno spazio esiste una S„ con piani \, T arbitrari se 
e solo se si annullano il 1° e il 3° tensore di curvatura. 

XIV) Per una eonnessione del tipo £3', le curve asintotiche 
à'una SJI sono autoparallele. 

XV) Se per una eonnessione del tipo £ / esiste una S„ orga­
nizzabile con piano l arbitrario, la eonnessione è del tipo £J ; vice-
versa, se cià accade, ognt Su è organizzabile. 

XVI) Se per una SH con piani l, t arbitrari la superficie ano* 
lonoma dei piani T è organizzabile, lo spazio è a parallelismo asso­
luto locale; m un taie spazio, la superficie dei piani r oVuna S", è 
sempre organizzabile. 

XVII) Per una eonnessione £3' t coni di BOMPIANI oVuna 
SÎi si spezzano in l ed in un altro piano per la tangente astntotica; 
se esso risulta esser T per una S^ con pianiJz, T arbitrari, lo spazio è 
localmente a parallelismo assoluto • e in tali spazi i coni di BOMPIANI 
si spezzano %n \, T, O sono indetermtnati. 

XVIII) In una eonnessione del tipo £3'̂  le curve asintotiche 
d9 una S?! sono tali anche per la superficie dei piani T. 

XIX) In una eonnessione del tipo £3', la superficie dei piani 
T è, per ogni Su, a K singolare se e solo se la eonnessione è local­
mente a parallelismo assoluto. 

XX) Se £3 è localmente a parallelismo assoluto, le cuive <p di 
una Sn sono tali anche per la superficie dei piani r; se e solo se 
le asintotiche SÎÏ sono parallèle, la superficie dei piani T è una 
Sj , o una SÎi, o una Si„ per la quale le curve <p di S?i sono curve w. 

Per avère una Su le cui asintotiche sono parallèle, si applichi 
la costruzione che segue IV), con Pavvertenza che i piani 5 siano 
trasportati per parallelismo lungo le asintotiche (la S generata puô 
perô anche essere di tipo più particolare). 
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XXI) Se le asintotiche oVuna Su sono autoparallele fra di 
loro parallèle, i coni di BOMPIANI sono indeterminati, e viceversa. 

XXII) Uno spazio a parallelismo assoluto locale, se la super­
ficie anolonoma dei piani T relativa ad una S» (con piano \ arbi­
trario) è una Su o una S1U, è del tipo £;••; e, in un taie spazio, 
la suddetta superficie è sempre una Su o una Sm. 

XXIII) Il cono associato ad una congruenza dt curve d'una 
Sm dégénéra m ç ed in un altro piano, che passa per la tangente 
alla curva délia congruenza se e solo se questa è costituita di auto­
parallele. 

XXIV) In uno spazio esiste una S m con piano % e direzione 
<o arbitrari se e solo se la eonnessione è £![. 

XXV) In una eonnessione £3, le S\u sono tutte e sole le fami-
glie di « piani» non «parallelt* (se esistono famiglie dt «piani 
paralleh», tali cioè che i piani tangenti si trasportino gli uni 
negli al tri per parallelismo, esse sono B°lu). 

XXVI) Se per una S i n , con direzione co e piano l arbitrari, 
le curve w sono autoparallele, £3 è £î ; ed in tait spazi le curve 00 
d'ogni s!„ sono autoparallele. 

XXVII) Il cono relaiivo aile direzioni «o d'una SÎn è sempre 
dégénère, una componente essendo t; se esso è un piano doppio per 
una SIn (con piano l e direzione « arbitrari), £8 è £*••: viceversa, 
in tali spazt il cono suddetto è sempre un piano doppio (o è inde­
terminato). 

XXVIII) In uno spazio esiste una SÛi con piano <; arbitrario 
se e solo se lo spazio è localmente a parallelismo assoluto. 

In un taie spazio le Sm si costruiscono assumendo in uno degli 
spazi tangenti a V3 un piano e trasportandolo per parallelismo 
negli altri spazi. 

XXIX) Se una Sm è organizzabile, essa consiste oVuno strato 
di «piani paralleli» : cib accade per una S,n con piano 5 arbitrario 
se e solo se £8 è £•••. 


