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Le trasformazioni d’un piano in s® approssimabili con una
trasformazione quadratica dotata d’una conica di punti uniti.

Nota di FraNncEsco SPERANZA (a Bologna) (¥) (*¥)

Sunto. - Si determinano le condizioni affinché una trasformazione puntuale
ammetta almeno una trasformnzione gquardratica osculatrice o semi-
osculatrice con conica di puniti uniti, in un punto unito o in une
coppia generica.

Sammary. - Conditions are given for a pnint-transformation between tiwo
superposed plains to have, in a fixed point or 1n a general pair of corre-
sponding points, at least an osculating, or semi-osculating, quadr.tic
transformation with a conic of fixed points.

1. Numerosi tipi di trasformazioni si possono caratterizzare
imponendo che in ogni coppia di punti corrspondenti esse siano
approssimabili con trasformazioni di tipo prefissato. In particolare,
poi, si possono considerare corrispondenze d’uno spazio in se, nel
qual caso, ovviamente, le trasformazioni approssimanti possono
presentare una maggior varietd di tipi distinti.

In questo lavoro si determinano le condizioni affinché una cor-
rispondenza I d’un piano in s sia approssimabile fino all’intorno
del secondo ordine con una trasformazione quadratica (t.q.) dotata
d’una conica di punti uniti. Per quanto concerne Papprossimazione
di trasformazioni, essa pud intendersi nel senso che le curve cor-
rispondenti ad una curva abbiano contatto geometrico (o analitico)
dell’ordine prefissato: se il contatto & del primo ordine, le tra-
sformazioni si diranno, rispettivamente, semi-tangenti (o tangenti);
se & del secondo ordine, esse si diranno semi-osculatrici (o rispet-
tivamente, osculatrici).

Riguardo al problema qui frattato, ricordo che M ViLua ha
gia determinato le trasformazioni quadratiche osculatrici (t.q.0.)
ad una trasformazione fra piani sovrapposti in un punto unito,

(*) Lavoro eseguito mnell’ambito dell’attivita dei Gruppi di Ricerca
Matematica del Consiglio Nazionale delle Ricerche.
(**) Pervenuta alla Segroteria del’U.M.I. il 4 marzo 1964.
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stabilendone varie proprieta ('): nel seguito mi varrd delle equazioni
delle f.q.0. determinate nel lavoro citato.

Data una trasformazione 7' d’un piano in s@, si determineranno
le condizioni uffinché, in una sua coppia regolare, esista almeno
una trasformazione quadratica semi-osculatrice (t.q.s.0.}, o almeno
una t.q.0., dotata d’una conica di punti uniti: e cid in un punto
unito, o in una coppia di tipo generico, o in una coppia tale che la
retta congiungente i punti corrispondenti sia unita nella proiettivita
determinata dall’intorno del 1° ordine di 7. Dai risultati trovati
si deduce poi che le T per le quali esiste almeno una t.q.s.o. con
una conica di punti uniti, in una coppia generica, sono quelle che
posseggono oo! rette unite; e le T per le quali esiste, in una coppia
generica, almeno una f.q.o. con una conica di punti uniti sono
quelle che posseggono un fascio di rette unite.

2. Consideriamo una trasformazione T d’un piano in s® (0o fra
due regioni d’un piano) che sia localmente invertibile e di classe
C* (u = 2). Per ottenere tutte le t.q.s.0. (v. n. 1) a T'in una coppia
A, A, basta considerare una generica trasformazione 7" semi-oscu-
latrice a T in 4, A. e trovare le tq.0. a T’ in 4, A. Tali T’ sono
intanto tangenti a T (*): se le equazioni di 7, T’ sono

% =02+ dy + a'ux2 + 2“.;“:?] + a"y: + ...
v =02 + by + b, ®° + 2b,,ay + byyy® + ..,

T)

\ u=a,x + a,'y + a',,2* + 20’ 2y + &'yy* + ...

T
? v=>b"2+ b’y + b,,’x* + 2b,,’xy + by,'y* +. ...,

(1) Cfr. M. ViLLA, Una cubice collegata ad un punto unito d: uwna
trasformagione puntuale, « At1i Ace. Ligure Sci. e Lett.», Vol. 9, p. 165
(1952). Per le proprietd gene:ali delle t.q.0., cfr. M. ViLLa, Trasformaziont
quadratiche osculatrici ad una corrispondenzu puntuale fra piani proiet-
tivi. I. Le proiettivita caratteristiche. I1. Loro costruzione, « Rend. Ace.
Italia» (Ser. VII): vol. 3, p. 718 (1942) e vol. 4, p. 1 (1943).

(?) Due trasformazioni semi-osculatrici (o semi-tangenti) si chiamano
anche quasi prossime d'ordine due (o rispettivamente, uno): cfr. B. SEGRE,
Corrispondenze analitiche e trasformazioni cremoniane, « Ann. di Mat.»
(Ser. IV), Vol. 28, p. 107 (1949), n. 5. Per la proprietd qui utilizzata. cfr.
B. SEGRE, op. cit., n. 6.
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le condizioni affinché siano semi-osculatrici sono

a,=a,, b.,=0b,
(1) a'y—a,=ma, 2(a,,—a,)=ma,+ne, a,,— A= na,

b, —b, =mb, 200", —b,,)=mb,+nb, b,,— b,,=nb,

per m, n opportuni.
Escluderemo d’ora in poi le coppie a direzioni caratteristiche
indeterminate, nelle quali non si hanno t.q.0. né t.q.s.o.

Nei nn. successivi scriveremo le equazioni delle f.q.s.0. nei vari
casi che si presentano.

3. Consideriamo in questo numero una coppia tale che 4 = A.

La proiettivith & relativa all’intorno del 1° ordine di T pud
esser generica, o parabolica, o identica (in questo numero non si
fanno questioni di realita). Le t.q.0. nei vari casi sono gia state
determinate da M. ViLLa, il quale ha anche dimostrato che, se
glinvarianti topologici di T in A = A4 sono =1, ogni t.q.0. ha
un numero finito di punti uniti (?).

Per esaminare i casi rimanenti, cominciamo a supporre che
la & sia generica o identica; dette

x = ax + @,x* + 2a’|zxy + azzy? + .
@ )
Yy ="by + b,,x* + 2b ,xy + byy’ + ... (ab3=0),

le equazioni di T (essendo unite in & le rette x =0, y=10), le
equazioni delle f.q.o. sono

ba,,xx+a,(axy-+bxy)+aa,.yy+ablax—x)+Naxy—bry)=0

bb, \ xx+b,,(axy -+ bxy)+ab,,yy-+abby—y)4wlaecy —bxy)=0, (%)

(3) Cfr. M. ViLra, la 1? op. cit. in ({), nn. 3, 5, 6.
(4) Cfr. M ViLLa, op. cit. in (3), formule (1) e (2).
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e quindi, tenendo conto delle (1), si hanno le t.q.s.0.
b(a,, —|—ma)m:£+(a,,—|—ga)(ax§ +bxy)+aa,yy -+ ablax—x)-+-Maxy — bay)=0
bb,,mz+(b,,+’—2" b)(axz} + bay)+a(by,+nubjyy+abbdy  y)+p(axy - bey)=0:
ed i relativi punti uniti sono dati da
g b(a,,+ma)x"—|—l(a+b)<a,,+ga)+)\(a—-b)]xy+aa,,y’+ab(a—1)x=0
| b+ [(0+ 0ot ) a5 — 1=

Si ha una conica di punti uniti quando le due comiche coin-
cidono, o quando una delle due equazioni & identicamente soddis-
fatta. Lie due comiche coincidono (si ricordi che ab = 0) solo se

a,, + m 2a,, +n (279 0

by, 2b,, +m by +

Le prime due relazioni dicono che A & un punto d’ipercoin-
cidenza per T (®), cioeé che !’identith & tangente a T in A4 =A4;
le rimanenti sono sempre verificate per opportuni valori di m, n.

Imponiamo ora che una delle equazioni (3) sia identicamente
soddisfatta; possiamo supporre che cid accada per la prima (per
Paltra si hanno le medesime conclusioni, salvo lo scambio delle
variabili x, y). Essa svanisce solo se

a=1, @y=0, a,,-{—m=(1+b)(a,,+g)+7\(1—b)=0.

La @ = 1 significa che il punto unito 4 non & isolato, poich®
il punto infinitamente prossimo su y =0 & unito: cioé che le

(3) Cfr. F. SEVERI, Serie, sistemi d’equivalenza e corrispondenze algebriche
sulle varieta algebriche, a cura di F. ConrorTo ¢ E. MarTINELLI (Cremo-
nese, Roma 1942) p. 273 e segg.;: F. GarTa, Aclaraciones sobre los puntos
de coincidencia de una correspondencia entre variedades algebraicas super-
puestas, « Rev. Mat. Hispano-Americana» {Ser. 1V) Vol 11, p. 132 (1951);
v. p. 185.
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curve tangenti ad y =0 hanno contatto analitico del 1° ordine
almeno con le corrispondenti (& sufficiente che cid accada per
una curva); la a,, = 0 significa che x =0 & retta caratteristica.
In entrambi i casi le trasformazioni quadratiche considerafe
s0no oo’
Si ha una t.q.0. con conica di punti uniti se le precedenti rela-
zioni sono soddisfatte per m =n = 0. Per il primo tipo si ha

ay, Q) Qg

(4) a=>b=1, =0,

bll bll bi!

ciog I’identitd & tangente, e la linearizzante relativa fa corrispon-
dere ad una retta generica una retta fissa; essa infatti &

£ =0, 4 26,81 + a,,n° n = b5 + 20,50 + byyn?

(si esclude che l’identitdh sia osculatrice, cioé che a,, =b;, =0,
perché in tal caso mon vi sono t.q.0): tutte le ~o® t.q.0. hanno una
conica di punti uniti.

L’ultima condizione pud anche esprimersi cosl: vi sono almeno
due direzioni (da contarsi con la dovuta molteplicitd) lungo le
quali una curva e la corrispondente hanno contatto analitico del
2° ordine almeno. Considerata la curva y=kx + hx®+ ..., e la
sua corrispondente

© =%+ (@, + 20,k + k)L’ + ...
Yy =kx 4 (h4b,, + 2b,k + by,k)x? 4 ...
esse hanno contatto analitico del 2° ordine solo se
a,, + 2a,,k + a,,k* =b,, + 2b,,k + b.,k* = 0.
In generale queste sono incompatibili; vi sono due soluzioni

solo nel caso si verifichino le (4).
Per il secondo tipo, si deve avere

a=1, a,=a,;=0 (1+bda,+ 71l —-b=0.

Se b1, Pultima da }; altrimenti si ricade nel caso precedente
(ea=b=1, a,=0).
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Solo se a =1, esistono oo! omologie tangenti con asse fisso
in y =0, e centro variabile su x =0:

x

T+wy Y 1%uy

X =

e le relative linearizzanti sono

£ = a8 + (2a,y + p)in + aym?, 7 =..

e, quindi, solo se a,, = a,, = 0 alle rette x =0, y = 0 corrisponde
la 2" = 0.

Le t.q.0. con conica di punti uniti sono oo

La relazione a,, = 0 pud interpretarsi anche in questo modo:
sia M(0, £) un punto della x = 0; associamo ad ogni P di y =0
la proiezione su y = 0 del corrispondente da M; si ha la corri-
spondenza

—Ex + a2t +...)

® = 5 =z -+ a,x*+ ...
— E4 b2 + ..
Solo se @;, =0 vi & contatto analitico del 2° ordine.
OsSERVAZIONE. Le relazioni @ =1, a,, = 0 significano pure, se
s @y 1Y s

b= 1, che v’2 una curva (necessariamente tangente a y — 0)

Yy = hx® 4 ..
che con la corrispondente
x=ax + a2 + ... y=(hb+b,)x* + ...
oy . bll
ha contatto analitico del 2° ordine almeno (con h = —5—1i/" Se
b =1, invece, occorre sia anche b,, =0, ma in tal caso tutte le

curve con tangente y — 0 soddisfano la condizione. Quindi, se §
& generica, si pud dire che esiste una t.q.o. dotata di conica di
punti uniti solo se una direzione unita & caratteristica e lungo
Paltra esiste una curva che con la corrispondente ha contatto
analitico del 2° ordine (e tali t.q.0. sono oo?).
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Supponiamo ora che § sia parabolica; la T si pud scrivere
) % z = a(x + y) + a,,2" + 20,2y + a,,y* + ..
y= ay + b, + 2b,,xy + byy' + ... (a==0) ()
Le t.q.s.0. sono
(@1 + M)z + (26, — @), +R)2Y +(asy +0lyy + a¥(@+y)— ax+dafey — xy — yy—)=0
by2a+(2b,s ~ by +mjay + (b, + nyy + @’y — ay + palxy — xy — yy) =0,
ed i punti uniti sono dati da

: (@), +m)x’+(2a,,—a,,+n)ey+(a,,+n—ra)y* +(a*—a)r+a’y=0
b, 2°+(2b,,— b, +m)zy+(byy +n—pa)y’+(a*— aly=0.

Le due coniche non possono coincidere, perd la seconda equa-
zione pud svanire:

(6) a=1, b,=0, 2b,+m=0b,+n—u=0.

Le ultime due danno m, n, mentre le prime due indicano che
le curve tangenti ad y =0 (y = ha® 4 ..) hanno contatto analitico
del 1° ordine e geometrico del 2° ordine (almemno) con le corrispon-
denti, che sono

x = ax + (ah + a,,)% + ... Y =(ah + b,)w* + ...;

e viceversa. Si osservi che la y =0 & caratteristica, e che, per il
verificarsi di (6,,2), & sufficiente imporre il contatio con la corri-
spondente ad una sola curva. Le t.q.s.0. con conica di punti uniti
sono oo?

Si ha una t.q.o. con conica di punti uniti se le (6) valgono
per m =n =0 cioe se

(6) Cfr. M ViLLa, op. cit. in (2}, formula (5) (salvo la posizione @y =bs;).
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Ora, per la (D) esistono oco! omologie tangenti solo se ¢ =1, e sono
s P g g s

e le relative linearizzanti

= 7 = b7 + 2b,sfn + (by, + v’

fanno corrispondere ad ¥y =0 la y =0 contata due volte solo
se b, =b,, = 0. Le t.q. considerate sono oo'.

Concludendo:

Esiste almeno una t.q.s.0. in un punio wunito, con una conice
di punti units, in questi casi:

I) Le due rette unite in & (distinte o coincidenti) hamno, con
le curve corrispondenti in T, contatto una anclitico del 1° ordine, e
Valtra ordimario del 2° ordine (alineno).

II) L’ identita & tangente (ipercoincidensza).
In entrambi i casi le f.q.s.0. con conica di pnnti uniti sono oo®
Esiste almeno una t.q.0. con conica di punli uniti in questi casi:

I) Esistono esattamenie oo' omologie tangenti, con asse fisso e
cenlro variwabile su una retta (entrambe unite in §). Nella lineariz-
zante relativa ad una generica di esse, alle relte unite in 8, e ad
esse sole, corrisponde ¢l luogo dei ceniri.

1I) L'identita & tangente, e la linearizzante relativa fa corri-
spondere ad una relia generica una retia fissa.

Nel caso I) vi sono o' f.q. soddisfacenti 1’enunciato; nel II)
tutte le f.q.0. hanno una conica di punti uniti.

Si pud osservare che in questi due ultimi tipi il punto unito
non costituisce mai una coincidenza perfetta (7).

4. Sia ora 4, A una coppia di punti corrispondenti distinti,
tale che la retta A4 non sia unita in & (coppia di tipo generico).
Dimostriamo che:

In una coppia di tipo gemerico non vi sono .q.s.0. con una conice
di punti unité.

(") Cfr. le op. cit. in (3}, e inoltre B. SEGRE, Sulla perfezione delle
coincidenze isolate, « Rend. Acc. Naz. Lincei» (Ser. VIII}, vol. 10, p. 335
(1951,).
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Infatti, le equazioni di T si possono scrivere (?):

= 4 ayx® + o, 2y + %5,y° + ..o,

=y + By’ + 81,2y + Bosy® + ...

i g

Si possono applicare ancora le (2) e le (3) dell’op. cit. in (),

- -1
sostituendo (ad x)g, e (ad o) = (cfr. le (2)): le t.q.s.o. sono quindi:
x x

(a,o+m)x§+“";L”(x+yé)+«o,y+x?a—13+Mx—yzj)=0
Baoty + p,, " @+ y9) + (Boz + 0y + Y& — 1 + ple — yy) =0.

I punti uniti sono dati da:

o, +n+ 2\

(m,o+m)xy+x*+“°“+$)y Flry— Yy + 15— % =0
1 —2 pn 2
(B + Ny + TR o oy R,

Le due equazioni non possono coincidere, né una d’esse pud
esser identicamente soddisfatta, da cui P’asserto.

5. Consideriamo ora una coppia A, A tale che la AA sia unita
in &, che & quindi una prospettivita (coppia « prospettica»).
Dimostriamo che:

In una coppia prospettica, se e solo se la AA & retla caratteri-
stica esiste almeno una t.q.s.o. con conica di punili unili; ve ne
sono, allora, oco'. Se e solo se le retie AA relative a tre punti
infinitamente vicini formano fascio v’¢ almeno una t.g.o. con conica
di punti uniti; in tal caso, tuite le t.q.s.0. con conica di punti uniti
sono osculatrici.

(3 O L. MuraccHINI, Sulle trasformazioni puntuali fra piani proiet-
tive sovrapposti, + Boll. Un DMat. Ttal.» (Ser. I1l), vol. 9, p. 360 (1954),
formule (14).
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Le equazioni di T si scrivono (9)

= ayf + ax* + o, 2Y 4 oy’ + ..,
()

R~ 8l

2 + ..6309‘;i + Buxy + Boy® + ...

Tali sviluppi rientrano, formalmente, nel tipo (2); basta porre

= in luogo di i,g in luogo di y, e
x
a=b=uq @y = Py, 2a,, =8y, gy = Boss
byy = oy, 2b,, = %y, bay = %,
Le t.q.s.0. sono quindi:

|Il+

; (Bgo +Mmx + —5— (x?} +y+ .302?/!7 + azr—a+ )‘("”?; —Y)=

( @y + 2 (@ + )+ (e + WYY + 'y — o +uley  y)=

I punti uniti sono quindi dati da-

pu""n 2)\9_“:0

/
| oot PR 2 oyt Buat + B+ i P2

2 — Oy —
l 01..+'m-£2ﬁ -|_2(JL*"'7?I'|‘(°‘02‘*"”‘)?/’"|'°‘205"+QL“-*--Im‘z‘alJt 21“'!/:0-

Le due equazioni non possono coincidere, e la prima non pud
esser identicamente verificata: ma cid pud accadere della seconda:

B antm+2tty)=apt+n=0y=0,4+m- 2Axtp)=

(%) Cfr. I’op. cit. in (8), formule (18): le formnle che seguono differiscono
da quelle citate, in quanto, non occorrendo gli sviluppi canonici di T,
non si & specializzato 1’intorno del 2° ordine di 4, 4.
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Esse sono sono soddisfatte, per opportuni valori di m, =, g,
solo se «,, =0, cioe se la y =0 & caratteristica, e le t.q. in questione
sono oo' (A arbitrario).

Converra osservare che, scritte le equazioni di I' nella forma

= f(x: y)v = q’(x' ‘!/):

]l
Ril=

1a curva L, luogo dei punti 4 per cui la A4 & unita, &
| yo—f (1 —ao)fe + (@f — Yl
| l—wy (1 —ag)fy + (of — vy
e la sua tangente nell’origine, secondo le notazioni (7), &
(o — ot — o, )y — 2xy, = 0.
S8i ritrova che la AA & caratteristica se & tangente ad L, e

viceversa (!9).
Si ha una t.q.0. con conica di punti uniti solo se

9 %y F 20 + p) = gy = 0y =, — 2a - p) =0,

cioe se

— — 2 J—
Uy =gy =&, +2* —a =0

{« opportuno) e quindi la tangente ad I, & indeterminata: ma la
condizione non & sufficiente. La refta congiungente i punti

A¥z, y, 1), A*1, ay + ..., ax + ...)
)

(10) [— oy —ap@® 4 (0 — )2y — opy® + . ]X +
+l—wx*+ .. ]JY — y +axy + .. =0.

La AA & Y=0; trascurando gl’infinitesimi del 2° ordine si

1
ha wuna retta che la incontra nel punto (-—o—c, 0). La (10)

(1) Cfr. L. MURACCHINI, op. cit. in (8), p. 862.
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dassa da questo punto, per ogni z, 9, solo se
oy = &), — & + & =0y, =0

da cui ’asserto. Si osservi che la condizione or ora imposta alle
AA comporta Vinleterminazione della tangente ad L, e quindi
anche che la A4 sia caratteristica. Inoltre dal confronto delle (Sy
o delle (9) si ha che, quando le ultime sono verificate, le t.q.s.o.
con una conica di punti uniti sono osculatrici. In entrambi i
casi, le coniche di punti uniti formano un fascio, dal quale si
sia tolta una conica degenere (la xy —uy =0, spezzata in A4 e
nell’asse della prospeftivita &) ('!).

6. Indicheremo con T, una T che possiede oco' refte unite, e
con T} una T che possiede un fascio di rette unite (se la T non
& definita in tutto il piano, si fratterih di segmenti corrispondenti
allineati):

Tutte e sole le T che, tn ogni coppia (a jacobiano non nullo e
a direziont caratlteristiche non indeterminate) di punii distinti, pos-
seggono almeno una l.qg.s.o. (vispettivamente una ?.g.0.) doiata di
conica di punti wnili, sono le T, (rispettivamente le Ty ).

Vi sono, in entrambi i casi, oo' t.q. del tipo detto per ogni
coppia.

Infatti, se e solo se la coppia generica di punti corrispondenti
& prospettica, T' & una T,; quindi, se T non & una T,, in una
coppia generica non possono esservi f.q.s.0. con conica di punti
uniti (n. 4). Invece, per una T,, § & una prospettivita ed alla
retta AA corrisponde se stessa ('?). e quindi essa & caratteristicn.
percid (n. 8) vi sono oo! t.g.s.0. con conica di punti uniti.

S'® poi visto che esistono t.q.0. con una conica di punti uniti
se tre rette AA successive passano per un medesimo punto; allora
ogni retta del loro inviluppn & retta cuspidale, e quindi esse for-
mano fascio; e viceversa.

OssERVAZIONE. In una T, di regola, v’@ una curva T di punti
uniti. Sia O un puanto di I': la tangente ivi a " ({) e la retfa s unita
in T, e passante per O sono unite. Rappresentando T, con le
equazioni ('?):

y=2rx+f(N), y=>ie+ ), x = F(x, }) (A parametro),

(44) Per tale conica cfr. L. MURACCHINI, op. cit. in (8), p 364,
(1?) Cfr. L. MuraccCHINI, op. cit. in (3), p. 362.
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le equazioni di § sono

_ @+ M+ e+ Mf'F, 4 2F, — 3 — 2 — )
B Fik + Fyl@ + ') — M,

Bl

k= u, f'= df, F,= 6_1_4“, ecc.) . Re le rette ¢, s coincidono,
X — X, d\ tx

si ha
-Fm = 1:

e in tal caso le direzioni unite in § sono indeterminate o coinci-
-denti. Si osservi pure che uno degl’invarianti topologici di T in
O vale 1 (essendovi una curva di punti uniti).

Cid premesso, si pud vedere come nei punti di I' (a jacobiano
non nullo e direzioni caratteristiche non indeterminate) le f.q.s.o.
e le t.q.0. sono almeno tante quante in una coppia generica di punti
corrispondenti in 7',. Cominciamo a supporre che & non sia identica;
allora, delle due rette unite, eventualmente coincidenti, £ ed s, una
(f) ha contatto analitico del primo ordine almeno con la curva cor-
rispondente, mentre la seconda (s) & caratteristica: quindi (n. 3),
in 0, T, ammette co® f.q.s.0. con una conica di punti uniti Se
invece § & identica, I’invariante topologico di T, vale 1, e quindi
(n. 3) vi sono ancora oo® t.q.8.0. con una conica di punti uniti.

Osserviamo poi che se la proiettivith & & gemerica, poiché la
curva I' ha contatto analitico d’ordine qualsiasi con la corrispon-
dente, vi sono oco' t.q.0. con conica di punti uniti (n. 3, OSSERVAZIONE).

Se T, @ una T}, nei punti di I in cui § & generica vi sono
quindi co! t.q.0. con conica di punti uniti. Altrimenti (assunto O
come origine) essa pud rappresenfarsi con le equazioni

- - ¢c=0 se & & identica
r=2x+cy+ .. Y=Y (c=1 se 8 & pa.rabolica)'

Se & @& parabolica, essendo b,, =b,, =0, esistono oo! t.q.0.
con conica di punti uniti; e se § & identica, si hanno co® t.q.o.
cosiffatte, essendo b,, =b,, = by, = 0 (n. 3).

OssErvazioNE II. Analogo al problema qui trattato & il pro-
blema di determinare le T d’un piano in sé che ammettono in
ogni coppia un’omologia semi-tangente (o rispettivamente tangente):
si constata che, in entrambi i casi, esse sono tuite e sole le T,
(cfr. anche l'op. cit. in (3), p. 365).



