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Le trasformazioni d'un piano in se approssimabili con una 
trasfbrinazione quadratîca dotata d'una conica di punti uniti* 

Nota di FRANCISCO SPERANZA (a Bologna) (*) (**) 

Sunto. - Si determinano le condisioni affinchè una trasformasione puntuale 
ammetta almeno una trasformasione quadratica osculatrice o semi-
osculatrice con conica dt punti tiniti, in un pimto unito o in una 
coppia gêner ica. 

Sutn 111:117. - Conditions are given for a point-transformation between two 
superposed plains to hâve, in a fixed point or tn a gênerai pair of corre-
sponding points, at least an osculating, or semi-oscalating, auadrdie 
transformation with a conic of fixed points. 

i . Numerosi tipi di trasformazioni si possono caratterizzare 
imponendo che in ogni coppia di punti corrspondenti esse siauo 
approssimabili con trasformazioni di tipo prefissato. In particolare, 
poi, si possono considerare corrispoudenze d'iuio spazio in se, neî 
quai caso, ovviamente, le trasformazioni approssimauti possono 
presentare una maggior varietà di tipi distinti. 

In questo lavoro si determinano le condizioni affinchè una cor-
rlspondenza T d 'un piano in se sia approssimabile fino ali ' intorno 
del secondo ordine con una trasformazioue quadratica (t.q.) dotata 
d 'una conica di punti uuiti. Per quanto concerne l'approssimaziona 
di trasformazioni, essa puô intendersi nel senso che le curve cor-
rispondenti ad una curva abbiano contatto geometrico (o analitico)1 

dell'ordine prefissato: se il contatto è del primo ordine, le tra
sformazioni si diranno, rispettivamente, semi-tangenti (o tangenti) ; 
se è del secondo ordine, esse si diranno semi-osculatrici (o rispet
tivamente, osculatrici). 

Eiguardo al problema qui trattato, ricordo che M V I L L A ha-
già determinato le trasformazioni quadratiche osculatrici (t.q.o.)< 
ad una trasformazione fra piaui sovrapposti in un punto unito, 

(*) Lavoro oseguito nell'ambito deU'attività doi Gruppi di Ricerca-
Matematica del Consiglio Wasiionale délie Kiceroho. 

(**) Petvenuta alla Segroteria dell'U. M. I. il 4 raarzo 1964. 
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stabilendone varie propriété ('): nel seguito mi varrô délie equazioni 
dél ie t.q.o. determinate nel lavoro citato. 

Data una trasformazione T d'un piano in se, si determineranno 
le condizioni affinchè, in una sua coppia regolare, esista almeno 
una trasformazione quadratica semi-osculatrice (t.q.s.o.), o almeno 
una t.q.o., dotata d'una conica di punti unit i : e ciô in un punto 
unito, o in una coppia di tipo generico, o in una coppia taie che la 
retta conginngente i punti corrispondenti sia unita nel la proiettività 
determinata dall ' intorno del 1° ordine di T. Dai riaultati trovati 
si deduce poi che le T per le quali esiste almeno una t.q.s.o. con 
una conica di punti uniti, in una coppia generica, sono quelle che 
posseggono oo1 rette unité; e le T per le quali esiste, in una coppia 
generica, almeno una t.q.o. con una conica di punti uniti sono 
quel le che posseggono un fascio di rette unité. 

2. Consideriamo una trasformazione T d'un piano in se (o fra 
due regioni d'un piano) che sia localmente invertibile e di classe 
Cu (u > 2). Per ottenere tutte le t.q.s.o. (v. n. 1) a T in una coppia 
A, A, basta considerare una generica trasformazione T semi-oscu
latrice a T in A, À. e trovare le t q.o. a T' in At À. Tali T' sono 
intanto tangenti a T (2): se le equazioni di T, T' sono 

T) 

T) 

l u = a,x + aty + o n x s + 2aisxy + atty'- + ... 

f v = btx + b,y + bux- + 2bltxy + btty- + .., 

^ u = a^x + a t'y + a'ux* + 2a'uxy + a',ty
% + ... 

/ v = b\x + bt'y + &„'*» + 2blt'xy + btt'y* +...., 

(M Cfr. M. VILLA, Una cubica collegata ad un punto unito di una 
trasformazione puntuale, «Atti Ace. Ligure Soi. e Lett.», Vol. 9, p. 165 
(1952). Per le proprietà geneiali délie t.q.o., cfr. M. VILLA, Trasformazioni 
quadratiche osculatrici ad una corrispondenza puntuale fra piani proiet-
tivi. I. Le proiettività caratteristiche. II. Loro costruzionet «Rend. Ace. 
Italia» (Ser. VII): vol. 3, p. 718 (1942) e vol. 4, p. 1 (1943). 

(2) Due trasformazioni senii-osculatrici (o semi-tangenti) si chiamano 
anche quasi prossime d'ordine due (o rispettivamente, uno): cfr. B. SEGUEJ 
Corrispondense analitiche e trasformazioni cremoniane, «Ann. di Mat.» 
(Ser. IV), Vol. 28, p. 107 (1949), n. 5. Per la proprietà qui utilizzata. cfr. 
B. SEGRE, op. cit., n. 6. 
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le condizioni affinchè siano semi-osculatrici sono 

/ ab = ak\ bk = bk' 

(1) l «'n — «,i = ma1 2(a',2 — ali) = ma% + nax a'ï2 — a 2 ï = « a s 

\ ô 'n— bll=mbi 2(b\9~bli)~mbt + nbl 6'22 — bsi = nbt 

per m, n opportuni. 

Bscluderemo d'ora in poi le coppie a direzioni caratteristiche 
iudeterminate, nelle qnali non si hanno t.q.o. ne t.q.s.o. 

Nei un. successivi scriveremo le equazioni délie t.q.s.o. nei vari 
casi che si presentano. 

3. Considei'iamo in questo numéro una coppia taie che A = A. 

La proiettività § relativa ail' intorno del 1° ordine di T puô 
esser generica, o parabolica, o identica (in questo numéro non si 
fanno questioni di realità). Le t.q.o. nei vari casi sono già state 
determinate da M. VILLA, il quale ha anche dimostrato che, se 
gUinvarianti topologici di T in A = Â sono 4=1) ogni t.q.o. ha 
un numéro finito di punti uniti (8). 

Per esaminare i casi rimanenti, cominciamo a supporre che 
la I? sia generica o identica; dette 

1 x = ax + anx
l + 2alzxy + asty- + ... 

y = by + bnx* + 2bxixy + b2iy* + ... {ab 4= 0), 

le equazioni di T (essendo unité in W le rette x = 0, ¢/ = 01, le 
equazioni délie t.q.o. sono 

i bauxx-\-aii(axy+bxy)+aa2ityy+ab(ax—x)+\{axy—bxy)=0 

bbnxx+bJaxy+bxy)+ab2iyy+ab(by~y)+[x(axy—bxy)=0, (4) 

(3) Cfr. M. VILLA, la l a op. cit. in (*), nn. 3, 5, 6. 

(4) Cfr. M VILLA, op. cit. in (S/, formule (1) e [2). 
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-e quindi, tenendo conto délie (1), si hanno le t.q.s.o. 

b{an+ma)xx+{ali+^aYaxy+bxy)+aaiiyy+ab(ax— x)+l(axy—bxy)=0 

bbuxx+[bn+™b\axy + bxy)+a[b%%+nb)yy+ab[by y)+\t{axy - bxy)=Q: 

*ed i relativi punti uniti sono dati da 

13) 

( &(* n+ma)x? + ( a+6) (« i ,+§a)+Ma-6) xy-r-aa^y*+ab(a—l)x=0 

( bbnx*+ {a+b)(blt+™b^+p(a-b^ 

Si ha una conica di punti uniti quaudo le due coniche coin-
cidono, o quando una délie due equazioni è identicamente soddis-
fatta. Le due coniche coincidono (si ricordi che ab^O) solo se 

a = b = 1, 
an + m 2a12 + n 

bu 2o12 + m b%%-\-n 
= 0. 

Le prime due relazioni dicono che i è un punto d'ipercoin-
«idenza per T (5), cioè che Pidentità è tangente a T in A = Â; 
le rimanenti sono sempre verificate per opportuni valori di m, n. 

Imponiamo ora che una délie equazioni (3) sia identicamente 
soddisfatta; possiamo snpporre che ciô accada per la prima (per 
Paîtra si hanno le medesime conclusioni, salvo lo scambio délie 
variabili x, y). Essa svanisce solo se 

a = 1, a.n = 0, o u + m = (1 + o) (a l t + | ) + Ml - b) = 0. 

La a = 1 significa che il punto unito A non è isolato, poichè 
il punto infinitamente prossimo su y = 0 è unito: cioè che le 

{b) Cfr. ï \ SÈVE RI, Série, sis terni d'equioalenza e corrispondenze algebriche 
su lie varietà algebriche, a. cura di F. CONFORTO e B. MARTINELLI (Cremo-
nese, Eoma 1942) p. 278 e segg. ; F. GAETA, Aclaraciones sobre los puntos 
de coincidencia de una correspondencia entre variedades algebraicas super-
puestas, «Rev. Mat. Hispano-Americana » (Ser. IV) Vol i l , p. 132(1951); 
v. p. 135. 
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curve tangenti ad y = 0 hanno contatto analitico del 1° ordine 
almeno con le corrispondenti (è sufficiente che ciô accada per 
una curva); la a2ï = 0 significa che x = 0 è retta caratteristica. 

In entrambi i casi le trasformazioni quadratiche considerate 
sono oos. 

Si ha una t.q.o. con conica di punti uniti se le precedenti rela-
zioni sono soddisfatte per m = n = 0. Per il primo tipo si ha 

(4) « = 6 = 1, 
an a12 att 

6U 612 bit 

= 0, 

cioè l 'identità è tangente, e la linearizzante relativa fa corrispon-
dere ad una retta generica una retta fissa; essa infatti è 

?' _ a^2 + 2a„fr + a22V V = bnV + 26,,¾ + btlr* 

(si esclude che l ' identità sia osculatrice, cioè che a1k = bik = 0, 
perché in tal caso non vi sono t.q.o): tutte le oos t.q.o. hanno una 
conica di punti uniti. 

L 'ul t ima condizione puô anche esprimersi cosl: vi sono almeno 
due direzioni (da contarsi con la dovuta molteplicità) lungo le 
quali una curva e la corrispondente hanno contatto analitico del 
2° ordine almeno. Considerata la curva y = kx + hx2 + ..., e la 
sua corrispondente 

x = x + (an + 2aï2k + a22fc
5f)jc' + ... 

y = kx + [h + blx+ 2biZk + 6„fc«)a5* + ... 

esse hanno contatto analitico del 2° ordine solo se 

«n + 2«iifc + ««&* = &n + 2bnk + b,2k- = 0. 

In générale queste sono incompatibili; vi sono due soluzioni 
solo nel caso si veril'ichino le (4), 

Per il secondo tipo, si deve avère 

a = 1, o n = att = 0, (1 + 6)a12 + X(l - b) = 0. 

Se 6=|= 1, l 'ultima dà X; altrimenti si ricade nel caso précédente 
(a = b = 1, alk = 0). 
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Solo se a = 1, esistono oo1 omologie tangenti con asse fisso 
in y = 0, e centro variabile su x=fi: 

x by 
* = f + ï* y = ï+ 

e le relative linearizzanti sono 

5f = « n ? + (2aJ2 + (i)5i + a„V, -V = ... 

e, quindi, solo se a n = a „ = 0 aile rette as = 0, y = 0 corrisponde 
la os' = 0. 

Le t.q.o. con conica di punti uniti sono oo1. 

La relazione a n = 0 puô interpretarsi anche in questo modo: 
sia M{0, t) un punto délia x = 0; associamo ad ogni P di y = 0 
la proiezione su y = 0 del corrispondente da M; si ha la corri-
spondenza 

-__—£(#+ ^n^* + •••) __ s 

X==- £ + &„*« + ... Œ a + fll,ï + '"' 

Solo se a n = 0 vi è contatto analitico del 2° ordine. 

OSSERVAZIONE. Le relazioni a = 1, a n = 0 significano pure, se 
6=^1, che v 'è una curva (necessariamente tangente a Î/ = 0) 

^ = /¾¾8 + ... 

che con la corrispondente 

x = ax + anx* + ... y = (hb + 6,,)a;8 + ... 

ha contatto analitico del 2° ordine almeno (con h = — , " . Se 

6 = 1 , invece, occorre sia anche 6U = 0, ma in tal caso tutte le 
curve con tangente y = 0 soddisfano la condizione. Quindi, se o? 
è generica, si puô dire che esiste una t.q.o. dotata di conica di 
punti uniti solo se una direzione unita è caratteristica e lungo 
Paîtra esiste una curva che con la corrispondente ha contatto 
analitico del 2° ordine (e tali t.q.o. sono oo1). 
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Supponiamo ora che # sia parabolica; la T si puô scrivere 

L x = a(x + y) + anx* + 2ai%xy + a%ty* + ... 
(5) < 

( V= ay + bux* + 2bl%xy + 6„t/* + ... (a #= 0) (•). 

Le t.q.s.o. sono 

(an + m)xx + (2alt~ an+n)xy+(ast+n)yy+a*(x+y)—ax+Xa(xy-xy-yy)=0 

6 l lasa;+(26 l l - bu+m)xy + (6y2 + n)yy + a-y — ay + pa(xy — xy — yy) = 0, 

ed i punti uniti sono dati da 

( (au+m)x'+(2alt—a, l+n)xy+(aii+n—la)yi+(a-—a)x+a?y=0 

j 6 u a ; ? + ( 2 6 1 2 - 6 n + m ) ^ + ( 6 „ + n ~ [ / a ) î / ? + ( a 2 - - a ) i / = 0 . 

Le due coniche non possono coincidere, perô la seconda equa-
zione puô svanire: 

(6) a = l , o,i = 0, 2612 + m = btt + n— u. = 0. 

Le ultime due danno m, n, mentre le prime due indicano che 
le curve tangenti ad y = 0 (y = hx'2 + .. ) hanno contatto analitico 
del 1° ordine e geometrico del 2° ordine (almeno) con le corrispon-
denti, che sono 

x = ax + (ah + au)x2 + ... y = (ah + bn)x- + •••; 

e viceversa. Si osservi che la y = 0 è caratteristica, e che, per il 
verificarsi di (6i,2)i è sufficiente imporre il contatto con la corri
spondente ad una sola curva. Le t.q.s.o. con conica di punti uniti 
sono oo?. 

Si ha una t.q.o. con conica di punti uniti se le (6) valgono 
per m = n = 0 cioè se 

a = 1, 6n = 612 = 0, OJÎ = ^. 

(6) Cfr. M VILLA, op. cit. in (z), formula (5) fsalvo la posizione «22 = 622)* 
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Ora, per la (5) esistono oo1 omologie tangenti solo se a = 1, e sono 

x + y - y 
x=^-n y = v-y + i 9 v-y + i 

e le relative linearizzanti 

5' = ... y/ = 6, ,'/i8 + 26 l f h + (622 + V-W 

fanno corrispondere ad y' = 0 la y = 0 contata due volte solo 
se 6 n = 6J2 = 0. Le t.q. considerate sono oo1. 

Concludendo: 

Esiste almeno una t.q.s.o. in un punto unito, con una conica 
di punti uniti, in questi casi: 

I) Le due rette unité in S (distinte o coincidenti) hanno, con 
le curve corrispondenti in T, contatto una analitico del 1° ordine, e 
Valtra ordinario del 2° ordine (almeno). 

II) L'identità è tangente (ipercoincidenza). 

In entrambi i casi le t.q.s.o. con conica di pnnti uniti sono oo-. 

Esiste almeno una t.q.o. con conica di punti uniti in questi casi: 

I) Esistono esattamente oox omologie tangenti, con asse fisso e 
centro vartabile su una retta (entrambe unité in §). Nella lineariz-
santé relativa ad una generica di esse, aile rette unité in <$, e ad 
esse sole, corrisponde il luogo dei centri. 

II) L'identità è tangente, e la linearizzante relativa fa corri
spondere ad una retta generica una retta fissa. 

Nel caso I) vi sono oo1 t.q. soddisfacenti Fenunciato; nel II) 
tutte le t.q.o. hanno una conica di punti uniti. 

Si puô osservare che in questi due ultimi tipi il punto unito 
non costituisce mai una coincidenza perfetta (7). 

4. Sia ora Af A una coppia di punti corrispondenti distinti, 
taie che la retta AA non sia imita in W (coppia di tipo generico). 
Dimostriamo che: 

In una coppia di tipo generico non vi sono t.q.s.o. con una conica 
di punti uniti. 

(7) Cfr. le op. cit. in (5), e iiioltre B. SEGRE, Sulla perfezione délie 
coinciden&e isolate, «Rend. Ace. Waz. Lincei » (Ser. VIII}, vol. 10, p. 335 
(1951,). 
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Infatti, le equazioni di T si possono scrivere (8): 

y 
- = x + «IO^* + *nœy + a022/? + ..., 
x 

a; 

Si possono applicare ancora le (2) e le (3) delL'op. cit. in (*), 
-y - 1 

sostituendo (ad x) =, e (ad y) = (cfr. le (2)): le t.q.s.o. sono quindi; 
x x 

(a20 + m)xy + ^ 2 — (x + yy) + <x.Qiy + aras - y + >(x — 2/2/) = 0 

h**y + ^ - 0 — (x + yy) + (P^ + n)y + yx—i + ^(a?—2/2/)=0. 

I punti uniti sono dati da: 

(«,0 + m)xy + «• + ( g " + ^ - 2 X ) „ . +(*„ - ifr + K " + ; + 2X . = 0 

^ o + l ^ + ^ + ^ - ^ ^ + ^ + n ^ + ^ + g - ^ - l ^ O . 

Le due equazioni non possono coincidere, né una d'esse puô 
esser identicamente soddisfatta, da cui Passerto. 

5. Consideriamo ora una coppia A, A taie che la AA sia unita 
in c?, che è quindi una prospettività (coppia « prospefctica»). 

Dimostriamo che: 

In una coppia prospettica, se e solo se la AÂ è retta caratteri-
stica esiste almeno una t.q.s.o. con conica di punti uniii; ve ne 
sono, allora, oo1. Se e solo se le rette AÂ relative a tre punti 
infinitamente vicini formano fascio v'è almeno una t.q.o. con conica 
di punti uniti; in tal caso, lutte le t.q.s.o. con conica di punti uniti 
sono osculatrici. 

(S p *v L# MURACCHINI, Sulle trasformazioni puntuali fra piani proîet-
tivt sovrapposti, • Boll. Un Mat. Ital.» (Ser. 111), vol. 0, p. 3ti0 (1954), 
formule (14). 
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Le equazioni di T si scrivono (9) 

•= = «.y + a, „05» + a, xxy + otolt/
2 + ..., 

x 
(7) 

= = a* + SJ0^ + p,,**/ + pMy« + .... 
\ X 

Tali svi luppi rientrano, formalmente, nel tipo (2); basta porre 

1 - y 
— in luogo di x, •= in luogo di y, e 
x x 

a = 6 = a, a n = p î 0 , 2a12 = pM , a22 = P021 

6 M ==a 2 0 , 2bn = xu, 622 = a02. 

Le t.q.s.o. sono quindi : 

(S20 + m)z + ' - ^ — (xy + y) + p „ w + **xx - a + X(xy - y) = 0 
( 

( «20«« + -
-p- m — — — — 
2 — (xy + y) + (ao2 +

 n)yy + <*?yx — *y + ^(^2/ #) = 0 

I punti uniti sono quindi dati da -

j aW + Pn±»±9X^ + ^ + (pj0 + m)x + ^±n-^y _a = 0 

Le due equazioni non possono coincidere, e la prima non puô-
esser identicamente verificata: ma ciô puô accadere délia seconda: 

(8) a I l + w + 2 ( a , + jA) = aot + n==a f ( l = a I I + » - 2(a +(/.) = 0. 

(9) Cfr. l'op. cit. in (8), formule (18): le formule che seguono differiscono 
da quelle citate, in quanto, non occorrendo gli sviluppi canonici di T, 
non si è specializzato l'intorno del 2° ordine di A, Â. 
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Esse sono sono soddisfatte, per opportuni valori di m, w, [*, 
solo se aï0 = 0, cioè se la y = 0 è caratteristica, e le t.q. in questione 
sono oo1 (X arbitrario). 

Converrà osservare che, scritte le equazioni di T nella forma 

* = f(x, 2/). -= = *(*. y), 
X X 

ia curva L, luogo dei punti A per cui la AÂ è unita, è 

ym — f (1 — xy)fœ + (acf — y)yx 

1 — ax? (1 — a*p)fy + (xf — y)*v 

e la sua tangente nell'origiiie, secondo le notazioni (7), è 

(a _ a* _ a | i)y _ 2a80x = 0. 

Si ritrova che ,1a A A è caratteristica se è tangente ad Lt e 
viceversa (10). 

Si ha una t.q.o. con conica di punti uniti solo se 

(9) « n + 2(a2 + (*) = a02 = aî0 = a„ - 2(oo + (*) = 0, 

cioè se 

a20 = a0î = a U + a * ~ * = 0 

(u. opportuno) e quindi la tangente ad L è indeterminata: ma la 
condizione non è sufficiente. La retta congiuugente i punti 

4*(a, y, 1), i*( l , *y + ..., *x + ...) 

(10) [ - at/ — aîoa;3 + (a - an)a^ - aô2t/
2 + ...]Z + 

+ [i _ «a-* + ...]Y _ y + aa» + ... = 0. 

La J4JÏ è Y = 0 ; trascurando gl'infiuitesimi del 2° ordine si 

ha una retta che la incontra nel punto I — - , 0 ) . La (10) 

(10) Cfr. L. MURACCHINI, op. cit. in (8), p. 362. 
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dassa da questo punto, per ogni x9 y, solo se 

aao = a i i - a + a 2 = a02 = 0 

da cui l'asserto. Si osservi che la condizioue or ora imposta aile 
AA comporta V in ietermiuazioue délia tangente ad L, e quindi 
anche che la AA sia caratteristica. Inoltre dal confronto délie (S) 
e délie (9) si ha che, quando le ultime sono verificate, le t.q.s.o. 
con una conica di punti uniti sono osculatrici. In entrambi i 
casi, le coniche di punti uniti formauo un fascio, dal quale si 
sia tolta una conica dégénère (la xy—y = 0, spezzata in AÂ e 
nell'asse délia prospettività §) (ll). 

6. Iudicheremo con T, una T che possiede oo1 rette unité, e 
con T* una T che possiede un fascio di rette unité (se la T non 
è definita in tutto il piano, si tratterà di segmenti corrispondenti 
allineati): 

Tutte e sole le T che, in ogni coppia (a jacobiano non nullo e 
a direzioni caratteristiche non indeterminate) di punti distinti, pos
seggono almeno una t.q.s.o. (rispettivamente una t.q.o.) dotata di 
conica di punti uniti, sono le Tx (rispettivamente le Tl). 

Vi sono, in entrambi i casi, oo1 t.q. del tipo detto per ogni 
coppia. 

Infatti, se e s?lo se la coppia generica di punti corrispondenti 
è prospettica, T è una T, ; quindi, se T non è una T,, in una 
coppia generica non possono esservi t.q.s.o. con conica di punti 
uniti (n. 4). Invece, per una ï \ , gf è una prospettività ed alla 
retta AÂ corrisponde se stessa (12). e quindi essa è caratteristica. 
perciô (u. 5) vi sono oo1 t.q.s.o. con conica di punti uuiti. 

S'è poi visto che esistono t.q.o. con una conica di punti uniti 
se tre rette AA successive passano per un medesimo punto; allora 
ogni retta del loro inviluppo è retta cuspidale, e quindi esse for-
mano fascio; e viceversa. 

OSSERVAZION"E. In uua Tx, di regola, v'è una curva T di punti 
uniti . Sia 0 un punto di T: la tangente ivi a r (t) e la retta s unita 
in 2\ e passante per 0 sono unité. Rappresentando 2\ con le 
equazioni (I?): 

y = lx + f(k), y = lx + /"(X), x = F(x, X) (X parametro}, 

(11) Pe r taie conica cfr. L. MITUACCHINI, op. cit. in (8), p 364. 
(12) Cfr. L. MURACCHINI, op. cit. in (8), p. 362. 
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le equazioni di c? sono 

- _ (x + \Fx + n* + Mr*v + «*i - *** - « - n 
Fxk + Fx(x + f')-\Fx 

lk — -, f = n , i?T = — . ecc.). Se le rette t, s coincidono, 
y x — XQ ftA ex f 

si ha 

FK = 1, 

e in tal caso le direzioni unité in S sono indeterminate o coinci-
-denti. Si osservi pure che uno degl ' invarianti topologici di T in 
0 vale 1 (essendovi una curva di punti uniti). 

Ciô premesso, si puô vedere corne nei punti di r (a jacobiano 
non nullo e direzioni caratteristiche non indeterminate) le t.q.s.o. 
e le t.q.o. sono almeno tante quante in una coppia generica di punti 
corrispondenti in Tx. Cominciamo a supporre che W non sia identica; 
allora, délie due rette unité, eventualmente coincidenti, t ed s, una 
(t) ha contatto analitico del primo ordine almeno con la curva cor
rispondente, mentre la seconda (s) è caratteristica: quindi (n. 3), 
in O, Tx ammette oo2 t.q.s.o. con una conica di punti uniti Se 
invece c? è identica, l ' invariante topologico di T, vale 1, e quindi 
(n. 3) vi sono ancora oo* t.q.s.o. con una conica di punti uniti. 

Osserviamo poi che se la proiettività W è generica, poiché la 
curva f ha contatto analitico d'ordine qualsiasi con la corrispon
dente, vi sono oo1 t.q.o. con conica di punti uniti (n. 3, OSSERVAZIONE). 

Se Tt è una Tt, nei punti di T in cui c? è generica vi sono 
quindi oo1 t.q.o. con conica di punti uniti. Altrimenti (assunto O 
corne origine) essa puô rappresentarsi con le equazioni 

/c = 0 
x = x + cy + ... y = y (c=sl 

c = 0 se W è identica \ 
se $ è parabolica/ 

Se c? è parabolica, essendo 6 l l = 6i2 = 0, esistono oo1 t.q.o. 
con conica di punti uniti; e se f è identica, si hanno oo* t.q.o. 
cosiffatte, essendo bxl = bxi = o2î = 0 (n. 3). 

OSSEKVAZIO-^E IL Analogo al problema qui trattato è il pro-
blema di determinare le T d 'un piano in se che ammettono in 
ogni coppia un'omologia semi-tangente (o rispettivamente tangente): 
si constata che, in entrambi i casi, esse sono tutte e sole le TY 

(cfr. anche Top. cit. in (8), p. 365). 


