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Classi di convergenza di funzioni dirette.

Nota di GiovaNNI ViDossiCH (ad Avenza) (*)

Sunto. - 8¢ definiscono le classi di convergenza di funzioni dirette, si stu-
diano le loro proprieta e si caratlerizzano le topologie mediante esse.

Se su un insieme E & definita una topologia, con le funzioni
dirette (= f. d. per il seguito) in E che ne risultano convergenti
si possono caratterizzare i sotfoinsiemi aperti di E, la chiusura di
ogni A = E e gli intorni di ogni z € E. B dunque spontaneo chie-
dersi se, assegnando ad ogni x e E una collezione Cx) di f.d.
in E che abbia quelle proprietad della classe delle f.d. in E con-
vergenti verso x relativamente ad una topologia su E che sono
legate alla nozione di convergenza nel modo piit naturale, si pud
determinare una topologia ® su E tale che C(x) sia proprio la
classe di tutte le f.d. in E che convergono verso x relativamente
a 9. Lo scopo di questa nota & dare una risposta affermativa a
questa domanda. Il punto di partenza & uguale a quello adottato
da BIRKHOFF [1] e KELLEY [5; 6] per risolvere I’analogo problema
per i nets di Moore-SmirH (gli assiomi (CY,..., (C**) sono una
traduzione degli assiomi (a),..., (¢) di KELLEY [6; pag. 74], mentre
se si traduce (C™) per i nets si oftiene una proposizione equiva-
lente all’assioma (d) di KELLEY [6; pag. 74] e quindi al teorema
di BIrgHOFP sui limiti iterati) e per raggiungere il risultato de-
siderato & stato necessario estendere la mozione di funzione sot-
todiretta (= f. d.s. per il seguito): la definizione datane non & che
una piccola modificazione di quella data da ScEMIDT [9] per l'og-
getto che egli usa mnello studio dell’estensione della nozione di
successione estratta nelle teorie generali dei limiti. Nell’ultimo
numero si osserva che quanto fatto per le f. d. pud essere ripetuto
per i filtri.

Si assume al lettore la conoscenza di BouUrBAKI [2] e della
teoria delle f.d. come esposta in McSHANE-Borrs |8] (la teoria
& la stessa di quella in FrcHERA [4] ¢ McSHANE [7]).

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. I. il 27 febbraio 1961.
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Una f.d. (f, 8 verra indicata spesso solo con f, mentre quando
si vorra mettere in evidenza il dominio D di f con (f, D, &);
(E, %) indichera lo spazio topologico cosfituito dall’insieme FE e
dalla topologia 0 su E, mentre %(x) il sistema d’intorni di xe E
relativamente a .

1. Funzioni sottodirette.

- DEFINIZIONE 1. — Si dird f.s.d. di wna f.d. (f, D, 8) ogni f.d.
(h, 3) in f(D) che & ultimamente in ogni membro di f(6) = {fiA): A e 8}.

Il seguente corollario, la cui prova & banale, mostra tre parti-
colari esempi di f.s. d. di una data f.d.; il primo di essi & cid
che per f.s.d. intendono FicHERA e MCSHANE.

CoroLLARIO 1. — Siano (h, 3), (f, 8) due f.d.; se & vera una
delle seguenti condizions :

(a) h=1 e J & una sottodirezione di &;

(b) 3 & una sottodirezione di & e h & identica alla restrizione
f|U3 di fa U3

(c) h=fog e (g, J) & ultimamente in ogni A e §;
h & una f.s.d. di f.

La seguentfe proposizione permette di semplificare alquanto
le dimostrazioni della prop. 3 e del teor. 1, nelle quali basterebbe
tuttavia usare il noto risultato: se (f, ) & frequentemente in E,
allora una sua f.s.d. & ultimamente in E.

Proros1zioNE 1. - Affinche una f.d. (f, D, &) sio frequentemente
in un insieme non vuoto E occorre e basta che esista una sua f.s.d.
in E.

Dim. - Lia necessita & provata dalla f.d. (g, J), dpve g & 1’ ap-
plicazione identica di f(D) e d = {f(4) N E: A € 8}, mentre la suf-
ficienza & evidente. (J

B facile constatare che con I’ attuale nozione di f.s. d. si possono
provare tutte le proposizioni che la involvono nella teoria tradi-
zionale.
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2. Definizione e proprieta delle classi di convergenza di f.d.

DEeriNizZIONE 2. - S dira classe di convergenza di f.d. per un
insieme E ogni classe C costituita dalle coppie ordinate (xz, C(x)),
dore x € E e Clx) & una classe di f.d. in E, tali che:

(C) se la f.d. [ & in |x}, allora fe Clx);
(C%) se fe Cx), ogni f.s.d. di f appartiene a Cx);

(Cv) sef ¢ Clx), esiste una sua f.s.d. h tale che ognmi f.s.d.
di h non appartiene o Clx);

(C™) se & & una direzione in un insieme D e, per ogni z e D,
(fe; D2y &) una f.d. in E, sia P= D >X XcepD:, § la direzione
{4 X X:epA:z: Aeé, A:€8:;) im P e j: P—E definita da
(&, (aylyep) = fe(a:). Se, per ognize D, V. = a2, € E: f. € Clx:)! non
e vuolo, sia g: D — E tale che g(z)e V.; quando (g, 8)e Clx)
anche (j, 8) e Clx).

In quanto segue, se si indicherd una classe di convergenza
di f.d. per E con il simbolo C, alllora C(x) denoterd la classe
delle f.d. in E tali che (x, Clx))e C.

ProposizionE 2. - Sia C una classe di convergenza di f.d.
per un insieme E e f una f.d in E. Affinché f e C(x) occorre e basta
che sia vera una, e quindi U altra, delle condizioni :

(a) per ogni f.s.d. g di f, ¢c'¢ una f.s.d. di g che appartiene
a Clx);

(b) Clx) contiene ogni w.f.s.d. di { (= ultrafunzione sottodi-
refta di f; una ultra f.d. & una f.d. che & ultimamente in 4 o
fuori di A, qualunque sia ’insieme A).

Dix. - Bvidente. [

DEeFINIZIONE 3. - Sia C una classe di f.d. in un insieme E e,
per ogni (f, &) C, &f 4l filtro su E di base {(8). La [.d. (jr, 9),
dove jg & Uapplicazione identica di E e & = Nyfecdf, sard detta
la f.d. in E associata « C.
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ProrosizioxE 3. - Sie C una c(lasse di convergensa di f.d.
per E; per ogni x € E, Clx) conliene la f.d. (jg, &) in E associata

a Cx).

Dim. - Sia (h, @) una f.s.d. di jg: per ogni A e h(d) esiste
(fa, 64) € C(x) che & in A (per la prop. 1, in quanto c'é& almeno
una f.d. in C{x) che & frequentemente in 4 perché in caso con-
trario 04 e &, il che & assurdo siccome k non pud essere ultima-
mente in GA) e pertanto se D=~h(4), g: D — |z, & & la direzione
WBeh(Q): B=A!: Aeh@Q) in D e (j, §) la f.d. definita come
in (C™), (j, 81 e C(x) per (C") in quanto (g, 8) € Clx) in virtd di (C').
Come & facile provare, j & una f.s.d. di 2 e pertanto (prop. 2)

jee Clz). O

Si osservi che questa dimostrazione della prop. 3 non sarebbe
valida se si fosse usata la nozione di f.s.d. secondo la definizione
di FicEERA-MCSHANE.

CoroLLaRrIO 2. — Sie C wuna classe di convergenza di f. d. per E ;
una f.d. in E appartiene o Clx) se e solo se ¢ una f.s.d. delle
f-d. in E associata a C(x).

Diu. - Evidente. (O

CoroLLARIO 3. — Affinché due classi di convergenza C, D di
f-d. per E siano ideniiche occorre e basta che lo siano, per ogni
x e E, le f.d. in E associate rispettivamente a Clx) e D(x).

DiM. - Segue dal cor. 2. (]

TrOREMA 1. — Per ogni x € E, siac Clx) una classe di f.d. in E
e (jz, ;) la f.d. in E associata a questa ; le due condizioni :

(a) (e, Clx)): x € E! & una classe di convergenza ;
(b) per ogni x € E, & vero che:
(4') C(x) contiene ogni f.s-d. di jg;

(A*)x € A, per ogni Ae§,;
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(A%") per ogni A€ &, & un Be §, tale che, per ogni
ye B, Ae&,;
sono tra loro equivalent:.

Dium. (a) — (b). (47) segue dal cor. 2 e (4%) da (C'). Prova di (4'%):
se non valesse, ci sarebbero un 4 €&, e un y in ogni Be§,
tali che una f.d. (f,, D,., 8, appartenente a Cly) non sarebbe
ultimamente in A. Sia allora D ’insieme di questi y, & la dire-
zione {CN B: Be #,}, g |’applicazione identica di D e (j, §) la
f.d. definita come in (C*). Per il cor. 2, (g, &) e C(x) e pertanto,
per (C"), je Clx); cosl j & ultimamente in 4, ciod ¢’2 un X< X .gp4.&8
tale che (O X:.epA:z)= Urecfz(4:)=A: se Age8a & uno di
questi 4., si ha fu(4a) = A4 e 'ipotesi & contraddetta.

(b)~—(a). B evidente che da (4') e (4*) segue (Ci), e (C') da (47). Prova
di (C*%) : se f ¢ C=), per (4%) & frequentemente nel complementare
di un 4 e J, e pertanto (prop. 1) ¢’2 una f.s.d. h di f che &

in 0A: nessuna f.s.d. di & appartiene a Cix) perch® non pud

essere ultimamente in A e 4. Prova di (C*): siano 4 e Be§,
tali che, per ogni ye B, (jg, §,) ® ultimamente in A; siccome
(g. )€ C(x), g & ultimamente in B e pertanto esiste un Ce &
tale che g(C) = B: cosl, per ogni z€ C, (jg, Fy=), e quindi an-
che f;, & ultimamente in A. Se si sceglie, per ogni ze C, A.e ,
tale che f:(4:) = A (cosa possibile per quanto appena provato)
e A, = D, per ogni altro eventuale ze D, siha §(C <X X:epd:)=
= Uzecfz(4:) = A: questo prova che j & una f.s.d. di (jg, &,) e
pertanto appartiene a C(x) in virth di (49). O

CoroLrLARIO 4. — Se, per ogni x€ B, ¢ (jg, §.) una f.d. in E
tale che jg & U applicazione idenlica di E e §, & un filitro su E, e
se Cx) & la classe di tutte le f.s.d. di (je, §F.), {(x, Cix)): = e E|
& una classe di convergenza quando e solo gquando &, ha le pro-
prieta (4%) e (4",

DiM. Immediato dal teor. 1. [

3. Classi di convergenza e topologie.

ProrosizioNE 4. - Sia (E, ) uno spazio topologico e Clx), per
ogni x € E, la classe di tutte le f.d. in E che convergono verso xz.
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Allora \(x, Clx)): x € E| ¢ una classe di convergenza di f.d. per E.
che si dira generata da V.

Diu. Segue dal cor. 4: infatti, la classe di tutte le f.d. in E
che convergono verso x é idenfica a quella di tutte le f.s.d.
di (j&, V(x)), dove jr & I applicazione identica di E, e &)(x) ha
le proprieta (4*) e (4'). O

TEOREMA 2. — Per ogni classe di convergenza C di f.d. per E
esiste una, ed una sola, topologia VY su E tale che una f.d. in E
appartiene a C(x) se e solo se converge verso x relativamente a ).
Questa topologia 8i dira generata da C.

DiuM. - Per ogni z € E sia (jg, §,) laf.d. in E associata a Cl(x);
in virth del teor. 1, &, & un sistema d’intorni per ogni xe E e
percid ¢’é una topologia % su E tale che Y(x) =&, il che (cor. 2)
prova che ) ha la proprietd richiesta. Se @ & un’altra topologia
su E con questa proprietd, la classe di convergenzan U che essa
genera & identica a C e pertanto per il cor. 3. siccome (jg, 9f(x))
¢ la f.d. in E associata a Ulx), si ha 9f(x) = &, per tutti gli x e K,
cioe U =9, .

B facile provare che la topologia generata dalla classe C &
quella tale che la chiusura relativamente ad essa di ogni A = F
¢ I’insieme di tutti gli 2 € E tali che in C(x) ¢’é almeno una f.d.
in A. Dal teor. 2 si ha anche che due topologie su E sono iden-
tiche se e solo se sono tali le classi di convergenza di f d. per B
che esse generano.

4. Operatore di convergenza di filtri.

Se si definisce operatore di convergemza di filtri su E ogni
applicazione & — F(x) di E nell’insieme di tutti gli insiemi di
filtri su E tale che:

(B?) § e Flx) se e solo se, qualunque sia il filiro & su E pi
fine di &, Flx) ha come membro un filtro suw E pii fine di J;

(B®) 4l filiro su E di base ||x|| appartiene a F(x);
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(B) se, per ogni ze l, é § un filtro su E che appartiene
a F(x:) per almeno un x, € E,se & & un fillrosu I, g: I — E étale
che g(2)e \xs € E: &, € F(x.)! e inolire il filiro su E di base g(8)
appartiene a F(x), allora F(x) ha come elemento anche il filtro A
su E di base \JaegBa, essendo Ba = {Uzeads: (Ae)eca € XegaSel!

tutte le proposizioni provate prima sono valide anche quando
sono tradotte per i filtri: la_loro dimostrazione & analoga a quella
presentata per le f.d. (il ruolo della f.d. associata a C(x) ¢ assuuto
dal filtro ~ F(x)). Se si fa questo, si prova che il sistema di
assiomi (BY), ..., (B*}) & equivalente a quello di CHOQuET [3; par-
te II] formato dagli assiomi (U,), (U’s) e (U,).
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