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Sul limite di Poincaré per una massa fluida
di alta conduttivith elettrica uniformemente rotante
in cui si genera un campo magnetico.

Nota di MaARr1A TErREsA VaccA (a Torino) (*) (**)

Sunto. - Per una masse fluida compressibile di conduttivila elettrica nfi-
nita, uniformemente rolanie intorno ad un suo asse baricentrale, si
stabiliscono delle limitazioni alle quali deve soddisfare lo velocild angolare
di rotagione affinché sussista Vequilibrio relativo. Si danmo inolire delle
formule che sono lestemsione alla magnetofluidodinamica della relazicne
che esprime il teorema di Poincaré delle fluidodinamica classica. Si
considera in particolare il caso di una massa flurda immersa in un
campo magnetico uniforme, nell’ipotesi che il campo magnetico sia di
intensita sufficientemente piccola.

1. Consideriamo una massa fluida di alta conduttivita eleftrica,
tale da potersi ritenere infinita, uniformemente rotante intoimo
ad un suo asse baricentrale, che assumeremo come asse 2, e sog.
getta alla propria gravitazione.

Essendo O il centro della massa fluida ed w il vettore velocita
angolare di rotazione, la velocita @ di una particella P sara data da

_—

(1) v=1vA\(P—0)

e quindi V’accelerazione risulta
— — —_— 1 N 2
(2) dt=)/\’v=w/\[w/\(P—0)]=——§w grad r

dove 7, in un sistema di coordinate cilindriche 7, 9, 2, & la distanza
di un punto dall’asse di rotazione.

Indicando con U il potenziale delle forze di mutua attrazione
newtoniana delle particelle fluide, con p la densita, p la pressione,

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. 1. il 15 dicembre 1963.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppe di ricerca n°® 8 del Comi-
tato Nazionale per la Matematica del C.N.R. (1963-64).
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Hil campo magnetico e u la permeabilita magnetica (costante),
l’equazione del moto diventa

3) -—%w’pgradr’: —gradp + vrot H A\ H+ ograd U.
L’equazione di continuitdh in condizioni stazionarie si riduce

all’equazione

div(pv) =0

che per il valore v = ortgrad ¢ dato dalla (1) & identicamente
verificata nell’ipotesi della simmetria assiale, in cui ciod® tutti gli
elementi del campo e del moto sono indipendenti dall’anomalia .

Il campo magnetico H, in condizioni stazionarie e nell’1potes1
di conduttivita elettrica infinita, deve verificare ’equazione

4) rot (H \v) =0
con la condizione
() div H = 0.

Indicando con H,, H,, H; le componenti cilindriche del campo
magnetico dalla (4), tenuto conto della (), si deduce che deve essere ()

oH, 3H, 2H,
e O R 0, 20

(6) =0,

ciog il campo magnetico sard simmetrico rispetto all’asse 2. Dalla
() si ha inoltre

(7) i

=0,

S

9
o H) +

(1) Cfr. C. AGosTINELLI, Sulle equazioni dell’equilibrio adiabatico magneto-
dinamico di una massa fluida gassosa uniformemente rotante e gravitante,
(«Rendiconti dell’Accademia Nazionale dei Lincei», serie VIII, vol. XXVI,
fasc. 5 - Maggio 1959).
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la quale mostra che dovra esistere una funzione del campo V(r, 2)
tale che

9

<t
S
m‘@
¥<

1
®) H = .- H,=

Per il campo maguetico si ha quindi

=

19V 19V
9) :_;a—ggradr-{-;agmdz—}—qu,gradqz:

1 — —_—
=;grad V/\ aq,—l-H(pa(P
da cui si ricava

(10) rot H= —

r ¢ T r|l or : o2 r)’
essendo a,., Ev_;, @, i versori secondo cui variano le coordinate
7, 9, 2 @ dove &

a (1aV\ 2V
(th) V=i a) e
Segue ancora
(12) rotH\NH= — vr’zvgrad V+
1 Jo(rHe) oV o(rHy) aV] — 1
F[ % or  ar oz 00 oprgrad(rHy)*

Dall’ equazione (3) del moto si deduce che deve essere
rot H A HXEZ, =0
e quindi la (12) porge

orHy) 0V a(rHy) oV
oz or  or oz

(13) 0,

ciod rH, sard funzione di V:

(14) rH, = F(V).
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La (12) si riduce pertanto alla
(15) rot-I—i./\H=_(v2V+Fg—€)%grad V.

Prendendo ora il rotore di ambo i membri della (3) si ha

oV 8 (V,V+ FF\ oV a (\7,V+ FF' . 0p

(16) *‘%a—za?(—rz )—Wa_z(———r’ )+°”a_z+
202U 2pdU ,_4F
wor orse O (= =av):

D’ altra parte, supposto che la pressione sia funzione della sola
densita, p = p(¢), ponendo F(¢) :f%p’ I’equazione (3), dopo aver

diviso ambo i membri per p, si pud scrivere

1

1
(17)  grad|§() — 5ot — UJ + %(VZV—F FF')grad V=0

e prendendo il rotore di ambo i membri si ha

(18) grad W_:;EE A grad ¥ =0.
Avremo percid
V.V+ FF’
(19) —ZT = ®(V)

con ¢ funzione di V.

Se ora moltiplichiamo ambo i membri della (3) scalarmente
per H otteniamo

egp  oU\aV (p T Q)ii/'_
(20) (a_z—Pa_z)ar —(a?—f’a—r““f’ =0
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Da questa si deduce che deve esistere un fattore integrante
A(r, 2) tale che

(21)

1
Assumendo A = Tip? con h costante arbitraria, si ha

——0r——

oV 1 (aé)’ aU)
or or

o h
(22)
oV 1(@5’ aU)

da cui segue 1’integrale
1 T .
(23) V=ﬁ[3(p)—§m1‘ —U].
Ricavanlo da questa il potenziale U e sostituendo nella (16) si ha

(24)

oz or ? wt) T or bz rt "

oV o (V,V+FF' h\ aVo(UV+FF h
R L

da cui si deduce che

V4+FF' h
AL L R

(25)
con ¥(V) funzione arbitraria di V.

Dal confronto delle (19) e (25) segue che in generale anche la
densitd p & funzione di V e quindi lo & anche il rapporto

V,V+ FF' rot H A\ ﬁigradV

(26) r? igrad V)?
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Ma le equazioni (19) e (25) risultano compatibili, con p non
necessariamente funzione di V, assumendo

(27) b= -
Le (19) e (25) si riducono allora all’unica equazione

(28) ST

v,V + FF’ h
r'p w

2. Se ora prendiamo la divergenza di ambo i membri della
(17) ed osserviamo che per l'equazione di Poisson risulta

(29) divgrad U= V,U = — 4=fo

dove f & la costante di attrazione universale, abbiamo

rad V) =0.

(30) N8 — 20 + 4xfo 4 wdiv (Y’Zyj; FE

Integrando rispetto a tutfo il volume © occupato dal fluido ed
indicando con ¢ la superficie che lo delimita, ne deduciamo

s C

1 1
L J— - —
(31) = 2'":]"_t fpdr +2‘r
T G
essendo 7 la normale esterna alla superficie o.
Poiché sulla superficie ¢ &

a8 1dp

dalla (31), avendo riguardo alla (19), segue che sara
® av
33) w? < 2=xfo, + o1 f‘b( ) dn de
-

1
dove p,, = Z ./pdr & la densith media della massa fluida.

T
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La (33) nella sua interpretazione meccanica costituisce una
estensione alla magnetofuidodinamica del teorema di PoINCARE
che stabilisce un limite superiore per la velocity angolare di rota-
zione di masse fluide rotanfti.

Dalla (33) si ha che I’equilibrio relativo della massa fluida sara
possibile se il campo magnetico indotto & tale che

av
(34) 2nfo,t 5= | (V) do>0.

o

In caso contrario 1’equilibrio sard impossibile e si avra distacco
di fluido dalla superficie.
h
Nel caso particolare in cui ¢ = - e W =0, e sussiste quindi

la (28), con p non necessariamente funziome di V, la condizione
(34) diventa

h av
(3) Pm => 4rfr / an do

e quando questa & soddisfatta si ha

" ? h av
(36) O<2—_Rf<9m—zn_f:r/.d_ndc'

o

I1 limite superiore di PoINCARE risulterh allora abbassato, od
innalzato, secondo se &

av av
(37) hfa; ds > 0, oppure hfd_n de < 0.
c G

Questo dipende ovviamente dal segno della costante % e dai
valori di %’ sulla superficie o.

Osserviamo che essendo # il versore della normale esterna in
un punto della superficie ed @, il versore della tangente al profilo
meridiano passante per lo stesso punto, orientato in modo che sia

—

a,,.='n/\a¢,
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si ha

(38) 3%’ = grad V > n =grad Vx—tiq, ANa,=grad V /\'a;, xa,

e quindi, in virtia della (9), la componente H, del campo magne-
tico tangente al detto profilo meridiano risulta

Y

14

1 —_ 1
(39) H =—gradV/\aq,><a,,,=;%-

" r

Percid se in superficie ® nulla la componente del campo ma-
gnetico tangente al profilo meridiano, in ogni punto della super-

av
ficie @& an = 0 ed allora il teorema di POINCARE rimane invariato.

3. Particolarmente importante per le applicazioni astrofisiche
¢ il caso in cui la massa fluida @ immersa in un campo maguetico
uniforme H, divetto secondo ’asse di rotazioune ed il campo ma-
gnetico indotto 7 © in intensita sufficientemente piccolo da poter
trascurare i termini di ordine superiore al primo.

In questo caso ponendo

(40) H=H+"n

l’equazione del moto diventa

(41) — % w? grad r* = — grad &(o) 4 ; roth A\ Hy + grad U

e prendendo la divergenza di ambo i membri si ottiene
th
42) 20t = A8 - pdiv (0 N+t

Dalla condizione div %k = 0, si deduce che anche in questo caso
esistera una funzione V(r, 2) tale che

. 1
(43) h,= ~r

(?z)
QF
i
| -
3
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Per la simmetria intorno all’asse z dalla (41) si ha che deve essere
roth A H, xﬁ; =0, ciod roth xa,=0,

e quindi, in conformita della (10),

a(rh¢) —0
02
Ne segue
UV | 1é(rhy) —
roth = — o + e .
e
(44) rot ko A Hy = — H, Y;Y a,.

Sostituendo nella (41) e nella (42) si ha

(45) — % wtgrad r* = — grad § — HTH-O Y;—V -a,: + grad U
e
(46) %t = A,8 + pH, div (Z;Fl’ grad r) + dnfp.

Prendendo il rotore di ambo i membri della (45) si oftiene

V’V Cp—
grad( = )/\grad') =0
e quindi

47) ViV

o g(r)

con g(r) funzione arbitraria di 7.
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Essendo nota la funzione &(p), se si fissa la funzione g(r) la
(46) diventa un'equazione in cui & incognita la sola densitd p.

Si ha precisamente
(48) £48(0) + 4nfp = 20 — wH, div [g(r) grad r].

La densith p va danque determinata in modo da soddisfare
alla (48) ed alla condizione di annullarsi in superficie. Dopo cid
la (47) definisce la funzione V del campo magnetico.

Nel caso in cui il fluido & in condizioni adiabatiche si ha

p=cp’ con ¢ e y costanti (essendo y uguale al rapporto tra il
calore specifico a pressione costante e quello a volume costante);

percid risulta g = 7 c_Y 1Pt e I’equazione (48) diventa
(49) Dapr + 4—’3f—(ZY_—1) p=
T

=1 wr— it [ 0t + g0

Se ora integriamo ambo i membri della (48), estendendo 1’inte.
grale a tutto il volume © occupato dal fluido, abbiamo

1 wH,
(60) m?=§;j— de + 'n:f fpd+ -/-()—d
. . . a3 .
e poiché in superficie & an < 0, troviamo

H, dr
(61) ot < 2nfp,, + 5t j 9lr) 5 do.

Anche in quesfo caso perch® l'equilibrio possa sussistere deve
essere
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ed il limite superiore di POINCARE risulterd abbassato od inmal-
zato secondo se &

d dr
{53) H°fg(r)072dc <0, oppure Hojg(r)d—ndc> 0.

Consideriamo il caso particolare in cui

{64) g(r) = k,r, (k, costante),
e quindi
(55) Vo V=1Fkya%.

In questo caso ’equazione (49) diventa

nfly—1)  y—1
(66) Dot —— = [20® — 2uHok)]
e la (51) porge
(57) m! < 2"f9m + P‘HukO‘

Supposto H, > 0, ciod che la direzione del campo magnetico
esterno sia mel verso positivo dell’asse di rotazione, il limite supe-
riore di PoINCARE risulterd abbassato od innalzato secondo se &
k, <0, oppure k, > 0. Per k, in valore assoluto sufficientemente
piccolo la condizione

21rfpm + p'HokO > 0

perché sussista l'equilibrio, sara certamente soddisfatta.



