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Sul limite di Poincaré per una massa fluida 
di alta conduttività elettrîca uniformemente rotante 

in cui si gênera un campo magnetico. 

Nota di M A R I A T E R E S A V A C C A (a Torino) (*) (**) 

Sunto. - Per una massa fluida compressibile di conduttività elettrica infi
ni ta, uniformemente rotante intorno ad un suo asse baricenirale, si 
stabiliacono délie limita &ioni aile quali deve soddisfare lo velocità angolare 
di rotazione affînchè sussista Veqitilibrio relativo. Si dànno inoltre délie 
formule che sono Vestensione alla magnetofluidodinarnica délia relasicne 
che esprime il teorema di Poincaré délia fluidodin arnica classica. Si 
considéra in particolare il caso di una massa fluida immersa in un 
campo magnetico uniforme, nell'ipotesi che il campo magnetico sia di 
intensité sufficientemente piccola. 

1. Consider iamo u n a massa fluida di a] ta condu t t iv i t à e le t t r ica , 
ta ie da poters i r i t e n e r e inf in i ta , un i fo rmemen te r o t a n t e i n t o m o 
ad u n suo asse b a r i c e n t r a l e . che as sumeremo corne asse s, e sog. 
get ta al la p r o p r i a g rav i taz ione . 

Essendo 0 il cen t ro dél ia massa f luida ed w il ve t t o r e ve loc i tà 
angolare di ro taz ione , la veloci tà v di u n a par t ice l la P sa rà da ta da 

(i) V = r A ( P - 0 ) 

e qu ind i l 'accelerazione r i su l t a 

( 2 ) W = wV\"* = »*A [ ^ A ( p - 0)1 = - g w ' g r a d r* 

dove r, in u n s is tema di coordina te c i i indr iche r , cp, zy è l a d i s t anza 
di u n punto dalFasse di rotazione. 

I nd i cando con U i l potenzia le dél ie forze di m u t u a a t t r az ione 
n e w t o n i a n a délie par t ice l le fluide, con p la densi tà , p la p ress ione , 

(*) Pervenuta alla Segreteria dell 'U. M. I. il 15 dicembre 1963. 
(**) Lavoro eseguito neU'ambito del Gruppo di ricerca n° 3 del Comi-

tato Nazionale per la Materaatica del C. W. R. (1963-64). 
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H il campo magnetico e u. la permeabilità magnetica (costante), 
Tequazione del moto diventa 

(3) — g «2p grad r2 = — grad p + u rot H/\ H+ o grad U. 

L'equazione di continuità in condizioni stazionarie si riduce 
alPequazione 

div (p-u) = 0 

che per il valore v — o>r* grad cp dato dalla (l) è identicamente 
verificata nel l ' ipotesi délia simmetria assiale, in cui cioè tutti gli 
e iementi del campo e del moto sono indipendenti dall'anomalia cp. 

Il campo magnetico H, in condizioni stazionarie ë nelTipotesi 
di conduttività elettrica infinita, deve verificare l'equazione 

(4) rot(H/\~vj=0 

con la condizione 

(5) div H= 0. 

IndicaDdo con Hr- H®. Ha le componenti cilindriche del campo 
magnetico dalla (4), tenuto conto délia (5), si deduce che deve essere (1) 

« *-«• t-0' f-0' 
cioè il campo magnetico sarà simmetrico rispetto all'asse s. Dalla 
(5) si ha inoltre 

(7) -^(rff, )+^==0, 
v ' r drx } ~ dz 

(*) Cf r. C. A.GOSTINELLI, S aile equazioni delVequilibrio adiabatico magnéto* 
dinamico di una massa fluida gassosa uniformemente rotante e gravitante, 
(«Rendiconti dell'Accademia Nazionale dei Lincei», série VIII, vol. XXVI, 
fasc. 5 • Maggio 1959). 
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la quale mostra che dovrà esistere una funzione del campo V(r, z) 
taie che 

(8) H = r de ' z r dr 

Per il campo magnetico si ha quindi 

— 1 dV ldV 
(9) H= - - — grad r + - — grads + rH9 grad cp = 

• grad V A «9 + flç «cp 

da cui si ricava 

(10) ^ v tv~ rotJT = a© + -
3(rfî9) — 3 ( ^ ) — 
—r— a, r--1- a,. 

essendo ari a^, az i versori secondo cui variano le coordinate 
r, cp, z e dove è 

(H, ^ y - r l f i »!) + £?. 
2 a r \ r ï i r / T dz-

Segue ancora 

(12) rot H A H = - ^ g r a d V + 

1 d{rH<p)dV d{rH9)dV 
dr dz 

fl9 — 2̂ 2 g r a d ( ^ ) 2 -3« 9r 

Dali' equazione (3) del moto si deduce che deve essere 

ro t ï f A fl X aj = 0 

e quindi la (12) porge 

djfH^dV d(rH9)dV 
(13) 

dz dr dr dz 

cioè riî^ sarà funzione di V: 

(14) rH9 = F(V). 

= 0, 



1 3 0 MARIA TERESA VACCA 

La (12) si riduce pertanto alla 

(15) rotH/\H=-(vtV+Fjy)±gr*dV. 

Prendendo ora il rotore di ambo i membri délia (3) si ha 

(16> n^âf l—?— j -^rA—? ]J + w râï + 

,dpdU dpdU_ /V-^H 
^ dz dr 'dr dz~" ' \ ~ dVJ' 

D'al t ra parte, supposto che la pressione sia funzione délia sola 

densità, p —p[ç), ponendo f$(ç) = | — , l'equazione (3), dopo aver 

diviso ambo i membri per p, si puô scrivere 

(17) grad [»(P) - g «V» -uj + ^(VtV+ FF') grad V = 0 

e prendendo il rotore di ambo i membri si ha 

\7,V + FF' 
(18) grad X±-± A grad V = 0. 

Avremo perciô 

VtV+FF' 
as) —^— = *m 
con <î> funzione di V. 

Se ora moltiplichiamo ambo i membri délia (3) scalarinente 
per H otteniamo 

1 ' \3s ? dz ) dr \dr v dr v) dz 
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Da questa si deduce chè deve esistere un fattore intégrante 
A(r, z) taie che 

d_V , (dp 
èr 

Jdp t dU\ 

(21) 
a V _ (dp dU\ 
dz ~ \dz~p dz)' 

Assumendo X = — , con h costante arbitraria, si ha 

dV lfdS , dU\ 
dr h \dr dr ) 

(22) 
r _ 1 (tâ_d_U\ 
~ h \dz dz I 

da cui segue l ' intégrale 

(23) V = _ _ o > V 2 - U 

Ricavando da questa il poteuziale U e sostituendo nella (16) si ha 

dV d (V^V+FF' h \ dV d (S7tV+FF' , h \ 

da cui si deduce che 

(25) 
V2V+FF' , h 

+ "P = W 

con *¥{ V) funzione arbitraria di V. 

Dal confronto délie (19) e (25) segue che in générale anche la 
densità p è funzione di 7 e quindi lo è anche il rapporto 

(26) V, V + FF' rot H /\ H X grad Y 
r1 ~~ i g rad V)2 
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Ma le equazioni (19) e (25) risultano compatibili, con p non 
necessariamente funzione di V, assumendo 

(27) * = - £ • v = 0-

Le (19) e (25) si riducono allora all 'unica equazione 

V8V + FF' h 
(28, 

r'p 

2. Se ora prendiaino la divergenza di ambo i membri délia 
(17, ed osserviamo che per l'equazione di POISSON risulta 

(29) div grad U=S7^U= - 4*/p 

dove / è la costante di attrazione universale, abbiamo 

(30) A , » - 2o/2 + 4ic/p + -x div Çl*I+J^grad v) = 0. 

Integrando rispetto a tutto il volume T occupato dal fluido ed 
indicando con c la superficie che lo délimita, ne deduciamo 

(31) »» = 2 ^ - j o d r + £ | j ^ c b + J , - ^ â^dc 

essendo n la normale esterna alla superficie ex. 
Poichè sulla superficie ex è 

dalla (31), avendo riguardo alla (19), segue che sarà 

u f dV 

(33) "^tofp. + fcjtiTn^d*, 

dove pm = - / peir è la densità média délia massa fluida. 
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La (33) nella sua interpretazione meccanica costituisce una 
estensione alla magnetofuidodinamica del teorema di POINCARÉ 

che stabilisée un limite superiore per la velocità angolare di rota
zione di masse fluide rotanti. 

Dalla (33) si ha che Pequilibrio relativo délia massa fluida sarà 
possibile se il campo magnetico indotto è taie che 

(34) Wp--+£ |*(V)^A»>0. 

In caso contrario l'equilibrio sarà impossibile e si avrà distacco 
di fluido dalla superficie. 

h 
Nel caso particolare in cui *!> = —- e W = 0, e sussiste quindi 

la (28), con p non necessariamente funzione di V, la coudizione 
(34) diventa 

(W1 ^ h CdV_ 

e quando questa è soddisfatta si ha 

(36) 0<*<fm* / ¾ . . 
2-KJ Vm 4TT/T J an a 

I l limite superiore di POINCARÉ risulterà allora abbassato, od 
innalzato, secondo se è 

(37) 
, fdV, n , fdV , 
h]dnd,s>0> 0pPure h]diïda<0-

Questo dipende ovviamente dal segno délia costante h e dai 
dV 

valori di -=— sulla superficie cr. 

Osserviamo che essendo n il versore délia normale esterna in 
un punto délia superficie ed ain il versore délia tangente al profilo 
meridiano passante per lo stesso punto, orientato in modo che sia 

"am =~n [\a9, 
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si ha 

(38) -j— = g rad V x ~n = grad V >Ta9 /\am = grad V /\a9x am 

e quindi, in virtù délia (9), la componente Hm del campo magne
tico tangente al detto profilo meridiano risulta 

(39) Hm = l grad V A " ^ x a „ = ; g ^ • 

Perciô se in superficie è nulla la componente del campo ma
gnetico tangente al profilo meridiano, in ogui punto délia super
ficie è -=— = 0 ed allora il teorema di POINCARÉ rimane iuvariato. 

dn 

3. Particolarmente importante per le applicazioni astrofisiche 
è il caso in cui la massa fluida è immersa in un campo maguetico 
uniforme ÏJQ diretto secondo l'asse di rotazione ed il campo ma
gnetico indotto h è in intensità sufficientemente piccolo da poter 
trascurare i termini di ordine superiore al primo. 

In questo caso ponendo 

(40) H = H0 + h 

l'equazione del moto diventa 

(41, — ô w5 grad r'2 = — grad »(o) + - rot Jf/\ H0 + grad U 
d p 

e prendendo la divergenza di ambo i membri si ottiene 

(42, 2w» = A . » - I* div (~ A %) + W p . 

Dalla condizione div h = 0, si deduce che anche in questo caso 
esisterà una funzione V(r, z) taie che 

43) h = - - —, h. = - — . 
\ r t r cz r dr 
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Per la simmetria intorno all'asse z dalla (41) si ha che deve essere 

rot h /\ Hç x a<p = 0, cioè rot h x ar = 0, 

e quindi, in conformità délia (10), 

dirhç) 

Ne segue 

dz = ° 

«»** = - — a<f + r -$?- «. 

(44) i-otfc A ^ . = - - ^ . ^ - 0 , . . 
r 

Sostituendo nella (41) e nella (42) si ha 

(45) - ~ w« grad r* = - grad g> - ^ - ° ^f^ a r + grad U 

(46) 2<o» = A2& + V-H0 div ( ^ g r a d r ) + 4*ft. 

Prendendo il rotore di ambo i membri délia (45) si ottiene 

S r a d ( " ^ r ) A g r a d r = 0 

e quindi 

<47) ^ - * r » 

con g(r) funzione arbitraria di r. 
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Essendo nota la funzione e?(p), se si fissa la funzione g(r) la 
(46) diventa un'equazione in cui è incognita la sola densità p. 

Si ha precisamente 

(48) A2#(p) + M? = 2o>? - utf0 div [g(r) grad r] . 

La densità p va dunque determinata in modo da soddisfare 
alla (48) ed alla condizione di annullarsi in superficie. Dopo ciô 
la (47) definisce la funzione V del campo magnetico. 

Nel caso in cui il fluido è in condizioni adiabatiche si ha 
p = cpY con c e y costauti (essendo y uguale al rapporto tra il 
calore specifico a pressione costante e quello a volume costante); 

cy 
perciô risulta $= pT—1 e Pequazione (48) diventa 

(49) A , p ï - 1 + ÉIlAl^i)p = 

1 2«3 — uHQ 
cy » ' ° 

-9{r)+9(r) 

Se ora integriamo ambo i membri délia (48), estendendo l'inté
grale a tutto il volume T occupato dal fluido, abbiamo 

w »• - k /£*+*t \ / r*+£/**£* 
a T a 

e poichè in superficie è -j- < 0, troviamo 

(51) »• < 2^Pm + ^ Jg(r) | j Ar. 

Anche in questo caso perché l'equilibrio possa sussistere deve 
essere 

(52) 9-/i.. + ^/p(r)£*>0 



SUL LIMITE DI POINCARÉ PER UNA MASSA FLUIDA DI ALTA, ECC 1 3 7 

ed il limite superiore di POINCARÉ risulterà abbassato od innal-
zato secondo se è 

/

dr l dr 

a G 

Consideriamo il caso particolare in cui 

(54) g[r) = k0r, (kQ costante), 

e quindi 

(55) v 2 y = v 3 p. 

In questo caso Fequazione (49) diventa 

(56) AsPT-1 + 4 * / ( 7 ~ 1}P = Y - = ^ [ 2 a > ' - 2ai?0fc0] 

e la (51) porge 

(57) a>*<2^pm + [.ïï-ufc0. 

Supposto H0 > 0, cioè che la direzione del campo magnetico 
esterno sia nel verso positivo dél iasse di rotazione, il limite supe
riore di POINCARÉ risulterà abbassato od innalzato secondo se è 
&o<0> oppure k0 > 0. Per k0 in valore assoluto sufficientemente 
piccolo la condizione 

2*ftM + |*ff0*0 > 0 

perché sussista Pequilibrio, sarà certamente soddisfatta. 


