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Sull’invertibilita degli operatori analitici negli spazi di Banach

Nota di DomMiNgos PISANELLI (a S. Paolo - Brasile) (¥)

Sunto. Si danno condizioni sufficienti per U invertibilita di un operatore
analitico secondo Frechet estendendo il “ calcul des limites,, di Cauchy.

Sia y={f(x) un operatore analitico in un aperto di X con
valori in Y entrambi spazi localmente convessi sul corpo com-
plesso C. Abbiamo dimostrato ([2], p. 29) una formola per la mag-
giorazione del differenziale di ordine » di f(x). Quando X ed Y
sono spazi di BaNACH, questa formola prende 1’ aspetto:

Y 8" (2o, By B) I @l Byl (| ]l

n
dove lim Va, < +o0 e a, =1.

Vogliamo ora estendere il “calcul des limites,, di CAUCHY per
dimostrare I'invertibilitd locale di un operatore analitico secondo
FRECHET 0, cid che & lo stesso megli spazi di BANACH, analitico
secondo Fanrtappii (J. SEBasTIAO e SiLva ([3], p. 25)).

Per le definizioni e i teoremi ¢i atterremo al trattato di HiLLE:
Functional Analysis and Semi-Groups [1].

TeorEMA. -~ Sia y ={(x) analitico secondo Frechet nell’ intorno
|x—x,[l<r di X, con valori in Y, enirambi spazi di Banach
su C. Supponiamo che 3f(x,, h) sia un’applicazione biunivoca di X
su Y. Esiste allora un wunico operatore x = ¢(y) analitico secondo
Frechet in un intorno di y, = f(x,) ove (f,9)y) =y e 9(y,) = X,.

Per semplicith supporremo che x,=0 e y,=0. Come si sa

L(y) inverso di 3f(0, k) & lineare e continuo in Y ([4], p. 36).
F(x) = L(f(x)) sarad analitico secondo FRECHET nell’intorno

{(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. 1. il 7 ottobre 1963.
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[[2]| < in X con valori in X e avremo:

Fa)=z % 18F0, o= I P@) || <r
n n=>1

n=2

Supponiamo che esista F—'(y) analitico secondo FRECHET in
un intorno V(0) di zero, con valori in || x| < # tale che

@ FF-{y)=y F-10)=0.

Avremo allora:

@ = P,,( ) Qm(y))s = P.,( S Quly), ..., = Qmﬂ(y)>:y
m=>=1 n=>1 m;==1 m,=1

n=1 =

dove P,(h,,.., h,) = 'n,i‘ K0, hy,.., h,) e 21 Q,.(y) & lo sviluppo
! m=1 .

di TAYLOR @i F—y) nell’intorno V(0). Da (2) si avra svilup-
pando F F—!:

21 Y P(Qu (). , O, (Y) =1y y € V(0)

k=

dove il primo sommatorio & esteso alle soluzioni positive e intere
dell’equazione m, + ...+ m, =k per tutti gli n>1.

Dal principio di identitha si avra:

Pl(Ql(y)) =Y
hy -Pn(le (?/), ey Qm,,(?/)) =90 (k > 1)
donde
Ouly) = Y
4 AwYy)=—2"P.(Qm(y), .., Qm (9)) (> 1)
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cid che dimostra per induzione ’unicita dell’ operatore in questione
perche il sommatorio & ora esteso a tutte le soluzioni positive e
intere dell’equazione m,+..+m,=Fk per tutti gli n>>1 e quindi
m; <My + .. +m, =k (1 <j<<n).
Viceversa queste formule (4) ci danno la possibilita di costruire
per induzione gli operatori polinomiali Q.(y) (k= 1).
Dimostriamo che:

(5) Q) I <bullyll* k=1

dove (by)g=1 © una successione di numeri positivi tali che

—_— k__
lim Vb, < + co.
Infatti da (1) si ha:
(6) W Pulleis ooy B I @, [ By | o || B

con

—_—n
lim Va, <+ e a, = 1.
Sia la serie di potenze:

2 — 0,2 — ... — @ 2" — ...

W+ byt + ... + b, w" + ...
la sua inversa.
Si ha ||Q,#»)|=1|yll. Ammessa (5) per k — 1 si ha da (5) e
da (6):

I Q) 1< = o 1| Qo (@) I - ] Qo (3 | <

(" @bmy e bm ) [yl *=bullyll*,
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dove come al solito il sommatorio & esteso alle soluzioni intere e
positive dell’equazione m, + ... + m, =k per tutti gli n > 1.

Dalla G-analiticita degli operatori polinomiali @,(y) e dalla
convergenza uniforme di

0 Z Q.ly)

m=>1

1 . m ___
in ogni |yll<r < p(; = lim Vb,,,) si avrad D analicith di (7)
in [y || <p. Potremo allora trovare s>>0 in modo che || 2 Qy) || <
m==1

<7 quando [y | <s e cid dimostra (2) e quindi il teorema

Questione aperia.

La definizione di analicith di un operatore si estende agli
spazi localmente convessi. La costruzione dell’operatore inverso
F—Yy) vale formalmente in questa categoria di spazi. Si potrebbe
allora tentare 1’estensione del teorema dato usufruendo forse della
disuguaglianza fondamentale di [2].
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