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Un'osservazione sulla geometria affine délie 
trasformazioni p un tuai i 

Nota di MARIO VILLA (a Bologna) (*) 

Suuto. • Si osserva che, neîîa geometria affine, le trasformasioni razionali 
che si ottengono troncando gli sviïuppi in série di potenze délie equa­
zioni di una trasformazione puntuale fra due spaei affini, sono intrin-
secamente individuate e ci si trattiene su quaîche conseguensa. 

1. Nello studio dei problemi di carattere locale sulle trasforma­
zioni puntuali nella geometria affine (e quindi nelle géométrie 
relative a gruppi che sono sottogruppi del gruppo affine) si ha 
una notevole semplificazione, rispetto ai problemi analoghi stu-
diati nella geometria proiettiva, dovuta ad un fatto su cui ora mi 
tratterô. 

Per fissare le idée riferiamoci ad una trasformazione puntuale 
Tj fra due piani affini w, w' e consideriamo una coppia 0, 0' (rego-
lare o no) di punti (propri) corrispondenti. Introdotti nei due piani 
due sistemi di coordinate affini (x% y in iz e x% y' in -x') di origini 
0, 0', le equazioni di Tiy nell'intorno di (0, 0') siano 

as' = axx H- aty -+- anx2 -+- 2altxy H- aity* -+- [3] 
(1) 

y' = bxx -+- bty -+- bnx2 -+- 2bltxy +- btty* + [3], 

le a, b essendo costanti e indicando con [3] l'insieme dei termini 
negli sviïuppi in série di potenze, di grado > 2. 

Troncando gli sviïuppi (1) ai termini di 2° grado (ad esempio), 
si ottiene la trasformazione razionale intera J?2,2 ai equazioni 

x1 = axx -*- aty -+- anx% •+- 2al2xy -+- alty
% 

y' = bp -+- b%y + blxx
% -+- 2bl2xy -+- btty* (l) 

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'U. M. J. il 15 dicembre 1963. 
(1) Se atl = aiZ = «22 = &ii = 612 = 622=0 la T2 ô oaculata, nell'intorno 

di (0, 0'). dall'affinita xf = aLx-h a2y, y' = bkx -h b2y (ogni direzione per 
0, e per 0', è caratteristica). Si esclnderà nel seguito questo caso. 
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Orbene, nel la geometria affine, la R2, 2 è intresecamente carat-
terizzata. Si ha infatti : 

La R2,2 è Vunica trasformaziqne razionale di ordine 2 che oscula 
(cioè approssima fine ail'intorno âel 2° ordine) la Tt nella coppia 
di punti corrispondenti (0, 0') e nella quale alla relia impropria 
di r,f corresponde la relia impropria di -K contata due voltç. In ait ri 
termini: la R2,2 è Vunica trasformazione razionale inler a di ordine 
2 che oscula la Tt in (0, 0'). 

L'intorno dei 2° ordine di Ts in (0, 0') détermina dunque la 
R2t2 e inversamente. I caratteri affini délia R2>2 sono dunque 
caratteri dell ' intorno. Nel la geometria affine, nei problemi (locali) 
relat ivi a ir intorno dei 2° ordine di T2 in (0, 0'), ci si potrà quindi 
valere assai 'util m en te délia trasformazione razionale intera / 2 , 2 . 
Cosi per la determinazione di riferimenti intrinseci e per l'inter­
préta zione geometrica degH invarianti | s) . 

Fissati i riferimenti intrinseci nei due piani, il significato geo-
metrico degli invarianti si ottiene subito considerando le due co-
niehe corrispondenti nel la R2, 2 aile rette a; '= 0 e y' = 0. 

Nel le r ighe precedenti, per fissare le idée, ci siamo riferiti ad 
una trasformazione puntuale fra due piani affini e ail ' intorno dei 
2° ordine pi una coppia di punti corrispondenti, ma è chiaro che 
l'osserv/azione fatta vale per una trasformazione puntuale Tp fra 
spazi affini di dimensione p qualunque e per un intorno d'ordine 
n qualunijue di una coppia di punti corrispondenti. U n taie intorno 
dJ ordine n détermina, /nel la geometria affine, una trasformazione 
razionale intera RPJ « j a r d i n e n che approssima la trasformazione 
data fino a ir in torno dFordine n le cui equazioni si ottengono 
troncando gli svi ïuppi ai termini di grado n (3). E questa trasfor­
mazione razionale, i cui caratteri affini sono caratteri dell' intorno, 
si puô utilizzare uti lmente nei problemi relativi all ' intorno stesso (*). 

(2) Ciô vale per intorni d'ordine qualunque. Per l'intorno dei 2° ordine 
si puô anche ricorrere aile direzioni caratteristiche e ai punti limili délie 
proiettivila caratteristiche Si veda; M. VILLA, La configura zione carat-
teristica d% una trasformazione puntuale fra due bpazi lineari, «Rend. 
dell'Acçademia d'Italia», Ser. VII, Vol. IV, pp. 141,142 (1943). 

<3) Per m = l, la trasformazione razionale intera Bp, 4 è un'affinità 
(l'affinità tangente). Si veda, supposta la coppia (0, 0') regolare : M. VILLA, 
Lezioni di geometria, Vol. II, Cedam, Padova, pp. 313, 314, 338 (19(.2). 

(4) Cosi, fissati i riferimenti affini intrinseci nei due spazi affini, per 
ottenere il significato geomelrico degli invarianti di ordine n, si possono 
considerare le ipersuperficie corrispondenti in Mp,n agli iperpiani fonda-
mentali dei riferimento fissato in uno degli spazi. 
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â. La trasformazione razionale intera Rp>n puô essere birazionale 
(cioè cremoniana) e puô essere anche cremoniana biintera (cioè 
razionale intera in entrambi i sensi) {% questi caratteri rifletten-
dosi in caratteri delP intorno relativo. 

Kiprendiamo a considerare la trasformazione puntuale T2 fra 
due piani (affini) e l'intorno dei 2° ordine délia coppia di punti 
corrispondenti (0. 0) . 

Supponiamo la coppia (.0, 0') regolare. ossia , ! * =£= 0 (n. 1). 

Nella trasformazione razionale R2t 2> aile rette per 0' conispon-
dono le coniche dei fascio F di equazione 

atx H- asy +- aitx* -+- 2altxy -h a„ytf-¥-

-h X (bxx -+- bty -4- bitx* 4- 2bltxy ~+- bity") = 0, 

dove X è un paramétré. 
Si ha: 

La trasformazione razionale R2f2 è cremoniana quando e solo 
quando si présenta uno dei due casi : 

1) le coniche dei fascio F hanno gli stessi punti impropri 
e in uno di essi hanno anche la stessa tangente (4= dalla relia 
impropria) ; 

2) le coniche dei fascio F si osculano in un punto délia relia 
impropria (la tangente oV osculazione essendo la relia impropria). 

La propriété è pressochè évidente in quanto nella R>, 2 a due 
rette per 0' e alla retta impropria di *' corrispondono rispettiva-
mente due coniche C,, C? di F e la retta impropria (di iz) contata 
due volte. 

La R2, 2 è cremoniana quando e solo quando la rete deterzninata 
dalle coniche C,, Cs e dalla retta impropria (contata due volte) è 
omaloidica e pertanto segue subito la proprietà enunciata. 

Segue: 

Affinchè la trasformazione razionale R2/2 sia cremoniana è neces-
sario che coincidano due délie ire rette caratteristiche per 0 (per 0'). 

(5) Riteniamo più conveniente la denominazione di trasforma?ione cre­
moniana biintera anzichfc quella di trasformazione cremoniana intera usai a 
da altri Autori; si chiameranno invece trasformazioni ctçmoniane intere 
le trasformazioni cremoniane intere in un sol senso. 
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Infatti le rette caratteristiche p*-r 0 sono le congiungenti 0 
coi punti base (4= 0) dei fascio F (6). E siccome, per quanto si è 
detto sopra, due di questi punti base sono infinitamente vicini 
l'asserto è dimostrato. 

Si ha pure : 

La trasformazione razionale R2, % è cremoniana biintera quando 
e solo quando le coniche dei fascio F si osculano in un punto délia 
retta impropria (la tangente oVosculazione essendo la retta impropria). 

Introduciamo in n coordinate omogenee xx, xt, sc3. L'equazione 
di F si scrive 

akxtx9 + atxixi -+- ana?4
8 -h 2alsxlxt -+- aitxs* -+- ̂ (b^^ V btxtxt -+-

-+- &,!#,* -+- 2bltxlxi -+- bitxt*) = 0. 

Supponiamo-dajojp^pna che le a,,, a l t , att non siano tutte nulle 
e cosi pure che nolflsiano tutte nulle le o n , blti &„. 

Affinchè le coniche di JF abbiano gli stessi punti impropri 
dev' essere 

(3) bll = kall, blt = kalt, btt = featî, 

essenao k una costante =j= 0. 
Assumendo uno dei due punti impropri délie coniche di F corne 

punto ,4,(1, 0, 0), si ha 

(4) 0 1 1 - ^ , = 0 . 

Affinchè le coniche di F abbiano in Ax la stessa tangente deve 
essere, tenuto conto délia 2a délie (3), 

(5) 6, = kax. 

Dalle (3), (4), (5) segue in definitiva 

(6) bt=kalt blt = kalt, &„ = &a„, au^bn = 0. 

Per le (6), le (2) divengono 

x' = axx +- aty -+- 2axtxy -+- a2ty* 
17) 

y =kaxx -+- bty +- k[2atixy H- alty% 

(6) Si veda: M. VILLA, Ricerche locali sulle trasformazioni cremoniavey 
Mem. I, « Memorie doirAecademia délie Scienze di Bologna », Ser. X> 
Vol. I, p. 83, nota (4), 1944. 
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Si noti che bt^=kat essendo la coppia (0, 0') regolare. 
Dalle (7) segue 

kx' — y' = (kat — bt)y, 
da cui 

kx' — y* 
(8) " kat — bt * 

Sostituendo Pespressione di y data dalla (8) nella prima délie 
(7), si ottiene 

/ . kx' — y'\ , kx' — «' (kx' — y'\ » 
(9, x [ a ^ 2 a l i k ^ y x ^ a t l ^ - a t t ( l i ^ ) 

Dalle (8), (9) si conclude che affinchè la R2,2 sia cremoniana 
biintera occorre e basta che sia a12 = 0 [e quindi per le (6) anche 
6..=o] n. 

D' altra parte quando axl = 612=0 anche la seconda intersezione 
con la x3 = 0 délie coniche di Fviene a cadere in (1, 0, 0) e quindi 
le coniche di F si osculano in tal punto (la tangente d'osculazione 
essendo la x3=0) e inversa mente. 

Bimane da con'siderare ii caso fin qui escluso in cui (ad esempio) 
b„=bxi=bti = 0 (•). 

Il fascio F è individuato dalle coniche 

(10) a^ajj + atxtx3 + allxx
i-h2altxlxt-{-aiixs

9=09 (6^+6,0^)0^=0. 

Assumendo uno dei due punti impropri délia prima di queste 
coniche corne punto (1, 0, 0) sarà a u = 0. Se bx=^0, le coniche di 
F non possono dar luogo al 1° dei casi suddetti per cui la i?2,2 è 
cremoniana, perché la seconda délie (10) ha in (1, 0, 0) per tangente 
la x9 = 0, ne al 2° dei casi suddetti perché in (1, 0, 0) le coniche 
(10) non si osculano. 

(7) Condizîone necessaria e sufficiente affinchè una trasformazione cre­
moniana intera yi = fi(xif x2, ..., xp) (t = l, 2, .... p) fra due spazi affini 
a p dimension! di coordinate affini xl9 x2, ..., xp e yif y2J ..., yp, gli ft 

essendo polinomi, sia biintera è che lo jacobiano J délie /i- sia una 
costante. Si veda: B. S E G R E , Forme differenziali e loro integrali, 
Vol. II, cBd. Universitarie Docet*, Borna, p. 393, 1956. 

Pertanto per déterra in are la condizîone affinchè la (7) sia biintera, si 
puô anche applicare il risultato précèdent©. È qui J=(&©— kai)(ai-+-2at2y) 
e si riduce ad una costante quando (e solo quando) è appunto al2 = 0 
(essendo b2^ka2). 

(s) Di consegiipnza !•- « M . a, , . a>., non sono tutte nulle |si veda la (*)1 
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D'altra parte per a l l = 6 I = 0 , le (2) divengono 

x' = axx + aty -+- 2altxy *- auy2 

(11) 
y' = b,y 

dove ^6,=1=0 essendo la coppia (0, 0') regolare. 

Dalle (11) segue y — T-y e quindi 

Si conclude che affinchè la R2t2 sia cremoniana biintera occorre 
e basta che sia a i s = 0 (9). 

Ma per axi = ali = bl = 0 le due coniche (10) si osculano in 
(1, 0, 0) e inversamente. 

Segue: 
Affinchè la trasformazione razionale R2,2 sia cremoniana intera 

è necessario che coincidano le tre rette caratteristiche per O (per O'), 
Infatti, corne si è già ricordato, le rette caratteristiche .per 0 

sono le congiungenti O coi punti base (={= O) dei fascio F. E siccome, 
per quanto si è detto sopra, questi tre punti base sono infinita-
mente vicini, l'asserto è dimostrato. 

3. Aggiungiamo ancora che, nella geometria proiettiva, una 
trasformazione puntuale tra due piani proiettivi, in una coppia 
regolare 0, 0' di punti corrispondenti nella quale due direzioni 
caratteristiche coincidono, si puô, con una conveniente scelta dei 
riferimenti proiettivi nei due piani, rappresentare fino alPintorno 
dei 2° ordine di 0, 0', con le equazioni 

x' = x — xy + [3] 

»' = » + [31, 

le se, y e x\ y' essendo coordinate proiettive non omogenee (l0), 

(9) Per le (11) è J=6 2 (a t +2al22/) e si riduce ad una costante quando 
(o solo quando) è appanto a l2 = 0 (essendo ô2 =(= 0). 

(i0) Si veda : M. VILLA, Sulle trasformazioni puntuali fra due piani con 
direzioni caratteristiche coincidenti, Nota I, Rend, dell1 Accademia délie 
Scienze di Bologna, Ser. XI, Vol. XI, 1964; M. VILLA, Sulle trasformazioni 
puntuali con direzioui caratteristiche coincidenti, Eend. dell'IsMtuto Lom-
bardo di Scienze e Lettere, Ser. III, Vol. 78, p 326, 1945. 
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E qui la i?2, 2 

x = x — xy 
(10) 

y' = y 

è cremoniana. Infatti dalle (10) si ottiene 

x 
x = 

1 - 0 ' 

. » = »'• 

Aggiungiamo infine che, nella geometria proiettiva, una tras­
formazione puntuale tra due piani proiettivi, in una coppia rego­
lare 0, 0' di punti corrispondenti nella quale le tre direzioni 
caratteristiche coincidono, si puô con una conveniente scelta dei 
riferimenti proiettivi dei due piani, rappresentare fino ail'intorno 
dei 2° ordine di 0, 0' con le equazioni 

x' = x +- y- +- [3] 

2/' = 2/ + [3] 

le x, y e x', y' essendo coordinate proiettive non omogenee ("). 
E qui la R2t 2 

x' = x -+- y* 
(H) 

y =y 

è cremoniana intera. Infatti dalle (11) si ottiene 

x =z x' — y% 

y = v' • 

(l!) Si veda: M. VJLLA, Sulle trasformazioni puntuali fra due piani 
con direzioni caratteristiche coinctdenti, Nota II, Rend, dell'Accademia 
délie Scienze di Bologna, Ser. XI, Vol. XI, 1964. 


