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Superf ic ie di Lamb e di Bernoul l i n e l l a magnetof lu idodinanuca(*) 

Nota di E L I S A . G R A N D O R I GrUAGENTi (a Milano) (**) 

Santo. - Si rileva V esistensa* nella magnétofluidodtnamica, sotto determi-
nate ipotèsi, di superficie A, cke sono contemporaneamente di flusso 
per il campo magnetico e per il campo cinematico. Esse sono analoghe 
aile superficie di Lamb délia or dinar la meccanica dei fluidi (che sono 
di flusso per il campo vorticoso e per il campo cinematico). Inoltre 
si mettono in luce le condi&ioni per cui esistono, anche in magne* 
tofluidodinamica, le superficie di Lamb, e si précisa quando esse 
sono superficie di Bernoulli. 

§ 1. - Superf ic ie A ne l la m a g n e t o f l u i d o d i n a m i c a . 

1. - È no ta l ' a n a l o g i a es is tente fra il campo magnet ico rela-
t ivo al moto di u n fluido pe r fe t t amen te condut tore , perfe t to o 
viscoso che sia, e il vor t ice di u n fluido perfet to , soggetto a forze 
conse rva t i ve , che r i e n t r i nel lo schéma dél ia o rd ina r i a meccan ica 
de i f luidi (si v e d a [1], [2], [3], ed al t r i ) (1). 

Da l le equaz ion i di campo dél ia m. f. d. (magnetof luidodinamica)-
se è i n f in i t a l a conduc ib i l i t à e le t t r ica , si r i c ava la s eguen te equa , 
z ione p e j il campo magne t ico H 

dM 
(1) -ti+T0t ( t f A o ) = 0 ' 

i n Oui v è la ve loc i tà dei fluido. 
D ' a l t r a p a r t e , p e r u n fluido perfet to non condut to re , di velo­

ci tà u sogget to a forze conserva t ive , da lPequaz ione d i n a m i c a eule-
r i a n a d i scende , q u a l o r a si va lu t i i l ro tore di ambo i membr i , l a 
s e g u e n t e equaz ione c o n t e n e a t e il vort ice co (a> = 1/2 rot u) : 

(2) — -+- rot (a) /\ u) = 0. 

(*) Lavoro eseguito neirambito dei Gruppi di ricerca materaateci dei 
Consiglio Naziohale délie Ricerche. 

(**) Pervenuta alla Segreteria dell 'U. M. I. il 7 dicembre 1963, e 
comunicata in riassunto al Congresso dell 'U. M. 1., tenuto a Genova, 
30 settembie - 5 ottobre 1963. 

(1) Le parentesi quadre rinviano alla bibliografia. 
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La (1) e la (2) sono formalmente identiche; al campo magne­
tico H délia (1) corrisponde il campo vorticoso o> délia {2), a l la 
velocità v délia (1) la velocità u délia (2). 

È pure noto che una analogia formale sussiste aucora sotto 
condizioni meno restrittive, e precisamente sotto l ' ins ieme délie 
seguenti ipotesi a) e b), riguardanti rispettivamente il fluido con­
duttore e il fluido non conduttore: 

a) il campo magnetico sia relativo ad un fluido non perfet-
tamente conduttore; di più siano costanti la conducibilità elet­
trica o- e la permeabilità magnetica [/. dei fluido (vedi ad esem-
pio [4]); 

b) il vortice appartenga ad un fluido non più perfetto, m a 
viscoso; di più sia costante la densità p e cioè si tratti di un 
liquido. 

Infatti dalle equazioni di campo délia m. f. d., se « e (* sono 
costanti, si ricava la seguente equazione [3]: 

dH 
{3) aF "^ r o t ( H A f ) + ^ rot rot H = 0, 

dove X = 1/ffu. è i l coefficiente di viscosità magnetico. 
D'altra parte dalF equazione dinamica di N A V I E R - P O I S S O N , 

se p è costante, discende, qualora si valuti il rotore di ambo i 
merabri, la seguente equazione [5]: 

d o> 
(4) - r -+- rot (to / \ a) H- v rot rot w = 0, 

dove v è il coefficiente di viscosità cinematico, rapporto fra il 
coefficiente di viscosità e la densità dei liquido. La (3) e la (4> 
sono analoghe, corne lo erano la (1) e la (2); inoltre al coefficiente 
di viscosità magnetico X délia (3) corrisponde il coefficiente di 
viscosità cinematico v délia (4). 

Le somiglianze formai i fra la (1) e la (2), e fra la (3) e la (4), 
si rafforzano tenendo conto délia solenoidalità dei vettori H ed o> {% 

(8) I due vettori tuttavia hanno divergenza nulla per inotivi diversi 
infatti, mentre la relazione 

div (0 = 0 

è un'identità, in quanto è u> = l/2 rot u, la relazione 

d i v / / = 0 

è una condizione oui s od dis fa notoriamente il campo magnetico. 
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I n effetti si tratta di un'analogia in senso lato; essa non riguarda 
le condizioni al contorno, e, anche nel quadro délie equazioui 
indefinite , non è compléta. Pertanto fra fluido conduttore in pre-
senza di campo magnetico e fluido non conduttore, ci sono ana­
logie, ma anche differenze. 

2. - Nel le analogie rientra quanto esporremo in questo paragrafo. 
Eicordiamo ora alcuni risultati délia meccanica dei fluidi. 

I v i si denominano "superficie di LAMB, , quelle superficie, che ora 
indicheremo con L, che sono contemporaneamente di flusso per o) 
e per u, mentre si denomina "vettore di LAMB, , il vettore w / \ u. 
Le superficie di L A M B , per la stessa definizione, godono délia 
propriété di essere in ogni punto normali al vettore di L A M B [6]. 

Condizione necessaria e sufficiente per l 'esistenza délie super­
ficie L è che sia 

(5} o> / \ u = A grad ^, 

dave A e <l sono funzioni dei posto e dei tempo. Le superficie L 
hanno equazione -h = cost. 

Condizione necessaria e sufficiente per il verificarsi délia (5) 
è che sia 

(5') ' w /\[u X rot (OJ /\ u) = \j. 

La (5) e la (5') sono perciô equivalenti (vedi ad esempio [7]). 
U n vettore che, corne OJ /\ u, soddisfi aile (5) si dice comples-

so- lamellare. 
Orbene, per la menzionata analogia, aile superficie L corri-

spondono le superficie, che denomineremo A, che sono contempo­
raneamente di flusso per H e per v- Condizione necessaria e 
sufficiente per l 'es istenza délie A è che sia complesso-lamellare 
il vettore H (\ v, che sia cioè 

(6) H/\v = BgTEidX, 

dove B e L sono funzioni dei posto e dei tempo. Le superficie A 
hanno equazione 7. = cost. 
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Condizione necessaria e sufficiente perché la (6) sia soddi-
sfatta è che sia 

/6') HAvXrot(HÀv) = 0. 

La (6) e la (6') sono perciô equivalenti. 
Le A sono superficie ortogonali alla congruenza délie linee 

d'azione dei vettore / / /\ v ; in quanto tali, ad esse si estendono 
i risultati di geometria differenziale relativi aile superficie L [8], [9]. 

Passiamo ora a considerare qualche caso particolare délia 
m. f. d., in cui esistono le superficie A. Essi sono analoghi a casi 
particolari délia dinamica dei fluidi non conduttori, in cui esistono 
le superficie L. 

3. - Se un fuido perfetto non conduttore è in moto stazionario 
soggetto a forze conservative di potenziale unitario U (per unità 
di massa), e la densità p è funzione délia sola pressione (in parti­
colare costante), P equazione dinamica diviene 

w A U = — 5 grad <t>, 

dove 

* . rr . f * <D = g v9 - U +- f 
? 

è il noto trinomio di BERNOULLI. Il vettore di LAMB risulta irro-
tazionale; la (5) è soddisfatta (cou A = cost); esistono le superficie 
L ed hanno equazione 4> = cost. La loro esistenza è stata messa 
in luce da CALDONAZZO [10]. Egli le denomina "superficie di 
BERNOCJLLI,,, in quanto su di esse è costante il trinomio di 
BERNOULLI; la stessa denom in azione si trova presso altri autori 
(vedi ad esempio [11], [12J ). 

Consideriamo la situazione analoga in m. f. d.. Un fluido perfet-
tamente conduttore in presenza di campo magnetico sia in condi-
zioni stazionarie, nel senso délia m. f. d., cioè gli elementi dei 
campo elettromagnetico e dei moto dipendano dal posto, ma siano 
invariabili col tempo (vedi ad esempio [13]). La (1) diviene 

(7) rot ( / M *) = <>. 
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La (6) è allora soddisfatta, per esempio con B = 1, e le superficie 
L hanno equazione X = cost. Esse sono iiioltre stazionarie, per 
la stazionarietà dei moto. Il campo magnetico e il campo cinema­
tico appaiono stratificati secondo le superficie L. Esse, essendo 
superficie di corrente, sono superficie materiali. 

4. - Nel caso dei fluidi perfetti non conduttori, qualora pur 
non essendo stazionario il moto, sia stazionaria la distribuzione 
dei vortice, esistono le superficie L. I jfatt i , nelle predette condi-
zioni, la (2) diviene 

(8) rot (o) /\ u) = 0 

La (5) risulta allora soddisfatta, per esempio con A =. 1, ed esistono 
le superficie L. La loro esistenza e la loro proprietà sono state 
messe in luce da MASOTTI [11]. 

Sempre secondo Tanalo'gia in esame, alla stazionarietà dei 
vortice corrisponde la stazionarietà dei campo magnetico, e la (1) 
si riduce ancora alla (7). Quindi, se il fluido è perfettamente 
conduttore e il campo magnetico è stazionario, esistono le super­
ficie \. 

Esse non sono stazionarie; perché cîô sia occorre ed è suffi­
ciente che non vari in ogni punto l'orientazione dei vettore HA *>• 

dV 
ossia, tenendo conto délia stazionarietà di / / , che -r sia compla-

nare ad H e a v. Ciô si esprime con 1'equazione 

" A » x _ - = 0 

Se cosi avviene, ancora il campo magnetico e il campo cinematico 
appaiono stratificati secondo le superficie A 

5. - Un altro notevole caso di esistenza délie superficie L, 
per i fluidi non conduttori [11]. è quello dei liquidi viscosi, qualora 
sia stazionaria la-distribuzioue dei vortice ed esista un potenziale 
di flessione, condizione quest'ultima che si esprime con l'equazione 

(9) rot rot w = 0. 

Sotto queste ipotesi infatti sussiste ancora la |R). 
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Fassiamo ora alla m. f. d.. All'ipotesi dei liquido viscoso cor­
risponde quella dei fluido non perfettamente conduttore (con aepi 
costanti); alla (9) corrisponde l'equazione 

<10) rot r o t / / = 0 , 

ovvero, essendo il campo H legato alla densità di corrente elet-
trica / dalla relazione rot / / = / , l'equazione 

<10') r o t / = 0 ; 

e quindi all'ipotesi delFesistenza dei potenziale di flessione corri* 
sponde quella delF esistenza dei potenziale délia densità di corrente 
elettrica. 

Ciô premesso, se è stazionario il campo magnetico relativo 
al moto di un fluido non perfettamente conduttore, e se è conser-
vativa la distribuzione délia densità di corrente elettrica, esistono 
le superficie A. E infatti, sotto le predette ipotesi, la (3) si riduce 
alla (7). 

Si noti che, grazie alla (10'), risulta armonico il campo délia 
densità délia corrente elettrica /. Infatti /, <che è un vettore sole-
noidale (in quanto uguale a rot H), è pure (quando sussiste 
la (10')) irrotazionale ; quindi è 

A, / = grad div / — rot rot / = 0. 

6. - Nella ordinaria meccanica dei fluidi di denominano 
"moti di BELTRAMI,, quelli per cui il vortice è parallelo alla 
velocità. Fer inoti siffatti è ben vero che la (5) è soddisfatta (con 
A = 0), ma il vettore di LAMB si annulla e risultano perciô inde-
terminate le superficie L (che dovrebbero essere ad esso ortogonali). 

Analogamente in m. f. d.. Si considerino i moti per cui è il 
campo magnetico parallelo alla velocità ; essi sono possibili, e se 
ne trovano numerosi esempi nella letteratura. Per moti siffatti 
la (6) è soddisfatta (con B = 0), ma sono indeterminate le super­
ficie A, per lo svanire dei vettore /f/\ v. 
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§ 2. - Superficie di Lamb nella magnetofluxdodinamiea. 

1. - Finora si sono introdotte le superficie L corne superficie 
notevoli nella dinamica ordinaria dei fluidi. Ci si puô chiedere 
se, anche nella m. f. d., esse possono esistere. 

Condizione necessaria e sufficiente per la loro esistenza rimane 
la (5), o la (5'), che ad essa è équivalente. Tuttavia il verificarsi 
di taie condizione, in m. f. d., dipende anche dagli elementi elet-
tromagnetici. Infatti F equazione dinamica délia m. f. d., se il fluido 
non è viscoso, se è trascurabile F azione elettrostatica, e se la 
densità è funzione délia sola pressione, è (vedi ad esempio [14]) 

(11) ^ H- rot v A v = ? rot H AH - grad *, 

dove * è il solito trinomio di BEBNOTTLLI, già richiamato. In virtù 
délia [11] il vettore di LAMB si présenta nella forma 

(12) « /\ v = — g grad <ï> -+- G, 

dove si è posto 

La ^5') diviene 

(13) w A v X rot G = 0. 

Sotto questa condizione esistono le superficie L. 
La (13) è soddisfatta nei seguenti quattro casi: 

1) è il moto irrotazionale (w = 0) ; 
2) è o) parallelo a v (moti di BELTRAMI) (3); 
3) è G irrotazionale (e quindi lo è il vettore di LAMB). 

Nei casi 1) e 2), analogamente a quanto accade nella ordinaria 
meccanica dei fluidî, le superficie L sono indeterminate per lo 
svanire dei vettore di LAMB. 

(5) moti di BELTKAMI sono possibili anche in m. f. d., e sono gui 
presenti nella letteratura (vedi ad esempio \15\). 
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Nei caso 3) esistono effettivamente le superficie L. Chiamiamo 
f il potenziale di G, la (12) diviene 

l\V = grad y— g * -+- f). 

Le superficie L hanno equazione 

— ô * "+• / ~ c o s * -

Perché è 

r o t G = ^ r o t ( " ' r o t / / A / / ) — 

un esempio intéressante di moto che rientra nella categoria defi-
nita dalla condizione (3) è quello in cui sia stazionaria la 
distribuzione dei vortice éd inoltre sia irrotazionale i l vettore 
u. 

- r o t / / / \ / / , oppure, se i l fluido è incomprimibile, lo sia i l vet­

tore rot H [\H (4). 

Per la categoria definita dalla condizione 4), i l vettore di 
L A M B non è irrotazionale (corne nei caso 3)), ma è sempre com-
plesso-lamellare, e cioè si puô porre nella forma (5) Le superfi­
cie L hanno equazione ^ = cost. 

2. - La condizione (13) di esistenza dél ie superficie L ne l la 
magnetodinamica di un fluido perfetto va modificata se si tratta 
di un fluido viscoso. I n quanto segue ci si limita a considerare 
un liquido viscoso. 

L* equazione dinamica per un liquido viscoso conduttore in 

(*) A proposito délia irrotazionalità di rot f / / \ f f , è notevole un 
esempio ruesso in luce da AGOSTINELLI [16]. Siano M ed N due funzioni 
dei posto (oltre che dei tempo), tali che grad JlfX grad N=0; la N' sia 
armonica, e risulti (grad N)2 funzione di M* Ponendo allora f / = M grad N, 
il vettore rot H / \ H risulta conservativo, essendo il suo potenziale 

— f (grad JV)2 M dM. 
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presenza di un campo magnetico è (sempre trascurando l'azione 
elettrostatica) la seguente (vedi ad esempio [14]): 

<14) -i H- rot v A V = — v rot rot v -+• - rot H AH— grad <J>, 

dove * è il solito trinomio di BERNOULLI. In virtù délia (14), il 
vettore dl LAMB si présenta ancora nella forma (12), dove questa 
^volta è 

G= \ ( - rot H A H - J - ^ rot rot v\ 

Le considerazioni fatte al numéro précédente per i fluidi non 
viscosi rimangono valide per i liquidi viscosi, pur di tener conto 
délia nuova espressione dei vettore G. Sussiste ancora un esempio 
di moto, che estende quello di un fluido perfetto dato a proposito 
délia condizione 3); ma aile condizioni di allora (stazionarietà dei 

vortice e irrotazionalità dei vettore - rot H A H) va adesso aggiun-

ta la irrotazionalità dei vettore v rot M (condizione quest'ultima 
che, trattandosi di un liquido, si riduce alla irrotazionalità di 
xot (», cioè a i r esistenza di un potenziale di flessione). 

§ 3. - Superficie di Bernoulli nella magnetofluidodinamica. 

Nella ordinaria meccanica dei fluidi accade che, valendo il 
teorema di BERNOULLI, le superficie L esistono, ed esse sono 
inoltre superficie di BERNOULLI, in quanto su di esse è costante 
i l trinomio di BERNOULLI. 

Non cosl accade in m. f. d.. Per il moto stazionario di un 
fluido perfetto conduttore in presenza di campo magnetico, il 
teorema di BERNOULLI vale sotto determinate condizioni [17] (5), 
«he non implicano P esistenza délie superficie L. Bicordiamo i 
risultati noti. Essendo identicamente : 

<15) rot HAH=- grad ^ + ^ f / / , 

(5) Il lavoro citato riguarda la raagnetoidrodinaraica, ma l'estensione 
alla m- f. d.-è immediata, e tosto ne accenno nei teste 
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1* equazione dinamica (11), per il moto stazionario, si puô scrivere 

1 1 (x IF 
(16) rot vA*> = — ô Era,à v* grad p — - grad -g - -+-

D'altra parte in m. f. d. la pressione totale p* è la somma délia 
H1 

pressione meccanica, p, con quella magnetica, p -^-, ed è quindi 

I g r a d * ^ grad § ! = = * g r a d , * . 
P i P 

Ora se la densità" è funzione délia sola pressione totale p* (6) (o in 
particolare è costante), il trinomio di B E R N O U L L I dél ia m. f. d. è 

e la (16) si scrive corne segue: 

dp* 
P~" 

(17) rot v A v = — grad ** + J ^ p i * 

Solo se l 'ultimo addendo è un vettore normale alla velocità, va le 
il teorema di B E R N O U L L I , ossia è ** = cost. lungo le l inee di flusso (7). 

(6) Sotto opportune ipotesi, vale un' equazione di stato in cui sono 
legate ira loro la densità, la pressione totale, e l'entropia [18]. Qùando si 
trascurino gli effetti termodinamici, si présenta la possibilité di un'equa* 
zione di stato che leghi la densità alla pressione totale. 

(7) A proposito dei teorema di BERNOULLI nella m. f. d., val la pena 
di notare esplicitamente che la condizione di perpendicolarita fra la velo-

dfi 
cita e il vettore -j-p H permette di asserire la costanza dei trinomio di 
BERNOULLI lungo le linee di flusso, ma non (in générale) lungo le linee 
vorticose, e iiemmeno lungo le linee di punti P per cui è 

{v -h m rot v) /\dP — 0, 

essendo m una funzione arbitraria dei punto P. lnoltre la suddetta per­
pendicolarita, nei caso di moto irrotazionale, non comporta che sia costante 
ovunque, ma ancora solo lungo le linee di flusso. 
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Si osservi ora che la suddetta condizione di validità per il 
teorema di BERNOULLI, essendo 

<,8> " « - * * . 

dove si è indicata con <r la direzione di / / , si esprime con 
l'equazione 

(19) ^ X » = °-

Biassumendo: 

Supposta la stazionarietà dei moto, e la dipendenza délia 
densità dalla pressione totale, la (19) è condizione caratteristica 
per la validità dei teorema di BERNOULLI. 

Osserviamo ora che il teorema di BERNOULLI non comporta 
T esistenza délie superficie L, perché la (19), helle ipotesi or ora 
riassunte, non soddisfa îdenticameute la (13). Infatti la (13), per 
le (17) e (18), nelle ipotesi fatte, si sci'ive 

(-gt„d*.^i,^)xro,ïflf=0, 

ed essa non discende dalla (19), ne ad essa équivale, ma è un'ulte-
riore equazione cui devono soddisfare gli elementi din& ici e 
magnetici affinchè ^sistano le superficie L. Perciô nella m. f. d. H 
teorema di BERNOULLI non comporta P esistenza délie superficie h. 

In particolare le superficie sullë quali è costante il trinomio 
«I»*, superficie che ben a ragione si potranno chiamare superficie 
di BERNOULLI délia m. f. d., non godono délia proprietà di »j»sere 
di flusso per la velocità e per il vortice, corne invece accade nella 
fluidodinamica ordinaria E ciô dei resto si puô confermare roni-
mentando direttamente l'equazione di moto (17): ^ssa mostra che, 
se vale il teorema di BERNOULLI (e cioè se è verificata la (19)), il 
vettore grad <1>* è perpendicolare alla velocità, ma non (in ir^ne-
rale) al vortice; percio le superficie di equazione *I>* =r cost. con* 
tengono le linee di flusso, ma non (in générale) quelle vorti*os*\ 
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Tnuavia, anche in m. f. d., puô accadere che, contempora-
neamente, 

a) valga il teorema di BERNOULLI, 

b) esistano le superficie L, 

c) le superficie L siano iuoltre superficie di BERNOULLI 

(sulle quali è costante il trinomio di BERNOULLI). 

Infatti, nei moto stazionario, condizione caratteristica perché 
le superficie L siano inoltre superficie di BERNOULLI è che sia 

o) /\ v = C grad <î>*, 

dove C è funzione dei posto: condizione che, per le (17) e (18); 
diviene 

C grad ** = -— = grad 4>* -+- £- H -^-

e che, per il campo / / , si esprime corne segue : 

(20) ^ = a grad**, 

dove a è uguale a (C-4-1,2) 2p/y.ff, ed è funzione dei posto ed 
eventualmente dei tempo. 

La (20), essendo condizione caratteristica per l 'avverarsi délie 
circostanze b) e c), è anche necessaria per il contemporaneo veri-
ficarsi délie a), 6) e c); essa è inoltre condizione sufficiente per 
la validità dei teorema di BERNOULLI, in quanto, tenendo conto 
délia (17), assicura la perpendicolarità fra i vettori dHjda e v. 
Essa è pertanto condizione caratteristica per il contemporaneo 
verificarsi délie tre circostanza a), 6) e c). 

Un caso in cui le superficie L esistono e sono superficie di 
BERNOULLI si ha quando un liquido è in moto stazionario ed il 
vettore rot / / /\ / / è conservativo, con potenziale uguale a — H2/2, 
Esso soddisfa la (20) (con a = 0), e costituisce un cospicuo esempio, 
in quanto ad esso (sotto opportune ipotesi) sono applicabili i 
teoremi di HELMHOLTZ sui vortici, corne è stato mostrato da 
AGOST^NELLI [16]. 
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