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Sull’energia irradiata da un dipolo in presenza
di una terra non ¢mogenea.

Nota di MaRrziaANo MARZIANI (a Ferrara) (¥) (*¥)

Sunto. - Si estende al caso délla Terra mon omogenea un procedimento per
la valutazione approssimata dell'energia irradiata da un dipolo, otie-
nendo risultati che comprendono quells stabiliti recentemente da H.
Bremmer a proposito della propagazione radio sw superficie lerresire
composta di zone omogence eletiricamente divesse.

1. Come 2 stato mostrato recentemente (!), una valutazione
approssimata dell’energia totale irradiata da un dipolo in presenza
di una terra piana e omogenea, dotata di conduttivith finita, pud
aversi con procedimento assai semplice. Questo si fonda, in sostanza,
sull’uso della cosidetta condizione al contorno di M. A. LEONTOVICH
ove si assuma quale valore approssimato del vettore magnetico
sulla superficie terrestre ¢ quello corrispondente all’ipotesi dellm
perfetta conduttivitd. Le formule che si ottengono coincidono con
quelle che A. SoMMERFELD (‘) ha dedotto dalla sua soluzione esatta
trascurando termini molto piceoli nel caso di elevata conduttivitd
del suolo. Pertanto le approssimazioni suddette appaiono, sul piano
pratico, del tutto giustificate e suscettibili di nuove applicazioni.
Infatti, osservato che la trattazione del caso non omogeneo col

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U.M.I. il 5 settembre 1963.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’aftivith dei Gruppi 'di Ricerca
matematica del Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(1) M. Magrziant, Sull’energia irradiata da un dipolo, «Boll. Un. Mat.
It.» (8), vol. 16 (1961), pp. 117-123.

(®) A. SoMMERFELD, Partial Differential Equations in Physics, New
York, « Academic Press Inc,», 1949, p. 270 e segg.
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metodo del SOMMERFELD presenterebbe difficolthd notevoli (¥), si
pud pensare @i estendere a tale problema le comsiderazioni sems
plificatrici svolte in precedenza. Queste, perd, sembrano a priori
non pih direttamente applicabili quando la superficie terrestre si
compone di zone omogenee dotate di proprieh. elettriche diverse
{come ad es. continente e mare) (‘) implicando in questo caso le
nostre ipotesi una discontinuitad per la componente superficiale
del vettore elettrico smlla linea di separazione di due zone {*). Ed
® noto che una discontinuitd di questo tipo, traducendosi in una
brusca variazione della densith di corrente superficjale, equivale
ad un addensamento di carica magnetica sul contorno, capace, in
certi casi (%), di modificare sensibilmente i risultati. Conviene
dunque, in questa nota, riprendere la questione dal principio con
un procedimente alquanto diverso anche se ispirato agli stessi
criteri della yicerca precedente. Si stabilisce cosl una I[ormula
approssimata, (la (8) del testo), che assieme alla (1) riduce alle
quadrature il problema della valutazione dell’energia irradiata in
presenza di una terra con indice complesso di rifrazione (’) comunque
variabile col posto.

1! rigultato, del tutto simile nella forma a quello acquisito per Ia
terra omogenea, si applica, in particolare, ad un’isola o continente
omogeneo di forma e dimensioni qualsiasi confinante col mare.
La valutazione, in questo e in altri casi interessanti la tecnica
delle radic-onde, eoincide sostanzialmente con quella che pud aversi

(%) Tali difficolta somo del resto le stesse che si incontrano nel problema
pilt generale della proragazione delle radic-onde su una terra piana non
omogenea. Si vedsno su fale argomento e per la bibliografia relativa H.
BrEMMER: Propagation of Eleciromagnetic Waves, in « Handbuch der
Phbysik », Berlin, Springer Verleg, 1€58, Band XVI p. 641 e B. L. FEIN-
BERG: Propagation of Radio Waves along awn Inkomogencous Surface.
Supplemento al vol. XI serie X del Nuovo Cimento (1958), pp. 60-91.

. () Le nostre considerazioni presupponevano la continuith del vettore
eleftrico e delle sue derivate prime su o.

(%) Discontinuita derivante dall’applicazione della condizione al contorno
di M. A. LEOKTOVICH a due zone di nafura diversa. Lie variazioni delle
proprieta eletiriche del suolo agiscono invece in maniera trascurabile sulla
componente sugerficiale del vettore magnetico.

(5) Ad es. in alcune tiattagioni del problema deila diffrazione da parte
di una fenditwra in uno scheimo perfettamente conduttore {cfr. ad es. J
A. STRATTON: « Teoria dell’eletiromagnetismos. Torino, Einaudi, 1962, p. 644
oppure B. B. Baker and E. T. Corson: «The mathematical theory o,
Huygens principle» Oxford, Clarendon Press, 1850, p. 115,

(") Sufficientemente grande in modulo rispetto all’unita.
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dai risultati che H. BREMMER e altri Autori hanno di recente
stabilito.

2. Allo scopo di impostare la risoluzione del problema, comin-
ciamo col ricordaxre che un dipolo elettrico verticale, posto in un
punto A0, 0, b) con h >0 dellatmosfera (}) in presenza della
terra, la cui superficie ¢ supporremo coincidente col piano wxy del
sistema cartesiano di riferimento O, z, y, 2, irradia complessiva-
mente un’energia W (media per periodo) data dalla relazione (°)

0 W=—" Ro B4,

ove I, rappresenta Yampiezza della corrente sinusoidale che per-
corre il dipolo, ! la lunghezza del dipolo stesso, ed E,(4,) il valore
assunto dalla componaute vertioale del vettore elettrico E nel punto
ove & situato il dipole (}°). Come appare dalla (1), Ia valutazione del-
Penergia W dipende, in definitiva, dab calcolo di tale componente
verticale del vettore eletirico. Bl da notare a, gueste Rroposito che
dalla relazione

2) E=graddivl + k!

(ove k,=owVeu o la costante di propagazione nell’atmosfera, o
essendo la pulsazione) (}') che esprime il vettore elettrico E in
funzione del vettore di HERTZ

N ="k
th — versore dell’asse z diretto verso Patmosfera) si trae ('%):

a'ﬂ a! a!
(3) Ezzg +k§“=——A’n (A3=a_£!+a—y—!)'

(%) Si suppone ’atmosfera omogenea e dotata di costante dielettrica €
e permeabilith magnetica p.

() Cfr. ad es. M. MaRziaNI: loc. cit p. 121.

(1) Re(s) e Im(u) denotano la parte reale e il coefficiente dell’imma-
ginario del numero complesso in parentesi.

(*4) Il fattore temporale che si sottintende & e—iut i essendo I’unita
immaginaria e # il tempo.

(*2) Bi ricordi cha la funzione di Herrz U soddisfa all’equazione delle
onde di HELMHOLTZ Al + k.20 =0, A essendo al solito loperatore di La-
PLACE nello spazio a tre dimensioni.
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Si suppone poi sufficientemente bassa la frequenza del campo
elettromagnetico ed elevata la conduttivita della terra in modo
che la sha costante dielettrica complessa ¢’ (variabile da punto a
punto a’causa della variabilitdh delle proprieta elettriche del suolo)
sia grande in modulo nei confronti della costante dielettrica e,
dellatmosfera ('*). Sotto tali ipotesi i componenti superficiali E, e
H, del vettore elettrico e di quello magnetico sono legati fra loro
su o dalla relazione approssimata (condizione di M. A. LEONTOVICH) (1)

(o4 E=tk\H

ove ) impedenza superficiale

=%
g
deve considerarsi funzione generalmente continua-del punto @ di .

(*?) Com’® noto, £’ ==e + éy/w s e y essendo rispettivamente la costante
dielettrica e la conduttivita della terra. La permeabilitd magnetica della
stessa si suppone invece uguale a quella dell’atmosfera e quindi costante.

(%) Nel caso di una terra (piana) omogenea, la (4) pud dimostrarsi nel
modo seguente. 18 noto (cfr. ad es. J. A. SRATTON: loc. cit. p. 641) che in
un punto P(x, y, s) interno alla terra il vettore elettrico & esprimibile
nella forma:
fop etkr
T fT (kA H)dog —

-4

© EP)=—

1 oM kA E)do, + L e kX E)d
—Gmwﬁr(A)%+HW“P7*><’%
-3 [+

ove r={P— Q| e k=wVey, la radice essendo intesa con parte reale
positiva. Ora, agli integrali della (°), che sono del tipo

J= f e'krg(Q, P)dog=e—its [ efkir+2¢(Q, P)dsy,,
a

[

& applicabile il metodo di approssimazione del saddle-point. Infatti, quanto
pitt il comportamento della terra s’avvicina a quello di un buon condut.
tore, tanto maggiore & la quantitd positiva Im(k) e quindi tanto pid pros-
simo a zero il fattore e’*r+=) per ogni @ di o diverso da Q,(x, y, 0). Per-
tanto solo un piccolo intorno di @, da un contributo effettivo nel calcolo
di J. Ma in tale intorno & '

CP(Q, ‘P)NCP(QM P) 1‘+ZN—%
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Si pud ora osservare che sostituendo nella (4) ad E, Pespressione
che si oftiene dalla {2) e a H, quella che si trae dalla relazione

H = — iws, rot (T1R)
1a (4) stessa acquista la forma

ol . ik,

5) grads w=""n

gradq 11

ove grad; F denota il gradiente superficiale della funzione F (*%)
en=YV £'le, & V’indice complesso di rifrazione della terra.
Pertanto il problema che ci interessa & ricondotto a quello di

p essendo la distanza di @ da Q,, e quindi

. i
J ~ e=ikg(Q,, P) [ e~ o drg=— X 5g(Q,. Plo—th.
g
Applicando tale formula agli integrali della (°) si ottiene

1y/n 1 .
E(P)~ 5 |/ Lk A H(@Ie— + 5 E(Qe—
cosicche, quando P tende a o,
°%) E~]/&wpn).

La (°°) implica Pannullarsi del componente verticale di E in seno alla
terra (ma non nell'atmosfera essendo k grande in modulo rispetto k,) e,
per la continuita di E; e H; attraverso g, il sussistere della (4) (con valore
costante dell’impedenza superficiale) su detta superficie. Nel caso di una
terra (piana) non omogenea si pud, in generale, ritenere ancora valida in
prima approssimazione la formula (4) ora stabilita per 1a terra omogenea
(a patto di sostituire all’impedenza superficiale il suo valore iocale {(Q)).
Non sara inuatile osservare che nel caso di una terra non piana il proce
dimento esposto consentirebbe di tener conto della curvatura della super-
ficie terrestre (cfr. H. BREUMER: loc. cit. p. 464, formula (18.11)).

(*'t Ovviamente: '

grad F—=grad,; F + 371: k.
¢
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determinare una soluzione I dell’equazione delle onde, regolare
nel semispazio z > 0 salvo che nel punto 4, (ove presentu la sin-
golarita della funzione di HErTz del campo primario di un dipolo),
che verifichi per z =0 alla (5) e all’infinito a condizioni di radiazione.

8. Indicati rispettivamente con ®(Q) e con W(Q) i valori (sod-

on
disfacenti alla (5) ma peraltro incognitil che II e 7z assumono in
un punto @ di o, e detto P, il generico punto del semispazio
z > 0, la funzione

1 tkor
6) N(P) = — 5 / <7 w(@sg

(ove r & la distanza di P, da Q) soddisfa (') in P, all’equazione
delle onde, oltre che alle condizioni all’infinito, e su ¢ & tale che

on’ oIl
Allora
_p— ei'oro eikor’ ) 1— feilr.,r
n 47, ( 7, ) T2 )y ¥(Q)deg

o

{ove p_-:gu?—l 8 il momento elettrico del dipolo e r, e ¢ sono ri-
spettivamente le distanze di P, dai punti 4,0, 0, k) e A0, 0, —h)),
essendo soluzione dell’equazione delle onde, dotata sul piano z=0
1i derivata normale uguale a ¥(Q), oltre che del richiesto compor-
taniento in 4, e all’infinito, per il teorema di unicitd coincide
con II(P,) nel semispazio z > 0.

Se ora si fissa P’attenzione sul contributo dovuto alla condut-
tivitd finita della terra (rappresentato dall’espressione che piu

(16) Cfr. ad es. B. B. Baker and E. T. Copson: loec. cit. p. 157

La (8), che 3 conseguenza della nota formula di HELMHOLTZ, sussiste
in condizioni analoghe a quelle della formula di GREEN (si veda per queste
ultime L. LicaTeNsTeiN: Newere Entiwicklung der Potenbialtheorie. in
« Bncyklopadie der Mathem. Wissensch.», Band. (I (3), p. 212).
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sopra abbiamo indicato con II') (*?) si vede che il vettore elettrico

E’' derivante dalla funzione di HErrz II’ ha, in virth' della (3),
come componente verticale nel punto P,

, 1 e‘kor
E/(Py)= o2 A, [T W(Q)ch
ciod, tenuto anche conto della (5),

1 e‘kof
8) E/(P)= lep,, f - grad, ¥( Q)ch =

g

1 .. eikor ¢k
=—35 dlv?of_r_ —n—° grad; ®(Qjda,,.

c

Convenendo, come nel caso omogeneo, di assumere quale valore

approssimato di H, su ¢ quello corrispondente all’ipotesi della
etk

perfetta conduttivita, ®(Q) risulta uguale a 24% "

distanza di Q da A,) e di conseguenza la (8) diventa:

(ove r, & la

/ 1 etkor 24k, p ek
(9) E, ( )—- - lePo [T n gl‘&dg (4—1'“—0 r )ch'
c

L’espressione (9), calcolata in 4,, fornisce attraverso la (1) la
soluzione (approssimata ma del tutto generale) del problema (') in
una forma analoga a quella da noi data nel caso omogeneo ('°).

(") La funzione

ok thor!
41) (e °’°+er',) ) che compare nella {7) rappresenta la
TEg
funzione di HERrTz nell ipotesi della perfetia conduttivita.
(‘?) Limitatamente al contributo della conduttivithd finita del suolo, es-
sendo quello della perfeita conduttivitd gia noto.

(*9) Cfr. M. MaRrzian:: loc. cit. p. 122. In tale formula bisogna sostituire
ethor  g—thgr
a

- (come giustamente ha rilevato L. RoBIN nella recensione del

detto lavoro in Mathematical Reviews, vol. 24 N. 3 B (1962), B 1859).
Tale svisla non pregiudica peraltro la validita delle conclusioni della ricerca.
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4, 11 risultato precedente & applicabile in particolare quando
la superficie terresfre consta di un’isola s, (omogenea e di forma
qualsiasi) e del mare ¢, (considerato come un mezzo a conduttivita
infinita) che la circonda. In questo caso, poich® I’indice complesso
di rifrazione assume il valore costante #, su ¢, mentre tende al-
Vinfinito su o,, dalla (9) si ottiene:

, _ 0 1. elkor ! p eikon
.Ex (P°)——2_~: WlePO,Tgradc(E{o r do‘Q

che si pud trasformare nella

, . 1 r eih‘of 21;1‘;0 3 p e"koﬁ
(10) E/P)=—5 |= - A,Q(m . ).ch_
1}

1 eikor 24k, P ef'ko‘rx)
— 2—1‘ § T-_ —“Tgradg(‘l—m—o ’rl X vds

C essendo il contorno di 6, e v il versore normale a C che giace
su ¢ ed & orientato. verso I’interno di o, (*°). La (10) poi. in conse-

(2°) In relazione a quanto s'® detto all’inizio circa la discontinuita del
componente superficiale del vettore eletirico & bene osservare the es-
sendo su o,

9B, oW _ 2k, (p‘ e"‘oﬁ)
ez T n 2 dney, 7y
,__ 2k, p etk
B=— s (g2 )
e inoltre
v=FkNA\t

(¢ versore tangente a C) la (10} diventa

1 thor oE, 1 etk ,
B/(P)=—4 |*- SEdig—q § — (E' A\ de),
T

conforme alla teoria proposta dal KouThER per le distribuzioni superficigli
discontinue (cfr. ad es. J. A. StrATTON: loc.leit. pp. 644-645.
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guenza della idenfith di GREEN nel piano, risulta equivalente a

. , 1 e 2ik,, p eihor
(11) E,(By) = —5- f P T‘AW(«;T% r )d“‘?_
a1
1 §e"‘oﬁ 2ik,
21!0 r n

e‘ko"

)xvds
r

(P
grad, (m;

ove il primo termine che figura a secondo membro pud pensarsi
derivante, per il tramite della (3), dalla funzione di HERTZ

(12)

a

1 2ik, fe-‘km P eihor
1 o

2% n, r, 4me, r
a1
Indicando allora con N(Q, 4,) il valore in @ della funzione
di Herrz del campo generato in ipotesi.di perfetta conduttivita
dal dipolo posto in A,, ed attribuendo a N(Q, P) un sigrificato
analogo, si ha:

etkory 9 P eikor

Io(Q, 40)=2 ;2 (@, Py =

e, T, 4rne, r

e la (12) diventa
S Ty

(13) P m,

f Mo(Q, A)eo(9, P, o)d"q-

a1

La (13), (a parte'le diverse notazioni), coincide con la formula
ottenuta al riguardo da H. BREMMER (*') e comprendente i risultati
numerici acquisiti da altri Autori.

Al campo derivante dalla (13) s’aggiunge nel nostro risultato
quello espresso dal secondo termine della (11), dovuto all’azione
della carica magnetica distribuita lungo il contorno C di ¢,. Questo
secondo termine (che del resto diventa trascurabile quando P, ®
lontano da C) non figura invece nel risultato del BREMMER che,
prescindendo dalle’ brusche variazioni di », assume quale condi-
zione su o la '

oll ik

o g

02 n.

in luogo della (5) (ossia della (4)) da noi adettata.

(?!) H. BrEMMER: The Propagation over an Inhomogeneous Earth con-
sidered as a Two-dimensional Scattering Problem, in Electromagnetic Wave
propagation, New York, Academio Press (1960), pp. 2563-260 (cfr. in parti-
colare la formula (16) di p. 257).



