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La disuguaglianza di Harnack per Pequazione del calore 

Nota di PAOLA MANACORDA (a Milano) (*) (**) 

Sunto* - Partendo da un teorema di Pini e Hadamard — che qui viene 
dimostrato per alita via — relativo ad una disuguaglianza di tipo 
Harnack per le soluzioni positive délia equasione del calore, si deter -
minano forma e propriété, délia costante che compare nella disugua­
glianza. 

Oonsideriamo l'equazione del calore 

(1) M* = «*•* 

nel rettangolo Bh es | (se, t) ; 0 < x < 1, 0 < t ^ h | ; diciamo che 
u{x, t) è soluzione délia (1) in Rh se è ivi dotata di derivata prima 
rispetto a t e di derivata seconda rispëtto ad x e verifica la (1) 
in ogni punto di Rh. 

PINI [4] e HADAMARD [2] hanno provato che: 

Fissati comumque quattro numeri positivi x,. x , , tl9 i% con 
0 < t2 < tj ed x , , x% maggiori di 0 e minori di 1, esiste una costante 
positiva K dipendente soltanto da x , , x, , t19 t21 taie chequalunque 
soluzione positiva délia equasione del calore in B,^ verifica la condizïone 

(2) u(xs, tt)ï>Ku(xl9 tx) 

In questa nota si dà una diversa dimostrazione del teorema. 
Si détermina inoltre esplicitamente la costante K migliore posai-
bile e le funzioni u per le quali nella (2) sussiste il segno di 
uguaglianza; la costante K cosl deter min ata dipende con conti-
nuità da xï9 xt, tlf tt. 

1. Nozioni preliminari. 

Siano <p0(aj) una funzione continua in (0, 1) e <p4(Ê), <pt(Ê), funzioni 
continue in (0, h) ed inoltre si abbia 

(3) To(0) = Tl(0), ?•(!) = ?.(0) 

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'U. M. I. il 7 dicembre 1963. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito del Gruppo di ricerea n, 40 (anno 

1960-61) del Comitato per la materaatica del C. K R. 
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In queste ipotesi esiste una funzione u, continua in Ék, solu-
zione in Bh délia equazione del calore, verificante le condizioni 

(4) «(x, 0) = ?0(sr) per 0 ^ x < 1, 

(5) w(0, *) = ?1(l), u(l, t) = <pt(<) per 0 ^ * < fe. 

La funzione u ha la seguente ben nota espressione: 

i * 

16) u(x, t) = —= JG(x, 5, M ) d E H- JGtfa, 0, * - »)»!(&)<& -

0 0 

t 

-~JGl(x, 1, *-S)Tl(»)<fir 
o 

dove la funzione di G-REEN G ha le seguenti espressioni equivalenti, 

l i +00 <*—5+2»)2 4 00 (x+$+2H) 2
 1 

(7) 6{«, S, *) = 77- S e 5 — - S e " ^ — . 
V * —oon —xn 1 

(8) G[x, g, *) = 2 Sn e-»2*21 sen nra sen WTT£, 

risultando tali série convergenti per t > 0. 

Notiamo alcune propriété délia G. Dalla (8) segue 

9) G(x, 0, t) = G(x, 1, t) = 0 per t > 01 

Per la (7) è 
1 («-£)* i +*> «(-y— £+«) +oo (a+«>(g+w) . 

GK«, E, *) = Ï 7 Ï « * ~ 2„e * - SIte 1 , 
V t —CD —00 ^ 

e quindi 

(10) lim y/teS~~ S(», 5, i) = 1, 

e la convergeiiza è uniforme per #, 5 € [a, 6|ez]0, lf. 
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La (10) indica il comportantento délia G per t —- 0 ed in par-
ticolare che risulta G — -+-. °° per l = x e t —* 0. Inoltre dalla 
(10) segue 6r ;> 0 per £ sufficientemente piccolo; tenuto conto délia 
(9) e che Gt = G& corne si verifica facilmente, per le proprietà 
di minimo délie soluzioni délia equazione del calore (1) 

<U) G(x, Ç, * ) > 0 per 0 < œ < l , 0 < ? < 1 e * > 0 . 

Si ha, derivando rispetto a t la (7) e la (8) 

(12) Qfa 5, *) = 5^-, | X (x - S + 2 ^ ) 6 - ^ ¾ ^ H-

^ f ' ( —00 

"v° / £ o ^ . ("+S+2")2 

-+- ^n (# •+• l -+- 2w)e 5 
—00 

oo 

<13) Gi(x, 5, i) = 2Sne-"8^W7ccosw^senwiro:, 
i 

« pertanto, ponendo 5 = 0, 

<!4) ffrfa:, 0, i) = ^ / 1 ¾ a - ^ i r ^ t * H- 2n), 
—00 

(15) Gê(«, 0, t) = 2 2ne-»sn2«Mir 8en wtx, 
i 

mentre. ponendo 5 = 1 , 

<16) GAx, 1, i) = i-»/»l£ e- ( g + 2
4r1 ) 8(^ + 2n ^ 1), 

—00 

{17) G${x9 1, i) = 2 Sn (— l)Me-»8*2'wr sen WTra;, 
I 

« quindi 

<18) G^o, 1, *) = - 0 6 ( l - a 5 , 0, *), 

relazione che permette di dedurre immediatamente le proprietà 
di (¾ per \ = 1 dalle analoghe valevoli per ? = 0. 

(») Yedi L. NJRENBERG [3). 
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Lia (14) puô scriversi 

(19) ffe(x, 0, t) = t-*i*e-%[x -+- m - <H- *)], 

ove si ponga 

Si ha quindi 

^ ) = 2 ^ - - - ^ ( 8 1 1 + ¾). 
1 

! 
^•'«•ïftf-'Ggfo 0, f) = 1 -t- W 4»( * ) = 1 ^ ^ ' ( X * ) ( 

ed essendo | x* | < 1, si ha 

+'(**) | » «<a*+t») 
i M e -t— 

n 1 - y (#* H- 2w) < 

2? n(x«ni) 
S.. e — t — 

n l -+-y( l + 2n) 

e pertanto 

x 
(20) lim t+*l*e — x-lGè.(x> 0„ t)= 1 uniformemente per 0 < a ; < a < l . 

< • — • o 4T 

La G; risulta continua per 0 < « < 1 , 0 < £ e puô essere pro-
lungata con continuité, per t — 0, eccettuato nell'origine, corne 
risulta dalla (20). 

Per la (15) e la (20) si ha : 

(21) G5(0, 0, t) = 0 per t>0; Ê?Ê(1, 0, *) = 0 per i > 0 ; 

(22) GÏ(X9 0>p/) — 0 per * — 0, » 4 = 0 ; 

per la (20) e la (21) e per il già citato teorema di NIREETBERG, 
si ottiene : 

(23) Gé{z, 0, t) > 0 per 0 < x < 1, t > 0 
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Dalla seconda délie (21) e dail'uniforme continuità délia Gç[xT 

0, t — %) in ô < a j ^ l , 0 < 2 r ^ , si ha : 

(24) max G^x, 0. t — *) — 0 per x — 1. 

Proviamo inoltre che 

(25) max Gç[x, 0, i — S) -* -*- oo per a; — 0. 

Infatti dalla (14) si ha : 

G^x, 
, _ ! 0-¾0 («+3»)» 

, 0, a*) = «-*e 4 t as-3 SM e 4*3 (a; -f- 2n) ; 
— 0 0 

e per x —- 0 il primo termine del secondo membro tende a -t- 00. 
Notiamo infine che dalla (12) seguo: 

(26) G&X, S, t) = ~ Gi(x — l, 0,t) + l Gê(* + Ç, 0,*) per l<x; l< 1 - a^ 

(27) Gt{xt U ) = J G ^ - ^ 1 , 1 , *)-»- ~ Gç[x +l-l.l,t)Vert>x;*>l-x. 

Prima di procedere alla dimostrazione del teorema di PINI— 

HADAMARD notiamo anche la seguente semplice relazione: 

Siano V(s) e W(&) due funzioni continue non négative nella 
intervallo chiuso (0, L) e sia <t> la classe délie funzioni © sommahili 
e non négative in (0, L) tali che 

[W\8)*(8)d8±0. 

Si ha: 

JV{s)*{s)ds) 
(28) inf? i n f 7(8) 

<jp6* ^ 0<s<L W(s) 

j W(s)o(s)d{s) 
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Infatti, indicati con m* ed m rispettivamente il primo e se-
condo membro délia (28) è 

fv(8)<f{8)d8 
0 -

L 

I W(8)v(8)da 

•mm. 

da cui risulta m* > m. Basta ora provare che m* ^ m. La funzione 
y 
™. è continua nelP insieme aperto E ottenuto da (0, L) privandolo 
degli zeri di W, ed in E taie rapporto ha estremo inferiore m. 
Fissato quindi un e positivo arbitrario esiste un intervallo (a, p) 

V 
in E dove ™ < m -+- e. 

Indicata con cp£ la funzione délia classe 4> che vale 1 in (a, p) 
e 0 al di fuori. risulta 

m* < —- = ï-= < m -H e. 

[v(8)yi(s)ds [v(s)ds 
0 O 

i — {3 

/V(s)cpe(s)ds J W(s)ds 
o a 

La (28) risulta quindi provatâ, data Tarbitrarietà di e. 

2. Una disuguaglianza per le soluzioni positive délia equa-
zione del calore. 

Proviamo ora i risultati enunciati nella introduzione. La funzione 

G(xi9 l, tt) 
(29) W, = G(xi, 5, *i) 

è per la (11), continua e positiva per 0 < ? < 1 , 0 < tx < t% ed 
xlf xt interni a (0, 1). 
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Si ha dalla (9) 

,,,„, Qjxt, t, tt) Gj(xt, r, tt) 

con \ fissato opportunamente in (0, S); essendo il secondo membro, 
in base alla (26), continuo pev 0^1^,1—xl9 0 < a 5 , , xt < 1, 
0 < £ 1 < £ 2 , risulta uniformemente 

(32) lim Wl = *[**' *' ! 8 } . 
£-* i Gfi(as,, 1, *,) 

Quindi, per la (23), W,* è continua e positiva per 0 < ; S < 1, 
0 < a ; 1 , «8 < 1 0 < * , < * , . Posto 

(33) m, = min W\, 

M«) risulta positiva e continua rispetto a xx, as2, ^ , Ê2 per 
0 < » M a;, < 1 , 0 <tx < Ê 2 . 

La funzione 

l 3 4 ) W* = G , ( * , ,0 , * , - * ) ' 

è per la (23) continua e positiva per 0 < x l , x% < 1, 0 < 5r < ^ . 
Si ha dalla (22): 

(35) lim W8 = -H oo, 

e quindi, posto 

(36) mt = min W2, 

m, è positiva e continua rispetto a as,, xt, tx, £2 per 0 < x , , acs < l, 
0 < £ , < *,. 

Analogamente si prova che posto 

(37> W , - G î ( * „ 1, * , - « ) ' 
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(38) mt = min W3, 

m3 risulta positiva e continua rispetto a xx, x2 , £,, £2 per 
0 < xx, x, < 1, 0 < tt < i2. 

Indicata con r la classe délie funzioni continue positive in Et2 

soluzioni délia (1) in Rt2 poniamo 

(39) K=int^^m 

ueru(xx, tx) 

Per la (28) provata nel n. 1, considéra ta la soluzione délia (1| 
data dalla (6), risulta: 

(40) K = min (m,, m8, ra8) ; 

e pertanto K è positiva e continua rispetto a xlt xit tx, t2 per 
0 < xx, x% < 1 e 0 < tx < ta. 

È stata cosï provata la (2) per soluzioni positive délia equazione 
del calore in Bt2, continue in Rt2. Questa ultima restrizione puô 
essere facilmente rimossa. Sia infatti u una soluzione positiva 
dell'equazione del calore in Rf3. 

Fissato un numéro positivo s consideriamo il rattangolo 

R^^ifa t); £ < a : < l - £ ; • < * , < * , ! ; 

supponiamo e taie che (xXi tx) ed (a;2, t%) apparteugano ad R^. 
Mediante un opportuno cambiamento di rariabili, corrispon-

dente ad una traslazione ed una dilatazione, il rettangolo Rt\ viene 
trasformato in nn rettangolo Rr& ed u in una funzione v soluzione 
positiva délia equazione del calore in JSTg continua in R^t. Indi-
cati con (arij£, tljE) e (a?2)£, T£) i punti corrispondenti a (xx, tx) e 
(xi9 tt) si ha 

u(xt, < , ) _ t>(g,,, . T.) 

Per c ~ 0, (XifB, ^if6, # j , e , tE) tende a (o;,, i , , xit tt) e quindi per 
la continuità di K il teorema è provato nella sua generalità. 
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Notiamo infine l'espressione délie funzioni u per le quah va le 
il segno di uguaglianza nella (2). Per xx, tx, xt, tt fissati, l'espres-
sione ai K h data dalla (40) e Salle (33), (36) e (38) Se K—mx, v i 
è uno \ taie che per £ = ? è W, = mx ; in tal caso Glx, I, t) è una 
soluzione non negativa délia equazione del calore in i^3, per la quale 
nel là (2) si verifica Y uguaglianza. Se invece K~m%, v i è un ^ 
taie che per 2r = %>• è Wt = m s ; in tal caso la G^(x9 0, t — S) è una 
soluzione non negativa délia equazione del calore per la quale 
nella (2) vale V uguaglianza. 

Analogamente,_se K = mtJ la funzione estremante è data da 
Gste, 1, t - S) se 5 è il punto per cui W3 = m3. 

Indichiamo con P(xl9 tx, xu t?) il punto di coordinate (S, 0) se 
K=ml, (0, 5) se K = m%, (1, 5) se JîT = w 3 e diciamo questo punto 
polo, relativo ai punti Qx = ( ^ , £,), ¢ , = (:^, y . Esso non è neces-
sariamente determinato in modo univoco. Si osserva che la fun-

u[x*, t.) 
zione estremante il rapporto — ~ è una soluzione dell 'equa-

to\xn *J _ 
zione del calore che ha corne traccia su Rt2 — 7¾ una funzione di 
D I R A C di polo P . 

Fissati Q, e Q8, servendosi dei risultati di G-ROSS [1] si potrebbe 
provare che esiste al pm un polo su ciascuno dei segmenti (£ = 0, 
0 < a ; < ^ l ) , ( 0 < ^ £ 8 , 5c=i0), ( 0 < ; £ < £ 2 , x=l); potendo esservene 
uno su ciascuno dei tre segmenti. Lo studio délie posizioni dei 
poli al variare di Qx e Q8 potrebbe essere intéressante anche per 
il significato fisico del problema e renderebbe opportuna una 
apposita analisi qualitativa e quantitativa. 
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