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La disuguaglianza di Harnack per I’equazione del calore
Nota di PaoLa MaNacorDA (a Milano) (¥) (¥*)

Sunto. « Partendo da un teorema di Pini ¢ Hadamard — che qui viene
dimostrato per allra via — relativo ad una disuguaglianza di tipo
Harnack per le soluzioni positive della equazione del calore, si deler-
minano forma e proprietd dello. costante che compare nella disugua-
gliancza.

Consideriamo Pequazione del calore
(1) Uy = Ups

nel rettangolo R, =|{(x, #); 0 <x <1, 0<i<<h{; diciamo che
u(x, {) & soluzione della (1) in R, se & ivi dotata di derivata prima
rispetto a ¢ e di derivata seconda rispétto ad x e verifica la (1)
in ogni punto di R,.

Pin1 [4] e HADAMARD [2] hanno provato che:

Figsati comunque quatiro nwumeri positivi x,, x,, ¢, t, con
0<t, <t, ed x,, x, maggiori di 0 e minori di 1, esiste una costante
positiva K dipendente soltanto da x,, x,, t,, t,, tale che qualungue
soluzione positiva della equazione del calore in Ry, verifica la condizione

@) wzx,, t,) = Kulx,, t)

In questa nota si dd una diversa dimostrazione del teorema.
Si determina inoltre esplicitamente la costante K migliore possi-
bile e le funzioni u per le quali nella (2) sussiste il segno di
uguaglianza; la costante K cosl determinata dipende con conti-
nuitd da x,, x,, ¢, i,.

1. Nozioni preliminari.

Siano 9,(x) una funzione continua in (0, 1) e q(f), p,(t), funzioni
continue in (0, h) ed inoltre si abbia

)] ?(0) = ¢,(0),  94(1) =2,(0)

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U.M.I. il 7 dicembre 1963.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca n. 40 (anno
1860.61) del Comitato per la matematica del C.N.R.
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In queste ipotesi esiste una funzione u, continua in R, solu-
zione in R, della equazione del calore, verificante le condizioni

4 u(z, 0) = o,(x) per 0 <z <1,
(6) w0, H=9) Wi, H=qt) per O<t=<h.

La funzione » ha la seguente ben nota espressione:

6) ulx,t) = —me f Gz, &, t)p(5)dE + [ Gz, 0, t — g, (d)d> —

[}

t
— j Gelx, 1, t — D)p,(3)d3

dove la funzione di GREEN G ha le seguenti espressioni equivalenti,

+-0 (x—5+-2m)? +% (x+&+2n)? ;

(7 Gz, &, t)——~ Teo 7 &t — Ze o !,
tl _oon —xon \
[e.2]
8) Glx, § t)=2X, e gen nrx sen nrt,
1

risultando tali serie convergenti per > 0.
Notiamo alcune proprietd della G. Dalla (8) segue

9) Gix, 0, {) =Gz, 1, H) =0 per t> 0.
Per la (7) &
1 (&R 2o _ ax—E+n) Ho _ (x4n)Ein)
Glx. & )= — o ; 3, € t — 3,e t )

vi° e s,

e quindi

G
(10) lim Vie s Gz, & t)=1,

t—o0,

e la convergenza & uniforme per =z, £ €[a, bl 10, 1.
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La (10) indica il comportamento della G per { — 0 ed in par-
ticolare che risulta G — + oo per £=x e t — 0. Inoltre dalla
(10) segue G > 0 per ¢ sufficientemente piccolo; tenuto conto della
(9) e che G, = Gz come si verifica facilmente, per le proprietd
di minimo delle soluzioni della equazione del calore (%)

{1y G, & $)>0 per 0 <<y, 0<E<<1 & £>0.

Si ha, derivando rispetto a § la (7) e 1a (8)

1 |t (@—Et2
12) Ge(x, §, 1) =omn _Eog (®—E+2n)e~ g +
-+-c0 & 2
+ (e +E+ 2'n,)e—%—¢t2“'1 s
—00
o0
13) Gg(x, §, 1)=2 3, e—"'r'tnn cos mnf sen nxa,
1
© pertanto, ponendo £ =0,
400
(*4) Gelw, 0, f) = 1= "5 o= EEP 0 L oy,
—00
o
(15) Ge(x, 0, 1) =2 3, e—""n"tyr gen nrz,
1
mentre. ponendo =1,
+o0 —
(16) Ge, 1, )= t=31* 3, e~ 4 on — 1),
—Q0
o0
{17) Ge(x, 1, t) =2 3, (— 1)"e~"nnx sen nrz,
1
e quindi
{18) Ggx, 1, ) = -— G¢g(1l — =, O, 1),

relazione che permette di dedurre immediatamente le proprleth
di G per =1 dalle analoghe valevoli per {=0.

(!) Vedi L. NIRENBERG [3).



31 PAOLA MANACORDA

La (14) pud scriversi
(19) Ge(@, 0, )= t—sie—gi [z -+ Y{a) — Y(— ],

ove si ponga
© ni
Y x) =2, e—'in,+—m(2n + x).
1
Si ha quindi

t+3/2e:_:w—'Gg(x, 0, )=1+ %ﬂ:ﬂ;ﬂ?): 1+ %q;'(x*),

ed essendo |x*| < 1, si ha

o] 1 0*-
)| =, 0= 1 - ?(x*+2n)” <
1
o a*tn
<| 3, e—&,—+ )[1+¥(1+2n) ,
1

e pertanto

2
(20) lim t+312e%x—‘G5(1‘, 0, t) = 1 uniformemente per 0<zx<<a<<l.

t—o

La G: risulta continua per 0 <<x <1, 0 <{ e pud essere pro-
lungata con continuitd per ¢ — 0, eccettuato nell’origine, come
risulta dalla (20).

Per 1a (15) e la (20) si ha:

(21) G0, 0, £)=0 per t>0; Ge(1, 0, $)=0 per t=0;

(22) Gi(x, 0, 1) — 0 per ¢ — 0, 2=0;

per la (20) e 1a (21) e per il gia citato teorema di NIRENBERG,
si ottiene:

(23) Ge(x, 0, 1) >0 per 0 <2z <1, t>0
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Dalla seconda delle (21) e dall’uniforme continuith della Gg(x,
1
0,t—9%)in g<<aw=<<1l, 0<<3<{, si ha:

(24) max Ggx, 0, t —9) — 0 per x — 1.
o<t

Proviamo inoltre che

(25) max Ggx, 0, t — %) — + o0 per x — 0.
o<<d<t

Infatti dalla (14) si ha:

N +co (x+-2n)?
Gelx, 0, 2)=x%" 4 + =2 B, e a7 (x+ 2m);
ey
0

e per © — 0 il primo termine del secondo membro tende a -+ co.
Notiamo infine che dalla (12) segue:

1
(26) Gi(x’ Ev t)=%Gg(x—E, 0: t)+§Gi(x+§’ O,t) P9r5<-’¢§ E<1 Y

~

1
(27) Gz, &, ) =5 Gele—E+1,1, )+ % Gelx +E—1.1,)pert >z i>1— .

Prima di procedere alla dimostrazione del teorema di Pini—
HApAMARD notiamo anche la seguente semplice relazione:

Siano V(s) e W(s) due funzioni continue non negative nello
intervallo chiuso (0, L) e sia @ la classe delle funzioni ¢ sommabili
e non negative in (0, L) tali che

L
f Wis)o(s)ds 5= 0.
o
Si ha:
L
f V(s)s(s)d 8)
(28) inf o — inf VO
¢€® L o<s<L W(s)

] W(s)o(s)d(s)
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Infatti, indicati con m* ed m rispettivamente il primo e se-
condo membro della (28) &

f V(s)o(s)ds

———=m

] W (s)p(s8)ds

da cui risulta m* = m. Basta ora provare che m* << m. La funzione
L4
W & continua nell’insieme aperto E ottenuto da (0, L) privandolo
degli zeri di W, ed in E tale rapporto ha estremo inferiore m.
Fissato quindi un e positivo arbitrario esiste un intervallo (x, §)

in E dove —%<m+e.

Indicata con 9. la funzione della classe ¢ che vale 1 in («, f)
e 0 al di fuori, risulta

f I;f(s)cpg(s)ds f V(s)ds '

m* < <m +c.

f W (s)od(s)ds } W(s)ds

La (28) risulta quindi provata, data ’arbitrarieta di e.

2. Una disuguaglianza per le soluzioni positive della equa-
zione del calore.

Proviamo ora i risultati enunciati nella introduzione. Lia funzione

Gy, & 1y)

(29) W=, 5 1)

¢ per la (11), continua e positiva per 0<i<l, 0Lt <, ed
x,, x, interni a (0, 1).
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Si ha dalla (9)

Gz, & tz)_GE(xn E_: A]
G(xu E: tl)_ Gg(m,, E_, t,)

(30)

con ¢ fissato opportunamente in (0, §); essendo il secondo membro,
in base alla (26), continuo per 0<<ti<l—ux, 02, =, <1,
0 <t, <t,, risulta uniformemenie

Glzx,, 0, t,)

31 lim W, = 5@ 9, b))
1) Jim W= ., 0, 1)
(32) lim W, = G 1, f)

Ee—v1 l_G-g(m” 1: tl)‘

Quindi, per la (23), W, & continua e positiva per 0 <<t <1,
O<x, z, <1 0<i, <t,. Posto

(33) m, = min W,
o<<E<1

m, risulta positiva e continua rispetto a =«,, x,, f,, f, per
I<a, 2, <1, 0<i, <H,.
La funzione

_ Gz, 0, 8, —9)
4 = Gelw,, 0, £,—9)’
& per la (23) continua e positiva per 0 <z, x, <1, 0 <3 <¢,.
Si ha dalla (22):

(35) lim W, = + oo,
Qi

e quindi, posto

(36) m, = min W,,
o<t

m, & positiva e continua rispetto a z,, =,, t,, ¢, per 0 <zx,, x, < |,
0<t <t,.
Analogamente si prova che posto

Gelx,, 1, T, — 0}

87) W=, 1.1, —0)
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(38) m, = min W,
=8t

m,; risulta positiva e continua rispetto a =,, =,, £, {, per
o<a, x, <1, 0<t, <t,.

Indicata con T' la classe delle funzioni continue positive in E{,
soluzioni della (1) in Ry poniamo

39 K= int %22 b))
(39) ;IEII""'('”U i)

Per la (28) provata nel n. 1, considerata la soluzione della (1)
data dalla (6), risulta:

(40) K = min (m,, m,, m;);

e pertanto K & positiva e continua rispetto a x,, «,, {,, {, per
0<z, z,<1e 0<i <t,.

K stata cosi provata la (2) per soluzioni positive della equazione
del calore in R, continue in R:,. Questa ultima restrizione pud
essere facilmente -rimossa. Sia infatti w una soluzione positiva
dell’equazione del calore in R,.

Fissato un numero positivo ¢ consideriamo il rattangolo

R(;?s](x, 0); e<e<<l—e; e<<t <ty

supponiamo ¢ tale che (x,, t,) ed (x,, {,) appartengano ad lR;:).

Mediante un opportuno cambiamento di variabili, corrispon-
dente ad una traslazione ed una dilatazione, il rettangolo Rf:) viene
trasformato in nn rettangolo E. ed u in una funzione v soluzione
positiva della equazione del calore in E: continua in R; . Indi-
cati con (xy,¢, t1,e) © (%2, ) i punti corrispondenti a (x,, ¢,) e
(x,, ¢,) 8i ha

W@y, b)) V(e Te)
’IM’xn tl)-_'v(xl, ) tl,a)zK(x”’E’ tl’h Tzes TE).

Per : — 0, (x,,., t1,¢, X2, ) tende a (x,, ¢,, 2,, ,) e quindi per
la continuitd di K il teorema & provato nella sua generalita.
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Notiamo infine I'espressione delle funzioni # per le qualh vale
il segno di uguaglianza nella (2). Per z,, ¢,, «,, {, fissati, I’espres-
sione di K & data dalla (40) e dalle (33), (36) e (38) Se K_m,, vi
& uno f tale che per E=%t & W, =m,; in tal caso G(z, %, {) & una
soluzione non negativa della equazione del calore in Ry, per la quale
nella (2) si verifica 1’uguaglianza. Se invece K==m,, vi & un S
tale che per =% & W, =m,; in tal casola Gix, 0, t —3) & una
soluzione non negativa della equazione del calore per la quale
nella (2) vale I’uguaglianza.

Analogamente, se K—=m,;, la funzione estremante & data da

Gilx, 1, t - 5) se ¥ & il punto per cui W,=m,.

Indichiamo con P(x,, f,, x,, t,) il punto di coordinate €, 0) se
K=m,, (0, 3) se K=m,, (1, 5) se K=m, e diciamo questo punto
polo, relativo ai punti @, =(=,, t,), Q,=(«,, ,). Esso non & neces"
sariamente determinato in modo univoco. Si osserva che la fun-
"sz! t,)
wlx,, ¢,)
zione del calore che ha come traccia su Ry — Ry, una funzione di
Dirac di polo P.

Fissati @, e @,, servendosi dei risultati di Gross [1] si potrebbe
provare che esiste al pili un polo su ciascuno dei segmenti (=0,
0<z<1), 0<i<t,, 2=0), 0<<t<t,, x=1); potendo esservene
uno su ciascuno dei tre segmenti. Lo studio delle posizioni dei
poli al variare di @, e @, potrebbe essere interessante anche per
il significato fisico del problema e renderebbe opportuna una
apposita analisi qualitativa e quantitativa.

zione estremante il rapporto & una soluzione dell’equa-
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