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Sulle equazionf differenziali lineari paraboliche 
del seconde ordine 

Nota di F A B I O M A N A R E S I (a Bologna) (*) (**) 

Santo. - Ricerca di una solueione fondamentale per una equasione diffe-
renziaïe ïineare parabolica del secondo ordine. 

1. I n t r o d u z i o n e . - In una récente memoria di G. FICHERA ( l) 
v e n g o r o precisate le nozioni di problemi al contorno «ben posli» 
ner un'equazione differenziale Ïineare parabolica del secondo ordine 
n e l l a sua forma più générale 

» dsu n du 

dove akk9 bh, c. f sono funzioni' reali definite in un dominio rego 
lare dello spazio cartesiano Sn. Inoitre per tali problemi si stabi 
l iscono teoremi di unicità e, l imitatamente al caso di solution 
deboli, teoremi di esistenza. 

D'altra parte, per quanto mi è noto, lo studio di una solution 
fondamentale (*) e dei le soluzioni forti di dati problemi al contorn» 
si è l imitato esc lus ivamente ad equazioni paraboliche che, ne 
caso del secondo ordine, rientrano nel tipo 

(*) Pervenuta alla Segreteria dell 'U.M.Ï. l ' i l novembre 1963. 
(**) Lavoro eseguito nel Gruppo di Ricerca n. 2 (anno 1962-63). 
(*) G. FICHERA, Sulle equazioni dijferenstali lineari ellitiico-paraboUcl 

del secondo ordine, «Atti Ace. Naz, Lincei», série VIIÎ , vol. V (1956). 
(s) Cfr., ad esempio, G. GIRAUD, Sur certaines opérations aux dérivé* 

partielles du type parabolique, «C. H. de L'Académie des Sciences», t. 19 
Paris (1932), pp. 98-100; F. G. BRESSEL, The fondamental solution of il 
par abolie équation, « Duke Math. Journal », vol. 13 (1946), pp. 61-7( 
W. POGORZELSKI, Étude de la solution fondamentale de Véquation par* 
bolique, «Ricerche di Matematica», vol. V (1956), pp. 25-57. 
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con la parte dell'operatore, che non contiene derivate rispetto a 
»„, ellittica in ogni punto del dominio dî definizione dei coefficienti. 

Il présente lavoro costituisce un primo passo per la ricerca ùi 
una soîuzione fondamentale per un'equazione parabolica, che rientra 
nel tipo (1), ma non nel tipo (2): si trova dapprima una soîuzione 
fondamentale di un'equazione a coefficienti costanti (n. 2 e n. 3) 
e infine (n. 4) si studia la siugolarità dî una quasi-soluzwne del-
l'equazione del medesimo tipo avente per coefficienti délie funzioni 
assegnate. 

2. Si consideri l'equazione differenziale Ïineare 

(3) ?»a" ̂  -*- ?»6* £ = ° (n ̂  2> ***=a^-
dove i coefficienti ahh e bh sono costanti e tali che: 

a) la forma quadratica 

(4) ^ a ahk^h^-k 

sia semideflnita positiva di caratteristica n - 1; 

b) risulti 

(5) A = 

G 6, bt ...bn 

6i an alt ...ttin 

a„ ... a„ 

a„.... an 

< 0 . 

Si noti che, giusta Pipotesi a), il primo membro délia (5) rap-
presenta una forma quadratica nelle bh semidefinita negativa di 
caratteristica 1, giacchè il suo discriminante è format© dagli opposti 
degli aggiunti degli elementi ahk nel discriminante A délia (4). 
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n 
81 consideri, nel semispazio H{ \x{ > 0, una f unzione del tipo 

i 

(6) «(a,, * , , . . . , x„) = Sj X,x, ) exp — , 

1 

dove le \ si assumono proporzionali ai coseni direttori délia nor
male alla giacitura caratteristica délia (3), talchè dovrà essere 

(7) 2*00*1 = 0 (¢ = 1/2, . . . , n). 

Aile (7) si soddisfa, ad esempio, ponendo \ uguale al comple-
mento algebrico Bk di bk in A, sicchè le oo1 soluzioni del sistema 
(7) sono date da 

(8) ** = ?** (* = lf 2 , . . . ,») , 

con Y cos tante arbitraria (che si assumera di versa da zéro affinchè 
le Xft non siano tntte nulle). 

Se si vuole che la (6) sia una soîuzione délia (3), le costanti 
ctJ devono rendere soddisfatte le seguenti condizioni 

n n 
4 S»* ahkcht = (n - 1 ) S, bk\, 

(9) { * . B (»,./ = 1,2, . . . , n) 
4 2 « *A*CJAC* = C.J S* o^i - 8X, 2A bkcik. 

X 1 1 

In virtu délia (8) la prima délie (9) diviene 

n 
(10) 4 2 ^ ahhchh = (n - IfrA = (w - lfr 2A 0 A , 

dove (n — l)2?ft si puô considerare corne la somma degli n — 1 
sviluppi di Bk secondo gli elementi di ciascuna délie sue n — 1 
linee formate con le ahk. TJguagliando poi nella (10) i coefficienti 
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di ahk {h, fc = l, 2, . . . , n) al primo e all'ultimo membro, posto 
nella forma suddetta, si trae 

chk — 4 Ahk 
(h, h=- 1, 2,. . . , »), 

dove Ahk è il complemento algebrico di ahk in A. 
Si verifica agevolmente che le c/lJk, cosl definite, soddisfano 

aile condizioni 

2,6 ,^ = 0 
i 

(i = l, 2,. . . , n) 

4 2,lJfc aftjfcc„,cIft = c„ 2¾ bk\k (*, i = 1, % ..., »), 

e quindi anche aile altre equazioni (9). 
Pertanto si puô scrivere 

2 t , CifX.Xj = — 

0 0 

0 . 0 

xt bt 

xx xt ... xn 

6, K . . .6M 

«11 « l f " a i n 

a t l a l t . . .aB n 

#» K a «i a « f ' a n « 

i 

0 a,, a;, ...o?n 

6, an a l t . . .a I H 

ftt a,, a 2 ï . . .a ï n 

° n a n i a « l • • a « n 

Ne consegue che, a meno di un fattore costante, la soîuzione 
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del tipo (6) délia (3) è espressa da 

(11) u(xXJ a;,,..., x„) = 

0 

K 

xx 

« S I 

X% 

« i î 

« Î 2 

• a?* 

• » i « 

expj 

In secondo luogo si prova che la forma quadratica nelle xl9 

xtJ ..., xn 

(12) 

0 0 xx 

0 0 6, 

xx bt a n 

#. 

#„ 

6, a* 

«• .#« 

6, ...6„ 

.. a. 

. .a. 
l 

4 : = - 4 A*-

è seiaidefînîta positiva di caratteristica n — 1. 
ïnfatti, il discriminante T délia (12) è formato dagli opposti degli 

thi« ha,...» \ aggiunti degli elementi akk in A, sicchè, indicato con O^^"'^ 

il minore di ordine p formato con gli elementi comuni aile righe 
7^-esima, fcs-esima,..., fc„-esima ed aile colonne &resima, fcj-esima 
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. . , fcp-esima di un déterminante D, si trova facilmente r - O e 

(13) 
ki, fr2, ••• i fcp 

= ( - 1 ) ^ - 1 

0 &vi 6V8 

Ovi «V]Vi fl'/iV2 

Ova «v2vi « i v 2 v 2 • , * " v 2 v a 

V « — P V n — p V l v ' i — p V 2 " " V » ~ p V n — p 

\=|= « , , Aîj, . . . , fcp, / 

(p = l , 2 , . . . , » - l ) . 

Giusta la condizione a), supposto, ad esempio, che sia >lî' 2*!!!'p > 0 
(p = l, 2,..., n — 1), 1? ultimo déterminante al secondo raembro dellà 
(13) è una forma quadratica nelle oVl, oV2,.., bVn_ definita nega-
tiva per v,, v8, ..., vn_p diversi da n. 

•* n 
Ne discende che, essendo in base alla (5) -/â bh* > 0, se risulta 

n - i 1 

2k bh* > 0, si ha 
i 

1 fc,A-;...fr ^ u » * fc.fr.. . f c . . - ^ v ' " * » l fc _fc„ . - ^ " » l fr ^ u » L* i fr i .»*B_4 
L fcafra. , f c f t — 4 kn—2kn— i 

con fclf /c2, ..., &„_! diversi da h, talchè saranno positivi anche 

tutti i minori priucipali degli ordini 1, 2,..., n— 2 di IW!."! J V~~ 1 , 

montre, se riesce o, = 62 = ... = o(,_j = 0. 6„ =J= 0, allora si ha 

pi, 2,.. . n-i Q p2) s » - i ^ o rn~2'tt-1 >̂ 0 l in_1 > 0 
1 i, 2 «—i -^ v ' l 2 , 8 , . . . , n — l - * u * • • • » l n—2, «—i - ^ u» «—i - ^ 

e quindi saranno positivi anche tutti i minori principali degli 

ordini 1, 2,..., n - 2 di V\\\\Z\S=î' 

3. Ammesso, per fissare le idée, che sia ^î ;2!!!!!p>0 iP — l* 
2,... , n — 1), si dimostra che è possibile trovare una sostituzione 
Ïineare propria 

(14) y» = s* p4txt 
i 

( f c - l , 2 ») 
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che ad.un tempo muta la (3) nella forma canonica 

e la (11), a meno di un fattore costante, nella forma 

« ^ ( 1 "?****) 
(16) u(yx, yt, ..., #n) = y~— exp j - ^ - î^— j • 

Infatti, la trasformata délia (3) médian te la (14) è 

i(i„«..M„)^-â(ï,w„)g=o. 

Affinchè questa coincida con la (15) i coefficienti délia (14) 
devono soddisfare al sistema 

(17) 

/ 1 i = i = ! l , 2, . . . , n - 1 
2 ^ awP.jkPi* = j 0 i < , / = 2, 3 , . . . . » 

\ 0 i=j=n 

n 

2, i ! — 1 * = n, 

che équivale alla coppia di si s terni 

(18) < 

St6*P.* = 0 i = l, 2 , . . . , » 

/ n 
L 2 A A aAJfep„(pwA = 0 * = i , 2 , . . . , n 

(19) | 
I w 

{ 2 A oAp„A = — 1. 
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Quest' ultimo, a sua volta, riesce équivalente a 

(20) 

2*«A*P«* = 0 H = 1,2 » 
1 

Aile prime n equazioni del sistema (20) si soddisfa, in base 
aile (7) e (8), ponendo 

fca = ** = YB* ( * = 1 . 2, . . . , n), 

che, sostituite nell' ultima equazione, forniscono y = — -r e quindi 

X* Xm . . . XM 

1 n 1 
,= - ^ 2 , 1 ^ = - ^ 

'1 • * * 

° l « n « l i ••• «lu 

6j a t l o„ ... atn 

a « l **i»î — <*nn 

In secondo luogo si supponga, ad esempio, che sia 

K =t= 0, I'î; J ;;;;*> 0 (p = i, 2, . . . , * - i) 

e si consideri la sostituzione Ïineare propria 

2, rk 

Vrî 

yk = k = 2, 3 , . . . , » — 1 
l /nl , 2 l . . . , f t - l l /p l ,2 , . . . ) & 
r * 1, 2, ...,fc—1 K1!, 2, ...,fc 

Vn = *» 

che muta la forma quadratica (11) nel tipo canonico 2*î/£. 
«—i 

S/ 
i 
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Tja sostituzione Ïineare (14) del tipo A ôluto, posto per omoge-
neità di scrittura V°0 = 1, è allora 

Vk 
\ I -̂  I l / | i l ,2 , . . . , * - i l/pl,2 (...,fr, 

r l 1, 2, . . . , ft-1 r *•! , 2, . . . , fc 

fc= l, 2 , . . , n -

1 w 

»» = — ^ 2 A J B A X A . 

Invero, il suo modulo è (— l)u~lbn | A | 2 =j=0, i coefficienti del-
l'ultima equazione soddisfano al sistema (20) e si verifica facil-
mente che i coefficienti délie prime n — 1 equazioni rendono 
soddisfatto il sistema (18). 

Da quanto précède risulta che la funzione V(xl9 x%, ..., xn; 
M> £** •••) U definita da 

(21) 

0 a?! — E, «» — 5,.-.«» — 5„ 

6, a, av 

a.» 

«—1 
2 

» exp 

0 s , —5 t ^ - 5 , . . . ^ - 5 , , 

0 0 

«1 - Si 6j 

** - E» 68 

61 ... K 

I * , , 

a„ 

( 1 I x» — 6« &. 
( 4 0 05, — g4 « , — Ç, ..Xn - *n 

*1H 

6, a2l 
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se il primo déterminante che figura nella (21) è positivo, e dallo 
zéro se taie déterminante è negativo o nullo, costituisce una soîu
zione fondamentale délia (3). 

4. Se i coefficienti délia (3) sono funzioni continue di xi9 x t , 
..., xtt in un dominio S dello Sn e tali da rendere ivi soddisfatte 
le condizioni a) e b) (n. 2), allora la U(xl9 xi9 ..., xn; 5,, !;,, ..., 5„), 
con le ahk e bh funzioni di (5,, 5g, ..., 5J e S si dice una quasi-
soîuzione délia (3). 

In ogni caso i déterminante che figurano al numeratore ed al 
denominatore dell'esponente nella (21), si annullano contempora-
neamente solo per xk = 5A (k = 1, 2,. . . , n). 

Iufatti, l'annullarsi del déterminante ai denominatore implica 
che la prima riga debba essere una combinazione Ïineare délie 
rimanenti, poichè queste risultano linearmente indipendenti in 
virtù délia (5), cioè riesce 

2A *A = ° 

(22) 2 A V-hbhk = xk (k = l, 2, . . . , »), 

dove le uA sono costanti o funzioni di ll9 5j, ..., 5M secondochè 
tali si suppongono le ahk e bh. 

Ne consegue, ove si aggiungano alla prima le ultime n righe 
moltiplicate per —(JLM — (/-,. ..., — (/.„ rispettivamente, 

0 

0 

x — * 

œ2 
c 
' 2 

s 

0 

0 

6. 

61 

x\ 5, xt — ç8... « n — Çn 

6. *». - K 

X}\ ^l i " i l 

«1« 

«1« 

= - À 2 4 (AA(X& - çè), 

sicchè l'annullarsi di questo déterminante implica 

(23) lkV.k(xk-\k) = d. 
1 
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Moltipîicando primo e secondo membro délia (22) per \t.k indi 
Bommando per fc da 1 a n, si ricava, giusta la (23), 

(24) 2A& aAilxAÎxfc = S t H(xk - ÇA) = 0. 

Poichè la forma quadratica nelle \t-k al primo membro délia 
(24) è semidefinita positiva di caratteristica n — 1 in base al-
F ipotesi a) (n. 2), la (24) équivale a 

n 
2&aAJtH-A = 0 (fc= 1, 2,. . . , »), 
i 

da oui, per la (22), si trae, corne volevasi, 

xk-lk = 0 (* = 1, 2,.. , n). 


