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Sulle equazioni differenziali lineari paraboliche
del secondo ordine

Nota di FaBro MANARESI (a Bologna) (*) (*¥)

Sunto. - Ricerca di una soluzione fondamentale per una equazione diffe-
renziale lineare parabolica del secondo ordine.

1. Introduzione. — In una recente memoria di G. FicHERA (%)
vengor~ precisate le nozioni di problemi al comiorno «ben posii»
per un’equazione differenziale lineare parabolica del secondo ordine
nella sua forma pii generale

) 4 o
(1) ?hk T,‘ + 2, b, ’_,;k +ecu=f (@, = Q).

dove @,;, b,, ¢, f sono funzioni reali definife in un dominio rego
lare dello spazio cartesiano S,. Inoltre per tali problemi si stabi
liscono teoremi di wunicith e, limitatamente al caso di soluzion
deboli, teoremi di esistenza.

D’altra parie, per quanto mi & noto, lo studio di una soluzion
fondamentale (%) e delle soluziomi forti di dati problemi al contorn:
si ® limitato esclusivamente ad equawioni paraboliche che, ne
caso del secondo ordine, rientrano nel tipo

7”1 »—1
’*u ou ou
2 2.0 + b, —+eu— —= a,=a
2) Sk ""a——afa',,a A RPN P (@ th

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. 1. I'11 novembre 1963.

(**) Lavoro eseguito nel Gruppo di Ricerca n. 2 (anno 1962-63).

(1) G. FicHERA, Sulle equazioni differenziali li‘ﬁeaﬂ' ellitéico-parabolicl
del secondo ordine, « Aiti Acc. Naz. Lincei», serie VIII, vol. V (1956).

) Cfr., ad esempio, G. GIRAUD, Sur certaines opérations aux dérivé
partielles du type parabolique, «C.R. de L’'Académie des Sciencess, t. 19
Paris (1932), pp. 98-100; £. G. DrESSEL, The fundamental solution of &l
parabolic equation, «Duke Math. Journals, vol. 13 (1946), pp. 61.7(
'W. Pocorzerskl, Etude de la solution fondameniale de Végquation par.
bolique, «Ricerche di Matematica», vol. V (1956), pp. 25-57.
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con la parte dell’operatore, che mon contiene derivate rispetto a
x,,, ellittica in ogni punto del dominio di definizione dei coefficienti.

I1 presente lavoro costituisce un primo passo per la ricerca di
una soluzione fondamentale per un’equazione parabolica, che rientra
nel tipo (1), ma non nel tipo (2): si trova dapprima una soluzione
fondameutale di un’equazione a coefficienti costanti (n. 2 e n. 8)
e infine (n. 4) si studia la singolarith di una quasi-soluzione del-
Pequazione del medesimo tipo avente per coefficienti delle funzioni
assegnate.

2, Si consideri I’equazione differenziale lineare

*u
3 2.a
©) Lk B 000,

5, u
+ 3,0, —=0 m =2, ay,=ay).
1 a:c,,

dove i coefficienti a,, e b, sono costanti e tali che:

o) la forma quadratica
4]
(4) ‘-i‘m a,. X, X,

sia semidefinita positiva di caratteristica n - 1;

b) risulti
0 b, b ..b,
bl all Q) a’lu
(6) A=\b, @, Gy.a, <O

Si noti che, giusta I'ipotesi @), il primo membro della (5) rap-
presenta una forma quadratica nelle b, semidefinita negativa di
caratteristica 1, giacch® il suo discriminante & formato dagli opposti
degli aggiunti degli elementi a,; nel discriminante A della (4).



18 FABIO MANARESI

”
8i consideri, nel semispazio X, \x;> 0, una funzione del tipo
1

”
1 2, J Cy%. %4
1

(6) u(xl b x: 9 "ty xn) = (zl )‘czl)— * exp _n_ -
1 A
1

dove le A; ai assumono proporzionali ai coseni direttori della nor-
male alla giacitura caratteristica della (3), talch® dovra essere

(7) ik a,-}lk = 0 (i -_ 1, ‘2, eeey 'n«).
1

Alle (7) si soddisfa, ad esempio, ponendo 2, uguale al comple-
mento algebrico B, di b, in A, sicchd le co' soluzioni del sistema
(7) sono date da

®) A\ = 1B, k=1, 2, .., n),

con y costante arbitraria (che si assumerd diversa da zero affinché
le A, non siano tutte nulle).

Se si vuole che la (6) sia una soluzione della (3), le costanti
¢,y devono rendere soddisfaite le seguenti condizioni

n "
4 2:'“ ApChy = (2 — 1) ?, b,
9) " ) " W G, j=1, 2,..., n)
4 %hk FiCinCix = Cy “;“I: b, — 2), 2:*:; ey

In virtu della (8) la prima delle (9) diviene
” ”

(10) 43, 0,0, =0 — 1A= — 1y 2, bB,,
1 1

dove (n — 1)B, si pud considerare come la somma degli n —1
sviluppi di B, secondo gli elementi di ciascuna delle sue 7 —1
linee formate con le a,,. Uguagliando poi nella (10) i coefficienti
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di a,; (b, k=1, 2,..., u) al primo e all’ultimo membro, posto
nella forma suddetta, si trae

Cix =7 A (hy k=1, 2,..., m),

B2

dove A4,, ® il complemento algebrico di @, in A.
Si verifica agevolmente che le c,;, cost definite, soddisfano
alle condizioni

”
2. b0, =0 (i=1, 2,.., n)
1
L o . .
4 By piCnCix = €5 Dy iy Gi=1 2., n)
1 L]

e quindi anche alle altre equazioni (9).
Pertanto si pud scrivere

B cuxx; = —
1

N

xn ’ bu anl a’n! a’un
0 Xy, XLy Xy
bl @, 4T AT

”
?.)axs=Y by @, Gy Gy,

Ne consegue che, a meno di un fattore costante, la soluzione
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del tipo (6) della (3) ® espressa da

{1t) WX,y Lyy ey Ln)=

x, 1 Ty Qg e Oy,
n—1 x, : Qg Qg oee Qyy
0 X, 23 ®, |72 e e e
bl G Qg e Oy 11 %y bn G,y Gppeee Gpyy i
— exp3 ~
=1 by, @y Oy Oy, 4 0 X, Xy .,
) o ) b, Ay By e @y,
b a a a
1 *
" " " e b! a!l a’!l aln
bn a,” a’nl ann

In secondo luogo si prova che la forma quadratica nelle x
Lyy vy &

"

0 0 x, Xy Xy,
0 0 b, b, b,
x b a ay, . Ay, " 4
(12) ' ' " " "= Sk Yr®uCes Y= —=Cp = — Ap.
Xy b, Agy Agp - Qg : T
xn br a’nl anﬁ ann

® semidefinita positiva di caratteristica n — 1.
Infatti, il discriminante I della (12) & formato dagli opposti degli

aggiunti degli elementi a,, in A, sicch?, indicato” con D::"’:;v--"’:p
s Fay e Ky

il minore di ordine p formato con gli elementi comuni alle righe
h,-esima, hy-esima, ..., h,~esima ed alle colonne k,—esima, k,~esima
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.., ky-esima di un determinante D, si trova facilmente ' == 0 e

Ky, ey e, kK
13 1y 2 ’ P
(13) lkl,kg,...,kp
0 by, by, b"n-—p
by, Qyyv, (LA %o, _p
= (— 1)PAP-? by, Qygy,y Qygyy oo avw,,_, ("a s Vgy eeey Vaep )
...... T R By By,
b‘,"_p L M N (p=1,2,...,,n—1).

Giusta la condizione a), supposto, ad esempio, che sia AV 20 >0

(p=1,2,.., n —1), I ultimo determinante al secondo membro della
(13) & una forma quadratica nelle b,,, b, ..., b,"_p definita nega-
tiva per v, vy, ..y Yy diversi da n.

Ne discende che, essendo in base alla (5) b,‘2> 0, se risulta
n—1

¥, 5,2>0, si ha
1

‘k’f ksk; "n— kn n— ‘k'l—
Preree=t >0, D e =t >0, oy [R=80=4> 0, 1=t >0,

2n

con k,, k,, .., k,—, diversi da h, talch® saranno positivi anche

Feuy bgyeun By

tutti i minori principali degli ordini 1,2,..,n—2 di [, ;"""\,

mentre, se riesce b,=b,—..=b,_, = 0. b, 30, allora si ha "t
[aiammi>0 ToeaZi> 0o, ITELT >0, >0

e quindi saranno positivi anche tutti i minori principali degli
ordini 1, 2,..., » — 2 di (M2 21,

152, eeey N=—1

8. Ammesso, per fissare le idee, che ‘sia A} 2E>0 (p=1,
2,... » — 1), si dimostra che & possibile trovare una sostituzione
lineare propria

(14) Y, = 21:,‘ Bas (h=1, 2. .., n
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che ad.un tempo muta la (3) nella forma canonica

"Slow u

15 u _ow_
(15) eyt oy,

e la (11), a meno di un fattore costante, nella forma

(16) 'u(yl s Ysgy ooy y“) — y;_ﬁ_:!. exp{ — Z______ } .

Infatti, 1a trasformata della (3) mediante la (14) &

hid » a!u " n u
?U (?hk ahhp'hp") 0Y,0Y; + ?" ();"l: bkﬁ-k) @—‘ =0.

Affinch® questa coincida con la (15) i coefficienti della (14)
“devono soddisfare al sistema

. 1 i=j=1,2.,n—1
-?u aububir =3 0 i<j=238,...n

17) 0 i=j=mn

che equivale alla coppia di sistemi

- 8.8 1 t=j=12..,n—1
~pk BuaPandie =
~kk FukPiis 0 i<j=238..m—1
(18)
”
2By =0 i=1, 2,..,n
1
s -
zl:kk aububu=0 i=1,2,..,n
(19)

2111 b =— 1.
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Quest’ ultimo, a sua volta, riesce equivalente a

2 b =0 h=1,2,.., n
1
(20)

”
?k b= — 1.

Alle prime n equazioni del sistema (20) si soddisfa, in base
alle (7) e (8), ponendo

By =M =18, k=1, 2,..., n),

che, sostituite nell’ultima equazione, forniscono y=— - e quindi

Bl

= 1%, Ba=—1
y"__Kll‘ e =T | by Gy Gy Oy,

In secondo luogo si supponga, ad esempio, che sia
b,40, ITL8>0 (p=1, 2., n—1)

e si consideri la sostituzione lineare propria

» 1
.25 l‘m‘,,
Y = .
vry
n
I35 tﬂx
Y = k=2 3,.., n —1
Proz - kyph e
Y, =%,

Ream]
che muta la forma quadratica (11) nel tipo canonico X, Y5+
1
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Ua sostituzione lineare (14) del tipo voluto, posto per omoge-
neitd di scrittura ') =1, & allora

”
1,2, ey k=1, k
/ 1 %‘u D ki,

Y, = _\/—ﬁi Vl.x, 2y veey o1 V[\;, :, ey k6
1 52y aaey

s 2y aeny K—1 [

k=1,2.., n—1

1 n
yn="321:kBk$k-

n—1
Invero, il suo modulo & (—1)*=%,|A| 2 ==0, i coefficienti del-
P ultima equazione soddisfano al sistema (20) e si verifica facil-
mente che i coefficienti delle prime » —1 equazioni rendono
soddisfatto il sistema (18).

Da quanto precede risulta che la funzione U(x,, z,, .., «,;
5y &30 ey £,) definita da

ot
v x, — El Xy ~— E! &, — En 2
! @, a,, Q)
(21) b, a,, Gy .. G,
b'l aul a’us aml
l 0 x, — El Xy — E! Xy — Sy
0 0 bl b: bn
x —~8& b ay, Q,, @y,
x, - & b Ay, Qzy e Oy,
’ 11 %y su b,. @y L LN
-expi — —
4 0 =—§ x--E ®, — &,
b, Gy, Qs @y
b, Ay, 279 A3y
b" a’ﬂl au! asm
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se il primo determinante che figura nella (21) & positivo, e dallo
zero se tale determinante & negativo o nullo, costituisce una solu-
zione fondamentale della (3).

4. Se i coefficienti della (3) sono funzioni continue di x=,, x,,
wey &, in un dominio § dello S, e tali da rendere ivi soddisfatte
le condizioni a) e b) (n. 2), allora la T(x,, %, ..., Z,; &,y 33, <oy ),
con le a,, e b, funzioni di ¢, &,, .., £,)e S si dice una quasi-
soluzione della (3).

In ogni caso i determinanti, che figurano al numeratore ed al
denominatore dell’esponente mnella (21), si annullano contempora-
neamente solo per z, =&, (k=1, 2, ..., n).

Infatti, ’annullarsi del determinante al denominatore implica
che la prima riga debba esserv una combinazione lineare delle
rimanenti, poiché queste risultano linearmente indipendenti in
virta della (B), cio®d riesce

n
z, wby, =0
1

”
(22) ?h Wl = X — 5 k=1, 2,..., n),

dove le u, sono costanti o funzioni di §,, &,, ..., £, secondochd
tali si suppongono le a,, e b,.

Ne consegue, ove si aggiungano alla prima le ultime % righe
moltiplicate per — @, — py. ..., — @, rispettivamente,

0 0 -8 x—&.x,—E,
0 Q0 b, b, b,
z,—%E b a a a »
A 1 i1 12 In —_— — A zk !’.k(xk _ Ek)’
® 5 b Qy, [LPP) L !
| 2, —3, b" (L) L2973 LI

sicché Pannullarsi di questo determinante implica

n
(23) 2y e, — &) =0.
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Moltiplicando primo e secondo membro della (22) per ., indi
sommando per k da 1 a n, si ricava, giusta la (23),

n ”
(24) ?hk Qb = ?k wl, — ) = 0.

Poichd la forma quadratica nelle , al primo membro della
(24) ® semidefinita positiva di caratteristica # —1 in base al-
l'ipotesi a) (n. 2), la (24) equivale a

n
2:;,. a,,,‘p.,,=0 (k = 1, 2, euy ”),

da cui, per la (22), si trae, come volevasi,

z,—E, =0 k=1, 2,.., n).



