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Osservazioni sulla ipoellitticith

Nota di BrRu~no PInNI (a Bologna) (¥)
Sunto. - Come nelle righe che precedono 2l n 1.

Sia P(D,, D,) un polinomio differenziale a coefficienti costanti.
HSRMANDEE ha provato (') che condizione necessaria e sufficiente
di ipoellitticith & che sia

DIDEP(— is, — ia)

P(— 18, — ia) —0

(1)

per 8 + ¢* — + oo (¢ unith immaginaria, s e ¢ variabili reali) per
ogni coppia di interi non negativi h, k con h + k > 0; & sufficiente
<he gia
i
D .P(— i3, — ic)
P(— 18, — )

DyP(— i8, — ic)

P(— 18, —i0) 0

(2 — 0,
per 8 + 6" — + oco.

Scopo della presente nota & quello di scrivere il polinomio P
comé somma di due polinomi P, e P, cosl che P, sia costituito da
tutti e soli quei termini di P per cui P sia ipoellittico se e solo
se lo ® P,. P e P, saranno due polinomi egualmenie forti (*) e si
potrd chiamare P, la parte principale di P.

(*} Pervenuta alla Segreteria dell’ U. M. 1. il 7 ottobre 1963.

(1) Cfr. per esempio L. HorMANDER, Linear partial differentral equations
Sprldger-Verlag. Berlin, 1963.

{2) Dei due polinom P(D) e Q(D)(D = (Dx,, -y Dz,)) il primo si dice
meno forte del secondo (cfr. le. in (1)) se. comunque si fiss1 un aperto 2,
esiste una costante C{R) << + oo tale che || P(D)y ||12 << C(Q) || @(D)% ||L* per
ognt e C?(R"’p con supporto in Q. Posto | B(— )] = (S | RP)(— 1s) [2)r/z,

!

i
(8 =1(84s -+ 8u); p ® il multi-indice p,;, ..., p,, © BP) = D"l D:""R), sv
no equivalent: le seguenti proprieta: a) P(D) & meno forte di Q(D);
b) | Pi—1s) | << C}Q(—8)1; o) | P(—is) << C| Q(—2s)}. Ricordiamo unche
che un polinomio egualmente/ forte d’un polinomio ipoellittico e esso stesso
ipoellittico.
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1. Si pud scrivere

@8  P(D., D&):hﬁ‘. oD+ 3 505+ 2 cuDID, +d.
=1 k=1

r=>1, i1
B intanto immediato che:

Se (3) & ipoellsttico non puod essere a, =0 per h=1, 2, ..., p, né
by=0 per k=1, 2, ..., q; inolire per ogni coppia r, t deve essere
r<p-1it<q—1

La prima osservazione segue subito dal fatto che la (1) implica
| P(— 48, — 26)| — + oo per 8!+ ¢’ — + oo mentre se @, =0 per
h=1, 2, ..., p. 8si ha P(—4s, 0)=d. o

Fissato poi », sia £ il pit grande intero per cui c; TD;D:, figura
in P; si ha

DsP(0, - io)=(—2) azr! + (— i+ rlcz g0t + 3 c; (— ifr+Hric,
<t

PO, —ic)= 3 b(— ije* +d;
k==l

. 1a (1) richiede allora che sia ¢ < ¢q; dunque per ogni { deve essere
t<<q — 1; analogamente r <<p — 1.

Supponiamo che sia p = q.

Osserviamo che, posto & = ax + By, n=yx + 3y, (=, 8, v, & reali e

ad — ﬁY #: 0)’ e
PD,, Dy) = P(aDg + YDy, BDg + 8Dyj = @Dz, Dy),

8e 8 —as’ + yo', o = B8’ + 8¢, le condizioni (2) implicano le

Dy Q(— is', —ic') D Q- is’. — ia)

O—w, —w) % Tg—iw, —w)

e viceversa. Ora se in (3) figurano termini per cui r + pi/g> p,
con una opportuna trasformazione lineare reale propria delle va-
riabili c¢i si pud ricondurre a un polinomio differenziale in cui
tale eventualith non si verifica.

Possiamo quindi supporre che per ogni coppia r, £ che figura
nella (3) sia r + pt/qg < p.

Scriviamo allora (3) anche come segue

-P(Da:: Dy,: Py art-D;D;
rptig<p
r=0, 10
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e poniamc
4) PyD., D)= % a,D:Dy,
r+pt[g=p
r=>0, 1=>0
PyD,, D)= z a,,D;Df,, per 0<<k<p.
p—k<r+ptiq<p
>0, 1=0

Sia 3 il massimo comun divisore tra p e q e p=p3, g=¢q,3;
da r + pi/g==p segue q,r + p,t = p,q,5 onde p, & divisore di r
e g, & divisore di #; posto r=hp,, t=kq,, da g + pt=p.q,lh + k)
segue h + k=3. Pertanto P}, — ¢c) si pud scrivere

§=—1
. (8—K)qoy K .8
ap)\sp ® 4 §1 cl— w)(s Yoy kpo byl — o)

e, posto X° =%\, anche

§—1
34y 5, (8—K)goy kp 807 ,
s [aph’’ + k211 c{—12) M7 4 b(—1) 1

indicando con «,, j =1, 2, ..., [, le radici dell’equazione

d—1 \
(6) a’ + 2 ol— )& M0pr 4 p(—4)°® =0,

=1 -
rispettivamente di niolteplicita Ny, By, &5 M, + ... +0,=3) 8i ha

] 1
6,) Py}, —ic)= caq°ap 0 —oe)=a, I (O — a0y,
=1 j=1

In base a queste osservazioni possiamo affermare la fattoriz-
zazione

i o n
— P ¢) do\ 7
P,(D., D)=a, 1l (D,,o_(_ o Dyo)

Ne segue che

= b iapo _ % w0\
®,) Pyi—ts, =0, T ((—9) i )°

Osserviamo che se la (5) ha radici tutte semplici. allora anche
le equazioni Py, —is)=0 e P,—148, »)=( hanno radici tutte
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semplici (per 630, s3=0); in generale a ogni radice di P}, —
—40)=0 si pud associare una radice di eguale molteplicita di
Py—is, v) = 0. Poniamo ora

s§=pcos 0, c —prlagend (onde p<<|8|+ |c 9P < 2p);
si ha

Py— 48, — 10) = pPP,(— 1 cos 6, — isen 6).

Distinguiamo i seguenti casi:
1° caso. -
P(—icosb, —isenf)3=0 per 0<6<2r

2° caso. — Esistono valori di 6 per cui Py — ¢cos8, — sen 6)=0;
I’ equazione Py, —4s)=0 ha quindi delle radici immaginatie
pure ; esse sono futte semplici.

3° caso - Esistono valori di 6 per cui Py(— ¢ cos 6, — ésen 8)=0;
le radici immaginarie pure d1 Py}, — ic)=0 non sono perd tutte
semplici.

1. - Nel primo caso il polnomio P(D,, D,) & ipoellitiico.

Cid segue subito dal fatto che esiste una costante positiva C
tale che

7 p?|C << | Py(— 28, — ia)| << Cp”.
Se p = q il polinomio & elljttico; se p > g pud essere parabolico

o del tipo che io ho chiamato pseudoparabolico regolare e che
HoRMANDER chiama semi-ellittico e VoLEvVIc quasi-ellittico (3).

B |P|<|P,|+|P—P,|; poiche | P—P, | =o(p?) per p — + oo,
dalla (7) segue '

[PI<<|{P,|+ Cl+|Py|) << CHP];
da | P |<|P|+ | P — P,| segue analogamente
| Po| << C"I PI;

percid P e P, sono egualmente forti. P, & la parte principale di P.

(3) Cfr. le. in (1) pp. 102.103. L. P. VoLEvIC, Propriety localr delle
solucioni der sestemi quasi-ellittici, Mat. Sbornik, £9 (101) (1962) (in russo).



424 BRUNO PINI

I1. - Nel secondo caso P(D,, D,) & ipoellitlico se e solo se P,(D,, D,)
& ipoellittico.

Per provare cid facciamo vedere che:
Nel secondo caso condizione mecessaria e sufficiente affinche P
sia ipoellittico & che sia

| P,(— 4pcos b, — ipPlasen 6)|
® =

— + o0
per p — + oo (')

La sufficienza della condizione (8) si riconosce subito perchd
per p — + oo riesce

| D,P(— ip cos 8, — gPlasen 8) | = O(pP-2),
| Do P(— 1p cos 8, — 4pPld sen 0) | = O(pr—)

P(— 20 cos 0, — 29Pl9 sen 6) — P (— 2p cos 8, — dpp/agen ) | =0(pP—) ;

le (2) sono percid soddisfatte.

Proviamo la necessith. Se non valesse la (8) esisterebbero un
numero positivo L, una successione | ¢, {, 0<<0, < 2r, e una suc-
cessione divergente {p, { tall che

(9) | Py(—p,c080,, —ighisentd )l /ph <L, n=1;2

Si pud senz’altro supporre |0, | convergente, sia 6, — 6. Dalla
(9), dividendo per o, e passando al limite per n — oo, si ha

Py(— icos b, — ¢ 8en 8) = 0.
D’altra parte
. . |2
D,P(—is, —10) =(— |53 Pah, —10)|,__ +

+ D (P(— 48, — 26) — Py(— 18, — i5));

(*) Ovviamente la condizione si pud anche formulaie cosi:

Se 8), 3=1, 2, .. , v sono ¢ valors di 8 per cus Py(— 1cosf, —¢senf)=0
{0 < #,<2z perché se Py(—1cos 8, —1i sen t)==0 necessailamente & 44=0(2x)),
allora P(D,, Dy) é ipoellittico se e solo se ad ogne 0, st pud associare un

wmtorno LiI,NI;=@ per h=kk) tale che s1 verifica la (8) per HE I, j=
=12, ., v

Infatti per 6 € (0. 2n] — U I, si ha | Py|— sp cos b, — #cP/asen 6) | > Cpp

]
per una opportuna ¢ stante positiva.
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poiché I’equazione Py}, — ¢c) = 0 ha tutte le radici semplici, riesce

plg

— F’] —
DSPO(_ 'l:P" cos 01: y — Pn sene,,)/pﬁ 1'_’ (—1) a_): Po()‘, —1isen 0)} ':%:0

}=—1c080

mentre
13

D(P(— 1, cos b, , —ipf.’/q sen 0,)— Py(—2p,cosd,,, —'tp‘,”,/q sen 8,))en —0

P(— 2, Co8 0u L zp""/q sen 0n)/f""'—l - 0(1)

e quiud: non si ha

D,P(- 18, — 10)
P(— is, — 10)

— 0 per p— +oco.

Ora DP, e D,P, sono al pia O(P—?) per g— -+ co, pertanto
la condizione | P, |[pP—1— + oc per p— + oo 1mplica che D, P,/P,—0,
DyP,/P,—0 per 8" + ¢® — + oo,

Dunque la condizione DI [P—0, DsP|P — 0 per s'+6¢’— + co
¢ equivalente alla condizione |P,|/cP—! — + oo per p — o0 @
questa a sua volta & equivalente alla condizione D,P,/P, — 0,
DP,/P, — 0 per §*+ c* — + oo,

Pertanto P(D,. D,) & ipoellittico se e solo se P,(D,, D,) & ipo-
ellittico. Ragionando come nel primo caso, s1 ha attualmente

CrPi<iPa<C'IP)

per due opportune costanti positive C' e C”. Dunque P e P, sono
egualmente forti. P, & la parte principale di P.

Si osservi che se ¢ & un divisore di p non esistono coppie r,
tali che p — 1 <+ + pi/g <p e quindi in questo caso la condizione
(8) diventa

p| Pyt —cosd, —esenb)| — + oo per p-— + oo

e quind1 PD,., D,) & ipoellittico se e solo se P {—1 cos 0. — sen 6)==0
per 0 <C 6 < 2.

111. - Nel terzo caso se n & la massima molteplicric. delle radice
tmmaginarie pure dell’equazione Py}, —1c)=0, allora P(D,, D,)
& ipoelhttico se e solo se P-(D,, D,) & ipoellstizco.

Cominciamo col provare che:
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Nel terzo caso, se 5_,, j=1,2, .., 1, sono v valori dv 0 per cui
Py—icos0, —isend) =0 e se I’equazione P\, —1senf)=0 ha
la radice = — i cos 6, multipla di molteplicita n,, allora condizione
necessaria e sufficiente affinché P\D., D,) swa spoellstieco é che ad
ogni 8, s1 possa assocsare un wmtorno I, tale che riesca

| Pu(—1pcosd, —ipPlasend)|

9,)

= — + 00
ber p— +oo, 0el e
D_\P,.J(— 18, — 10) DGP”,( — 18, — 10)
9:) —P;( —8, —1a) Py (— 18, — 49) —~0

per p— -+ oo, 6GI1: j:]-’ 2, ., l(j,
E 6,3=0 e si pud supporre I, n I, =@ per h3=k; 1n [0, 2n]—
— U I, si ha | Py(— 2p cos 6, — 4zP/9sen 6) | > cp? per una opportuna

]
costante positiva c¢. Seriviamo

D,Pn,—‘_Dv(P—Pu]) . 1
(10) D,P__ P, pPm, Py, gp—m,
.P - P —_ Pﬂ 1
1+ ?

P Py [P

Poiche (P — P..Jl/p?fﬁ, =0(1) e D(P — Pu)/pP—™; =0 (1) per
p — +o0, la (9)) e la prima della (9,) assicurano la prima delle

(2) per 0 € I,; analogamente la (9,) e la seconda delle (9,) assicurano
la seconda delle (2) per 6 € I,.

Cid prova la sufficienza di (9;) e (9,).

Proviamo la necessitd. Se non vale (9,) per un j, allora fissato

() Non c1 preoccupiamo di assodare se tra la (9;) e le (3;) v’é impli-
cazione. E immediato perd riconoscere che la (9,) non implica le (9;)

Per esempio se P(— s, —13) = (s — o?}4 + 2(s — o}(s% + o?)3 4 (s2+-02)3
s1 ha p=gq =8, U, =n/4, 0,=38n/4, b,=5n/4, 8,=Tr/d e Py4(2, — sen0)=0
ha la radice immaginaria —%cost, di molteplicita 4. P,=P o si ha
| P|/e* > p? mentre DyP(— s, — 15)/P(— @5, —15) =1+ 3/s (che non tende
a 7ero per |s| — —4-oo).
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comunque piccolo I, esistono una costante positiva L, e due succes-
gioni | 0,{ e {py | tali che 8, — 8 € L,, py — + oo per cui

| P (— dp, cos 6, — i %sent,)| /i T <L, v=1, 2, ..
Dividendo per o, e passando al limite per v — oo si ottiene

Py—1cos b, — 2senb)=10

onde 6 = §,. Poiché

Dy'P . D:‘JP‘,/PP_”J + DI P — Pylfep -1,
P = Pyl (P— Pl

ed &

n o . ﬂ 3
Dg?PyjP—7) = (— i, FYXR Po()\’ —tsen m]]:—zco:ﬁ ’

D(P — Py)jgp—"; =o(1), (P — Pu)/pp—=0(1), per p— + oo,

Py (— 1p, cos b, — 0% sen 0,) [ 5" = 0(1)

Dg' Py — 1p, cos 8, — pf’q sen 0,)
b

—_—

v—-+00

. " . =
(— ?’)"] [aTj;J PO()" —tsen 61)]12_ t c0567 :*: 0,

non risulta soddisfatta la (1).

Supponiamo allora soddisfatta la (9,) e non la prima delle (9,).
Comunque piccolo si fissi 'intorno I,, per una certa j, esisteranno
una costante positiva ¢ e due successioni |06, e |pyl tali che
6, — 0=0, e p, — + oo, per cui

pla

|D3Pnj(— ps cos By, —ip, sen0,)| —
- Pl >e v=1, 2, ..
| Pn,(— ipy cos 6,, —ip, " sen &) |

Dalla (10) segue allora che D,P(— 4p, cos §,, — ipflq sen 0,)/P(—

. . pl N
— dp, cos 6. — i}’ Ysen 6,) non tende a 7 <1 per v — oo e quindi

non ® soddisfatta la prima delle (2).
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Analogo ragionamento se si suppone verificata la (9,) e non
la seconda delle (9,).

Poniamo ora % == max (n,, ..., n;). Poicha il Pn, relativo a P e
il corrispondente relativo a P; coincidono. attraverso la condizione

ora stabilita si ha che la ipoellitticith di P implica quella di P,
© viceversa.

Come nei casi precedenti si ha poi
CIPI<|F;I< C'| PI

per due opportune costant: positive C’ e C”.
P (D,. D,) si dird la parte principale di P(D,, D).

2. Accenniamo all’ estensione dei risutati del n. 1.
Sia
P(D) = P(Dz,, Da,y .., Dx )
un polinomio differenzialc a coefficient: costanti. Sia p, 1’ordine
massimo della derivata pura in D., che figura 1n P(D). Per fissare le
idee sia p, =p, = ... =p,,. Possiamo limitarci a considerare il caso

. . R, h . . .
che per ogni termine @, D ..D_" che figura in P sia
1 Tm m

h h h
Rk S S P B
pl p! pm
Poniamo
v e n n
PyD)y= X a, , D,.. Dm
Z(h’/pj): 1 1 m n
h n
P, (D)= 2 a, 4 Da...D ™.
1=k/p< Z(hylp)<1 " m "
Se Py(—1s,, ..., —18,)340 per s,, ..., 8, reali e 8>+ ... +8°, >0,

allora P(D) & ipoellittico.

Se Py(—18,, .. — 18,1, , — 1841, ..., —18,)=0 ha delle ra-
dice ymmaginarie pure e, al variare dv ), Uo:1dine massimo di mol-
teplicita di esse & m, allora P(D) & wpoellittico se e solo se lo & Py(D).

P e P, nel primo caso, P e P, nel secondo, sono egualmente
forti P, nel primo caso, e F; nel secondo, & la parte principale di P.
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3. In certe questioni interessa ottenere valutazioni asintotiche
delle radici, e delle parti reali di queste, delle equazion

(11) 2 an(-wy =0, ¥ a,f—s)yut=0
r+ptlg<p r+ptiq<p

Counsideriamo ad esempio la prima delle (11) per ¢ > 0 (analoghe
considerazioni si possono fare per ¢ << 0 e per la seconda).

I - Se Py(—18, — )30 per s*—+ ¢?> 0, allora le radici di
Py}, — 48) =0 sono

Afc) = w00/

con Pyx,. — 1) =0, Rex, - 0 oppure Rz, < 0; percid le radici
della prima delle (11) sono

A, = %,69/P 4+ 0(c9'P) per o6 — + oo,

II - Se PD,, D,) & 1poellittico e Pyx, —¢)=0 ha radici :m-
maginarie pure ma tutte semplici, allora 1"equazione

Pl(;‘y - ?'c) = P()O‘r - ’I,O‘) + % a"l(— ZG)[A’- =0
p—i<r+plig<p

non ha radici immaginarie pure per s sufficientemente grande.
I valori che pud assumere r + pt/q sotto la coudizione p — 1<

<7+ pt/g<p sono un numero finmto di numeri razionali p,,

Psy ., P € non & accettabile neé » = 0, né {=0, scriviamo percid

1
P}, —10) = PyA, —ts)+ I Y @ f— )N
7=1 r+ptig=p,
r>1, t>1

e suppponiamo che sia p, > p, > .. > p,.
Posto A = we/r, 6 = t/1, 'equazione P,(A, — ta)=0 diventa

l
‘ t r qlp-p,)
Py, —t)+ 2 ( %  a -9y P=0
1=1  r4ptlg=p,
r>1, 2

e questa per T > 0 sufficientemente piccolo non ha radict imma.
ginarie pure.
Sia v una radicie 1mmaginaria pura di Pyte, — ) =190.
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Non pud essere

2 a,(—ife=0 per s=1,2 ..,1
r+ptig=p,
r=>1, >

perchd® altrimenti sarebbe P (ow Py — 46) = 0 per ogni ¢ > 0 mentre
| Py(— 48. — 16)| — + oo per 8° + ¢® — + oo.
Supponiamo che sia

(12) X Art(— Yfam =0 per j=1,2, ..., k—1,
r+-ptiq=p,
=1, t>1
(13) = a, (— )« F0.
r+ptig=p,
r>1,i>0
Poniamo

w=a 4+ cl'r"P A CgTHP 4 .,

Tra i coefficienti ¢, ve n’® certamente uno. sia c¢m, , tale che
Hec, =0 per h <m,, Recm,+=0 e ¢>m,, perche la ipoellitticits
di P,(D,, D,) implica che |ReX| — -+ oo per |o| — + co.

Detta A la radice della prima delle (11) corrispondente alla ra-
dice immaginaria semplice « di P,(, — 4) =0, riesce, per ¢ — +oo,

A= ac?? 4+ o(cqlp), Rer =0 (c‘q_m")lp].

III. - Supponiamo infine che Pyx, — ) =0 abbia anche radict
immaginarie pure multiple e sia % il massimo ordine di molteph-
cita delle radici immaginarie pure di Py}, — i} =0. Allora

P (A, — da) = Py}, — 10) + i‘a A A, {— i5)A" =0
1=1 r+ptig=p,

non ha radici immaginarie pure per o sufficientemente grande.
Procedendo come prima, se « & una radice immaginaria pura di
molteplicita n di Pyx, — 4) = 0, supposto che si verifichino le (12)
e (13) (ove ora i p, sono sottoposti.alla limitazione p — n < p;<p)
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si ottiene per la radice A di P(\, — ¢s) =0, corrispondente alla
radice « di Pyx, —2) =0. e per ¢ — + oo la valutazione

A = o?/P 4+ o(c?p), Re = O c(q—m‘n)/p,

per un certo m,, (per cui certamente q > m,,).

4. Se Doperatore Py(D,, D, & ipoellittico, le soluzioni di
PyD,, D)yu=0 e di P(D,, D,)=0 appartengono a una certa classe
di GevREY, sia G, p.

Se Py — i5) = 0 ha radici immaginarie pure ma P(D,, D,) &
ipoellittico, allora le soluzioni di P\D,, Dym = 0 risultano apparte.
nere a una classe G, ,§ con @=>«, f=>p. Cid s1 riconosce con ra-
gionamenti analoghl a quelli indicati in altra Nota (%) se si sup-
pone che P(— ¢s, — 4s) si annulli al piit per 8 — ¢=0. Precisamente:

Se 1 equazione P(—is, u)=0 ha le radict w, tale che p,(8) =
= 0(8“»), Re piu(8) = O(th) per s — + co e u(8) = 0(|s |“"'), Re py(8)=
=0 |s| h) per 8 — —oco e I equazzone P, — 20) _—_0 ha le radice
A, tali che Mo) = O(c¥), Re )\k(c)—O(c k) per 6 — +oco e)\ £9)=0(] e |Y k),
Redyfo)= 0, ¢ l») per ¢ — — oo, le soluzionr di P(D,, D,)u=20
appartengono a G, 5 con

M[-—{\

‘) g = max (—1— 1 o
Y A P R N {3',)

Per esempio, le soluzioni di (D¢, + D )u =0 appartengono a
G,, +3. L’ operatore D', +iD? + D*.D, & ipoellittico (per esso &
p=4,q=38, p—1<2+483<p; M+ 4—4)=0 ha radici im-
maginarie pure semplici ed & |p*lcos’® — sen® 0) + 4g2+1/% cos? 8
sen b |/p? — +o0). Le radici di M—ic)*—c*=0 sono O( s[*) per |o|—
-+oo mentre le loro parti reali per ¢ — — oo sono O(|c[3'4) e per
¢ — 4+ oo due sono O(c®4) e due sono O(s*/4). Le radici di 4pu® —
— 8% +8'=0 sono O(|s|¢*) per |[8| —~ + oo mentre delle loro

(6) B. PiN1, Sulla classe dv Gevrey delle solucione dr certe equagioni,
tpoellsttiche, Boll. U. M. 1., 18 (1963).
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parti reali due somo O(|s|4?%) e una & O(|8]|%®) per |s| — -+ oo.
Pertanto le soluzioni di (D*,+2D% +D*,D,)u=0 appartengono a Gs,,.

E da osservare esplicitamente che i ragionamenti cui si & accen-
nato permettono di attribuire le soluzioni di P(D,, D,)u = 0 a una
certa classe di GEVREY per I’operatore scritto in quel particolare
modo Per determinare gli indici minimi della classe di GEVREY
occorrerd eseguire una sostituzione lineare reale propria delle va-
riabili e studiare I’eventuale variazione degli indici al variare
della sostituzione.
., Per esempio, sia P(D,, D,) = (D.~+ aD,)’+ bD,+ cD, con a,
b, ¢ reali e ¢ ab.

Con la sostituzione §{= xx+ By, n=vyr -+ 8y («, 8, v, 3 reali e
ad — By==0) tale operatore diventa

P'(Dg, Dy} =((x + aB)Dg + (v + ad)Dy)* + (bx + ¢B)D: + (by + ¢3)Dy, .
Se x + af3=0, I’equazione

[(x + aB)A — 2o(y + ad)]? + (0« + cP)A — do(by + c3) =0

3
ha due radici del tipo A =1 Z j__ Zﬂ ¢ + ko [2 con Re k30, mentre
se vy + a33=0 1’ equazione

Ity + ad)p. — is(x + af))* + (by + cd)u — s(bx + ¢f) =0

x4+ af
Y+ ad

Percid se a+aB30, y+ad4=0, le soluzioni di P'(Ds, D,)u=0 appar-
tengono a G, 2. Ma se si scelgono «, 8, v, 8 in modo che sia y+ad=0,
allora per la prima equazione si ha A = O(|c [21?) = Re A e per la
seconda y = O(s ) = Re 1 o allora le soluzioni appartengono a G4, ;.

ha due radici del tipo p=%¢ s+ k|s|/2 con RekF=0.



