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Sui sistemi anolonomi il cui moto é definito
da un sistema lagrangiano

Nota di Fraxco de FRANcHIS (¥) (* )
Sunto. - Vedere I’ introdustone.

INTRODUZIONE. - B noto che i moti possibili di un sistema
olonomo di N punti P(i=1, 2,..., N) ad » gradi di liberta, rife-
rito ad una n-pla di coordinate lagrangiane q,(h=1, 2,.., n),
sono definiti dalle equazioni del LaGRANGE della 2* forma:

daT T
e = h=1,2, .., n),
(1) g 74, @, ( n)

ove T denota la forza viva del sistema e le @, sono le compo-
nenti lagrangiane della sollecitazione attiva, espresse dalle:

N
Qh=f‘% < F, h=1,2, .., n.

Nel caso particolare in cui la sollecitazione attiva sia conser-
vativa, denotando con U(q,, q,,...; 9.; t) la funzione potenziale
ed introdotta la funzione lagrangiana

g/g/t) =T =+ T,

le (I) assumono 1’ aspetto:
2) - —— — — =0 (h=1, 2,.., n)

La forma, testé indicata, del sistema differenziale & di note-
vole interesse e si presta a deduzioni dirette ed espressive; essa
consente, altresl, la formulazione hamiltoniana delle equazioni
del moto, a partire dalla quale sono state dedotte importanti con-
seguenze nel campo della fisica.

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M, I. il 10 giugno 1963.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca
n. 29 del Comitato per la Matematica del C N. R.
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Bsistono dei casi ¢toncreti in cui, pur non essendo la solleci-
tazione attiva conservativa, le equazioni differenziali (1) assumono
la forma (2); un esempio classico & quello fornito da una parti-
cella materiale, cui sia stata comunicata una carica elettrica, mo-
bile, nel vuoto, in presenza di un. campo magnetico (}). In gnesto
caso la forza applicata alla particella non 8, addirittura, posizio-
nale.

Non credo del itutto privo di interesse mostrare che, anche
nel caso di un sistema anolonomo ad n gradi.di libertd, quando
siano verificate certe condizioni, che porremo in rilievo, & pos-
sibile, nell’ipotesi che la sollecitazione attiva sia posizionale,
attribuire alle equazioni differenziali del moto la forma lagran-
giana (2), e quindi I’equivalente forma hamiltoniana. Gli integrali
che definiscono i possibili moti del sistema anolonomo si identi-
ficano, allora, coi particolari integrali di un sistema (2) di equa-
zioni differenziali, in numero uguale al grado di libertd, che si

oftengono in corrispondenza a valori iniziali delle g, e delle {1,.
che verificano le equazioni dei vincoli di pura mobilita.

1. - 1 Prof. C. AcoSTINELLI, in una Nota pubblicata nei Ren-
diconti dell’ Accademia dei Lincei (*), con riguardo ad un sistema
olonomo soggetto ad una, sollecitazione attiva le cui componenti
lagrangiane Q, sono funzioni lineari delle g, ha caratterizzato le
condizioni perch® il problema dinamico ammetta la funzione la-
grangiana £ del fipo:

3) e=T+ 3 Ug+ U
=1

ove le U,(8=1,.., n) e la U sono funzioni delle q e di &
Piu particolarmente, posto :

Q:. = §” Qo..én"’ Qno h=1, 2,.., n),

ove le @,, e @,, sono funzioni delle ¢ e di #, il Prof AGOSTINELLI
ha dimostrato che, perchd il problema dinamico ammetta la fun.

(f) Cfr. ad es. P. CaLDIROLA - Lezioni di Fisica teorica . Vol. I
Editrice Viscontea - Milano.

(?) Cfr. C. AGOSTINELLI - « Sui problemi dinamici con forze funszioni.
lineari delle velocitd pei quali esiste la fungzione lagrumgiana» Nota I
Atti dell’acc. dei Lincei, 1916,
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zione lagrangiana (3) & necessario che siano verificate le relazioni :

_aU, U, a0  al, .
_341..— aqs- Qho_‘@— ot (hy8=1,.., n)

@,

Vogliamo ora vedere, reciprocamente, che affinchd il sistema (1)
sin riducibile alla forma (2), le @, debbono essere necessariamente
lineari nelle q'. Supposto, invero, che la £ sia una qualunque
funzione regolare delle g, q, ¢, ponendo:

U¥glq/t) =2 — T,

se la sollecitazione attiva, definita dalle @,, & tale che le (1) as-
sumano la forma (2), debbono avere luogo le identita:

aU*  daU*
= e =5 h:l, 2,... n
(4) = Zq, at 5, ( )y M)
ossia :
aU* » U* LY £ tU*
Qh: —_—— X qx 2 r

9 xo1dq, 0qn T k=1dq, oq T ot aq,

h=1, 2 .., n

Poichd, in generale, le @, dipendono dalla configurazione, dal-
I’ atto di moto e dal tempo, debbono risultare identicamente nulle
2 * * .
le .a U. onde la U* deve essere funzione lineare nelle g, ossia
g, g '
del tipo:

U*= X Ugq/tia, + Ulat).
som)
In conseguenza:
2= T+ % Ufgt)g, + Ulgt),
8=1

in conformita della (3).’
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Ne segue, per le (4), che:
% 30,. aU » aU, al,
=3 = =3 I
O s=1 £Q, %+ g, s=1 09s % ot
ol aU,,)

_ 3 (aU, aU,,). (___
T WS \og, T g ) B g, T Tt

cosicch® le @, sono necessariamente funzioni lineari nelle g, ed
i coefficienti delle ¢ costituiscono un sistema emisimmetrico

rispetto agli indici.

2, - Cid premesso, supponiamo che un sistema olonomo S ad »
gradi di libertad, a vincoli indipendenti dal tempo, sia ulterior-
mente soggetto ad m vincoli di pura mobility, lineari nelle g,
pure essi indipendenti da ¢:

(e=1, 2,..., m)~

Aror = 0
1

| 43

T

La forza viva T del sistema & esprimibile medjante una forma

quadratica delle g:

n
S
M1 Gna9n9x

3
Il
[N

con le g,, funzioni delle q. Supporremo, inoltre, che la sollecita-
zione attiva sia posizionale.

Le equazioni differenziali del moto possono assumere la forma (%):
(r=1, 2,..n)

ove le A, denotano m opportuni moltiplicatori. Le (b), associate
alle m equazioni dei vincoli di pura mobilitd, forniscono un sistema

(3) Cfr. per es. H. GoLDSTEIN - Classical Mechanics - Addison - Wesley

Publ. Comp., 1957, p. 41.
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di #» + m equazioni nelle # + m funzioni incognite ¢,(h =1, 2, ..., n)
e A(v=1, 2,.., m). Inoltre, & possibile determimare, con sole ope-
razioni di derivazione ed in fermini finiti, le A, in funzione della
configurazione e dell’ atto di moto. Tale preventiva determinazione
consente di ricondurre le equazioni del moto di un sistema ano-
lonomo a vincoli indipendenti dal tempo alle analoghe equazioni
dello stesso sistema in assenza dei vincoli di pura mobilita, purche
alle forze che sollecitano il sistema si aggiungano opportune forze,
note in funzione della configurazione e dell’atto di moto, ed, inoltre,
si scelgano, fissate le g, nell’istante {=0, i valori delle éh in modo da
soddisfare alle equazioni dei vincoli di mobilita (4).

Pit specificamente, nelle ipotesi ammesse, indicando con gr*
il reciproco di gsr nel determinante || gsr|| e posto:

”
(6) Y — , 2 Auagrgr (6, v=1, 2...., m),
r=1

i parametri A, si deducono per risoluzione del sistema lineare
(loc. cit. pag. 708):

m " Ay - - »
(7) I Aph=— 2 —Fg q— 2 anQ +
v=1 rl=1 q. r=1
n
+ X i ‘ 9 q. (6=1, 2,.., m)
rsi=1 ?
ove

o 2ty

n 1 =
r— % gmiQ;, Stgz—z
¢ 0. "M =32 05 g o

8=1

Q

Il determinante dei coefficienti A4,, nel sistema (7) & diverso
dallo zero (loc. cit., pag. 708), sicchs il sistema & risolubile rispetto
alle Ay, Denotando con Avw il reciproco di A4, nel determinante

() Con riguardo a vincoli di tipo generale Cfr. F. pE FrRaANCHIS - « Vin-
coli e reazioni nel pidt generale schema lagrangiano » Rendiconti dell’ Ace.
Nazionale der Lince:r - Vol. XXV - 1937, pp. 704 709.
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{ Agy !l 8i perviene alle:

m n aaro,
8 x.=z,4w>:(— +za; {)
( ) Y o=1 ot 0q, ta t 9=
" "
— I 3 Aova.Qr v=1, 2,.., m).
o=l r=1

3. - Vogliamo ricercare le condizioni che debbono essere veri-
ficate perché 1l sistemua (3) possa ridursi alla forma (2)

Ponendo :
D*(qlq/t) = S(q/qlt) — T,

in base alle (3), dovra risultare identicamente :

9 27—+ 3 Nan

Poiche i secondi membri sono, in base alla determinazione
indicata al n. 2, funzioni note delle ¢ e delle g, con ragionamenfo
analogo a quello giad svolto al n. 1, si prova che la U* dovra
essere funzione lineare mnelle g, in quanto sono valide le identita

22 U*

— 0; possiamo, quindi, porre:

2q.9q,

U* = ’;-; Ul9)a. + Ulg)
onde.
(10) e=T+ 3 TUfg + Ua)

In base alle (9), risuita identicamente :

» (U, aU,\ . aU
+2)a,,,_.2(——-._ )
@ y=1 s=1 \0Q, 29, aq.
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cosicché, per le (8), deve aversi:

m ” ”
Q + I apdov I (—aa"’—f- zlata ,rtli)é.q}—

v,6=1 lr=1 oq t=

m n » aU! an) . a U
-3 2 gpdr @ =3 (22_200), 0T
vy ¥ 2, oA @ = E (aq- s ) I 3,

Tenendo conto che le @, A a, U sono funzioni delle q, identi-
ficando i coefficienti con riguardo alle g, si perviene alle:

m n n
S 3 Ao, (a“"’ — % a 3’]%) =0 (=1,..,n)
Vyo=1 r=1 0, t=1
?U, U,
(11) a—q. — —aq‘ =0 (r, s=1,.., n)
m ” aU
Q— 2 3 A%ana,Q =7 (r=1,2,.., 2
v,6=1 8=1 q,

Si conclude che, perchd il sistema anolonomo ammetta ‘una
funzione lagrangiana, i vincoli ed i coefficienti della forma qua-
dratica che definisce la T debbono soddisfare alle prime % delle (11);
in queste condizioni, la £ ha la forma (10) in cui le U, sono fun-

n
zioni delle g tali che la forma differenziale lineare = Udg, sia
8=1
un differenziale esatto; la U va calcolata in base alle ultime n
delle (11). Per questa determinazione la forma differenziale otte-
nuta moltiplicando i prim: membri per dg,,.., dg, e sommando
deve essere un differenziale esatto.

4. - Consideriamo il caso, particolarmente semplice, di un
punto libero, di massa unitaria, soggetto ad un solo vincolo di
pura mobitita:

8 .
hi1ah %= 0

ove le g, denotano le coordinate cartesiane.
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La forza viva T ha la forma:

DOl =
>
| Mo
F~]

>

©

[+

onde

1 per i=k

gtlc:stk:ko per t:i:k (v, k=1, 2, 3)

Ne seguono le identitd;

Le condizioni cui debbono soddisfare le aa,, ossia le prime del-
le (11), sono:

8
(117 3 Ana,, 22 =0 (=12 3)
r=1 oq;
Ora
3
An= X antmdag=an®+ a;*+ s’
lr=1

e quindi:

AN — 1

: ?
a),* + ay,* + ay,

Le (11'), 1n conseguenza, assumono 1’aspetfo:

1 8 0Qy:
ay,’ + G, + ag,* r.—%{aﬂ °q 0 ¢ _,1’ 23
ossia
2 3
— 2 an*=0 =12 3

' aql r=1
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Deve, quindi, essere

8
X a,,®= a® = costante.
r=1

Questa condizione 8, per es., verificata se si sceglie, in par-
ticolare :

(12) &, = 9,8, 0= Va = f1a.)a,% a3 =0

con fiq,) funzione arbitraria di q,. Il vincolo anolonomo &, quindi,
espresso dalla relazione:

a,1(q)q, + Va* — f4q,)g.q, = 0

Trattasi di un effettivo vincolo di pura mobilitd in quanto la
forma differenziale lineare :

2:flg.)dg, + Va* — f'(q,)q,°dg,

non & un differenziale esatto. Invero ;

afle) _ fla) o\ @' — fig)g,’ _ —hlg) - F(a.)e,’
o2, " oq, Vo' — flg)e,}

Nelle condizioni poste, il sistema ammette la funzione lagran-
giana del tipo: ’

| Mo

3 .
9+ = Uq,+U
8=1

DOl =

h=1
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ove U,, U,, U, sono i coefficienti dei differenziali dg(l=1, 2, 8)
in una forma lineare che sia un differenziale esatto.

La U deve soddisfare alle:

oU 1
a; = Ql o m (a",Q' + aua,,Q,+a,,a,,Q,)
oU 1
ﬁ = Q, — a0+ Oy (@,85,Q, + 8,,2Q, + a,,a,,0,)
U 1
s = — G+ 0, 4 0,2 (@,a,,Q, + a,,a,,0. + aa;Qa)

ove @,, @,, @, sono le componenti cartesiane deila forza attiva.
In base alle (12) debbono, quindi, essere spddisfatte le relazioni:

aU J— 1 242 13 2

aq, Q- a’ [2.°1'(2))@, + 9,flq))V a* — [*(q,),* @]

aU f 1 o R e

a_Qz =0 - at [2.fig)Va® — fla,)e,' @ + la® — f”(q,)q,’lQ,]
oU

g, = &

Dalla terza si trae:

U=/Q3dqz + H{q,, q,)

‘con H funzione arbitraria di ¢, e q,. Lia H si potra determinare
dalle prime due se, per es., f(q,) si sceglie in modo che la forma
differenziale lineare ottenuta moltiplicando i secondi membri di
tali equazioni rispettivamente per dg, e dg, e sommando sia un
differenziale esatto.



