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Sui sistemi anolonomi il cui moto è definito 
da un sistema lagrangiano 

Nota di FRANCO de FRANCHIS (*) (* ) 

Snnto. - Vedere V mtroduetone. 

INTRODUZIONE. - È^noto che i moti possibili di un sistema 
olonomo di N punti Pt(i = 1, 2 , . . . , N) ad n gradi di libertà, rife-
rito ad una w-pla di coordinate lagrangiane qh{h = 1, 2 , . . . , n), 
sono definiti dalle equazioni del IJ A GRANGE délia 2 a forma : 

(i) dt^-w,=Q" t* = i . * - « ) . 

ove T dénota la forza viva del sistema e le Qh sono le compo-
nenti lagrangiane délia sollecitazione attiva, espresse dalle : 

^ = ^^r ><F^ (h=1> 2 , . . . , H). 

Nel caso particolare in cui la sollecitazione attiva sia conser
va tiva, denotando con U{ql9 & , . . . , qn î t) la funzione potenziale 
ed introdotta la funzione lagrangiana 

2(qlqlt)=T~+U, 

le (ï) assumono l'aspetto: 

<9) _ _ _ _ = 0 (fc = l , 2 , . . . , « ) . 

La forma, testé indicata, del sistema differenziale è di note-
voie interesse e si presta a deduzioni dirette ed espressivo; essa 
consente, altresï, la formulazione hamiltoniana délie equazioni 
del moto, a partira dalla quale sono state dedotte importanti con-
seguenze nel campo délia fisica. 

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'U. M. I. il 10 giugno 1963. 
{**) Lavoro eseguito nell' ambito dell'attività del Gruppo di Ricerca 

n. 29 del Comitato per la Matematica del C N. R. 
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Esistono9 dei casi éoncreti in cui, pur non essendo la solleci
tazione attiva conservativa, le equazioni dtfferenziali (1) assumono 
la forma (2); un esempio classico è quello fornito da una parti-
cella materiale, cui sia stata comunicata una carica elettrica, mo
bile, nel vuoto, in presenza di un- campo magnetico (1}. In qnesto 
caso la forza appiicata alla particella non è, addirittura, posizio-
nale. 

Non credo del 'tùtto/privo di interesse mostrare che, anche 
nel caso di un sistema anolonomo ad n gradi ^di libertà, quando 
siano verificate certe condizioni, che porremo in rilievo, è pos-
sibile, nel l ' ipotesi che la sollecitazione attiva sia posizionale, 
attribuire aile equazioni dtfferenziali del moto la forma lagran-
giana (2), e quindi l 'équivalente forma hamiltoniana. Gli integrali 
che definiscono i possibili moti del sistema anolonomo si identi-
ficano, allora, coi particolari integrali di un sistema (2) di equa
zioni differenziali, in numéro uguale al grado di libertà, che si 
ottengono in corrispondenza a» valori iniziali délie qh e délie qh 

che verificano le equazioni dei vincoli di pura mobilità. 

1. - I l Prof. 0. AGOSTINELLI, iu una Nota pubblicata nei Ben-
diconti dell 'Accademia dei Lincei (*), con riguardo ad un sistema 
olonomo soggetto ad una, sollecitazione attiva le cui componenti 
lagrangiane Qh sono funzioni lineari délie q, ha caratterizzato le 
condizioni perché il probleina dinamico ammetta la funzione la-
grangiana £ del tipo : 

(3) £ = ! T - « - 2 Z7,g,-+- U 

ove le Z7,(s = 1 , . . . , n) e la U sono funzioni délie q e di t. 
Più particolarmente, posto : 

G * = 2 Qhti+Q*o &=!> 2 , . . . , »), 

ove le Qh, e QA0 sono funzioni délie q e di t, il Prof AGOSTINELLI 
ha dimostrato che, perché il probleina dinamico ammetta la fun-

(<) Cfr. ad es. P. CALDIROLA - Lezioni di Fi sic a teorica • Vol. I 
Editrice Yisçontea - Milano. 

(2) Cfr. C. AGOSTINELLI - « Sui probiemi dinamici con forze funzioni 
lineari délie velocità pei quali esiste la funzione lagrangiana » Nota I 
Atti dell'acc. dei Lincei, 1046. 
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zione lagrangiana (3) è necessario che aiano Verificate le relazioni : 

*** 8¾ 3 3 . ' a3». st e* .=^r -^ r - Q» = -zr-sr (V« = i, ••.,»> 

Vogliamo ora vedere, reciprocamente, che affinchè il sistema (1) 
sia riducibiie alla forma (2), le Qh debbono essere necessariamente 
lineari nelle q. Supposto, invero, che la £ sia una qualunque 
funzione regolare délie q, q, t, ponendo : 

Unqlklt) = 2-T, 

se la sollecitazione attiva, definita dalle Qh1 è taie che le (1) as-
sumano la forma (2), debbouo avère luogo le identità: 

. dU* ddU* „ . . v 

ossia : 

dU* n d*U* " f*U* . d*U* 
Qh = ^ 2 —; ;— Q. 2 —; ;— Q\ — ——: 

HH k«i dqh dqk
 HK fc»i dqh dqk ** a* dqh 

(fc=l, 2,..., n) 

Poichè, in généra le , le Qh d ipendono dal la configurazione, dal-
l ' a t to di moto e dal tempo, debbono r i su l t a re i den t i camen te n u l l e 

9* U* • 
le ~ — onde la Z7* deve essere funzione lineare nelle g, ossia 

dqh dqK -
del tipo : 

U*= 2 U.(qlt)'q,+-Uiq/t). 
«ML 

In conseguenza: 

2 = T + 2 U,(qlt)qt+U(qlt), 

in oonformità délia (3).' 
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N e segue, per l e (4), che : 

n - v 8JIî • dJL C- l^S ÊEt-

» /dU, dU„\ . /dU iuk\ 

cosicchè le Qh sono necessar iamente funzioni l inear i ne l le g, ed 
i coefficient! d é l i e q costituiscono un sistema emisimmetr ico 
r i spe t to agl i ind ic i . 

2, - Ciô premesso, suppouiamo che un sistema olonomo £ ad n 
g r a d i di l iber tà , a vincoli ind ipenden t i dal tempo, sia ulterior-
m e n t e soggetto ad m v incoh di p u r a mobilità, l inear i nel le g, 
p u r e essi i n d i p e n d e n t i da t : 

n 
2 araqr = 0 (er = 1, 2, ... , m) 

r = i 

L a forza v iva T del sistema è espr imibi le médian te u n a forma 

q u a d r a t i c a délie q : 

con le ghh funzioni délie g. Supporremo, inoltre, che la sollecita
zione a t t i va sia posizionale. 

L e equaz ioni differenzial i del moto possono assumere la forma(3): 

d d T ydT m 

<ô) 3 i ~ — = Qr-f- 2 lvarv (r = l , 2, . . .n) 
atjëqt dq, v = 1 

ove le AV deno tano m opportuni moltiplicatori . Le (5), associate 
a i le m equazioni dei vincol i di pu ra mobili tà, forniscono un sis tema 

(3j Cfr. per es. H. GOLDSTEIN - Classical Mechanics • Adilison • Wesley 
Publ . Comp., 1957, -p. 41. 
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d i w + w equazioni nelle w + m funzioni incognite qh(h = 1, 2 , . . . , n) 
e Xv(v = 1, 2,. . . , m). Inoltre, è possibile determimare, con sole ope-
razioni di derivazione ed in termini finiti, le Av in funzione délia 
configurazione e delP atto di moto. Taie preventiva determmazione 
consente di ricondurre le equazioni del moto di un sistema ano
lonomo a vincoli indipendenti dal tempo aile analogue equazioni 
dello stesso sistema in assenza dei vincoli di pura mobilità, purchè 
aile forze che sollecitano il sistema si aggiungano opportune forze, 
note in funzione délia configurazione e dell'atto di moto, ed, inoltre, 
si scelgano, fissate le qk nell' istante t~0, i valori délie qh in modo da 
soddisfare aile equazioni dei vincoli di mobilità (4). 

P iù specificamente, nelle ipotesi ammesse, indicando con gra 

il reciproco di gsr nel déterminante H ŝr || e posto : 

(6) Aav= 2 aviaarg
lr (ff, v = 1, 2 . . . . , m), 

l,r=i 

i parametri Xv si deducouo per risoluzione del sistema lineare 
(loc. cit. pag. 708) : 

(7) 1 AaX = - i -r^q.q,- 2 ar„i 
v = l r , I = i °qi r=i 

r,s,t=i 

ove 

"-i**- ivi=ïîr.(**se-sr) 
Il déterminante dei coefficienti Aav nel sistema (7) è 'd iverso 

dallo zéro (loc. cit., pag. 708), sicchè il sistema è risolubile rispetto 
aile Xv. Denotando con Ava il reciproco di Aav nel déterminante 

(4) Con riguardo a vincoli di tipo générale Cfr. F. DE FRANCHIS • « Vin
coli e reazioni nel più générale schéma lagrangiano » Rendiconti dell'Acc. 
Fazionale dei Lincei • Vol. XXV - 1937, pp. 704 709. 
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|i Aav I! si perviene aile : 

« >-=J-i.(-^i,-lvi),.« 
2 2 A°*araQr (v = 1, 2 , . . . , m). 

3, - Vogliamo ricercare le condizioni che debbono essere veri-
ficate perché il sistema (5) possn. ridursi alla forma (2) 

Ponendo: 

UHqlqlt) = S(qf4lt)-T, 

in base aile (5), dovrà risultare identicamente : 

acr* d BU* „ «• 
9) ^ Q , + 2 Xvarv 5g, ai Qqt v = 1 

Poichè i secondi me m b ri sono, in base alla determinazione 
indicata al n. 2, funzioni note délie g e délie g, cou rag ion amen to 
anaLogo a quello già svolto al n. 1, si prova che la Z7* dovrà 
essere funzione lineare nelle g, in quanto sono valide le identità 

= 0 ; possiamo, quindi, porre : 
dqjq, 

U* = 2 Ut(q)i + U(q\ 
a—i 

onde . 

(10) C = T + 2 ^(g)g.-f- U(q) 
S = l 

In base aile (9), risulta identicamente : 

n _._ y i „ y (dU< dUA * dU Q, -h- 2 AV a r v = 2 I —— ] qs H 
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cosicchè, per le (8), deve aversi : 

v,a=i J,r=i \ cq, t=1 "*a ) « i ^ «•«' — 

v,er=i «=i a=i\9g. egs / ** agr 

tf 

Tenendo conto che le Q, A a, tf sono funzioni .délie g, identi-
ficando i coefficient! con riguardo aile g, si perviene aile: 

.. . . , 90, aï7r n 
( ' ] â ^ _ â « r = (r, . = 1,..., H) 

fl' ~ „ * .1 A"Va~ a'°V = âï (»• = 1. », - . «) v,a=i s=i 0g. 

Si conclude che, perché il sistema anolonomo ammetta una 
funzione lagrangiana, i vincoli ed i coefficienti délia forma qua-
dratica che definisce la T debbono soddisfare aile prime n délie (11); 
in queste condizioni, la £ ha la forma (10) in cui le Dt sono fun
zioni délie g tali che la forma differenziale lineare 2 Vsdqs sia 

8=.1 

un differenziale esatto ; la U va calcolata in base aile ultime n 
délie (11). Per qnesta determinazione la forma differenziale otte-
nuta moltiplicando i primi membri per dqx,..., dqn e sommando 
deve essere un differenziale esatto. 

4. - Consideriamo il caso, particolarmente semplice, di un 
punto libero, di massa unitaria, soggetto ad un solo vincolo di 
pura mobitità: 

3 

2 uni g,. = 0 

ove le qh denotano le coordinate cartesiane. 
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La forza v iva T ha la forma: 

1 8 

'-si*' 
onde 

I l Tier i ^^ Je 
Oper t=t=fc ( • , * = ! , », 8) 

Ne seguono le identità ; 

71=0 

Le condizioni cui debbono soddisfare le a>u, ossia le prime dél
ie (11), sono : 

(11') 2 ' A"ar, ^ = 0 (/ = 1, 2, 3) 
r=i pg? 

Ora 

3 

An = 2 aiiOnSw = «u* H- a,,1 -+- fcai* 
ï,r=l 

e quîndi : 

A^ = 
a 1 1

2 - ^ a s l
8 H - a 3 1

ï 

Le (11'), m conseguenza, assumono l'aspetto: 

a M + W Î I H" »3i r=l cQl 

ossia 

~z 2 arl* = 0 ( 1 = 1 , 2, 3) 
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Deve, quindi, essere 

3 
2 — n* 2 arl

2 = a* = costante. 
r=i 

Questa condizione è, per es., verificata se si sceglie, in par-
ticolare : 

(12) « n == flgjg,, atl = Va8 - n«i)fcf* *.i = 0 

con /JgJ funzione arbitraria di qx. Il vincolo anolonomo è, quindi, 
espresso dalla relaziône : 

g.flgi)gi + Va2 - ^ ( 8 . ) 9 . ^ = 0 

Trattasi di un effettivo vincolo di pura mobilità in quanto la 
forma differenziale lineare : 

g,flgi)dg, -h \/az — P(ql)qt
2dqt 

non è un differenziale esatto. Invero ; 

Whflgi) _ fl v 8 \ tf — f^q^* _ — fi(gi)'f(gi)gt' 
ag* ' W l ' ' fig, V * - / • ( « , ) « , • 

Nelle condizioni poste, il sistema ammette la funzione lagran-
giana del tipo : 

â h=i s=i 
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ove Ult Uti 273 sono i coefficienti dei differenziali c?g,(J=l, 2, 3) 
in una forma lineare che sia un differenziale esatto. 

La U deve soddisfare aile : 

dU 1 

âfc = Q' ~ 0 , / + 0 , / + 03/ <-a»Q> + «..«..«. + «..«..«.) 

SZ7 ^ 1 

dZ7 1 
dq9 a,, -H ofI -H a3l 

ove QM Q2, Q3 sono le componenti cartesiane délia forza attiva. 
In base aile (12) debbono, quindi, essere soddisfatte le relazioni: 

^ = 0. - «̂  [«.'/*(«.)«. + «r.A9.)Va» - Hs.kri'QJ 

- = e. 

Dalla terza si trae: 

U = JQtdql + H{ql9 qt) 

<îon If funzione arbitraria di g, e g,. La H si potrà determinare 
dalle prime due se, per es., f(qx) si sceglie in modo che la forma 
differenziale lineare ottenuta moltiplicando i secondi membri di 
tali equazioni rispettivamente per dql e dg2 e sommanclo sia un 
differenziale esatto. 


