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Un'osserYazione sopra i semigmppi

Nota di Diomsio GALLARATI (a Genoya) (*)

Sunto. - Come Ie prime dieci righe.

È ben noto che un semigruppo (cioè un monoide associatiyo)
nel quale siano risolubili tutte Ie equazioni della forma

(1) ax = X, ya = \

è un gruppo; è dotato cioè di elemento identico ed ogni suo ele-
mento è unità. Non è forse inutile rileyare che tale ipotesi puö
essere sostituita con quella che abbiano una ed una sola soluzione
tutte Ie equazioni del tipo (1) aventi un dato secondo membro X.
Sussiste cioè, la seguente proposizione : un semigruppo 2 che pos-
segga un elemento X tale che per ogni a e 2 ciascuna delle equazioni
ax = X, ya — X abbia una ed una sola soluzione, è un gruppo.

Ed ecco la semplice dimostrazione. Esistono per ipotesi quattro
elementi u', X', u", X" (uniTOcamente determinati da X) tali ehe:

(2) W = X2X' = M"X — X"À2 ~ X.

Ne segue XX' = u\ X"X=:w"; ed inoltre \u'\ = X^/rX = X2. Di qui,
moltiplicando a destra per X' e tenendo conto delle (2):

(XM')XX' = X(w"X)X' = X2X' = X,

eppertanto :

(3) lu' = lu" = X.

Ciö implica u' = uff. Poniamo u' = u" = u. Dalla lu = l segue
Xtt2 = \u — X e quindi u2 = u; si ha poi, tenendo conto delle (3)

Xk"u = XA"XX' = X(X"X)X' = lul' = XX' = u

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'U. M. I. il 17 giugno 1963.
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e quindi

AX"X ~ l\"uk = uk — X.

Ne segue Wf — u e quindi X2X"=rXte = X; eppertanto:

Se ora <r dénota un qualunque elemento di 2 e se a, p sono i
due elementi di 2 (univocamente determinati da <J) tali che aa =
= a-p — X, risulta :

<r(otX') = XX' r= u, (X'p)<r = X'X = ifc ;

e si vede subito che u è elemento identico, cioè che ïW-M(y-(j ,
Tnfatti (̂ cr)a = U{<JX) = uk = X — ara e similmente : p(<m) =̂  (Ba)t̂  =
= Xw = X = pŒ. Inoltre aX'= (Vp)ff(aX') = (X'P)w = X'p è l'inverso di
er. Ciö basta per concludere,

Bd ecco alcune immédiate conseguenze. Un semigruppo con
eancellazione che possegga un elemento zeroide (l) è un gruppo.
TIn dominio di integrità dotato di un elemento zeroide è un corpo.

({) Un elemento X di un semigruppo 2 dicesi zeroide se per ogni a € S
esistono œ, y € S tali che ax = ya = X. Cfr. ad esempio : A. H* CLIFFORI>

e D. D MILLER, Semtgroups having seroid éléments^ «Ara, Journ. of
Math.» (70) 1948, pp, 117-125.


