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Sulla classe di Gevrey délie soluzioni di certe

equazioni ipoellittiche

Nota di BRUNO Prxi (a Bologna) (*)

^Sunto. - Come nelle rigke che precedono il n° 1.

Indichiamo con x = (xx, ..., x,) ed s = (sl, ..., sr) puuti dello
spazio eaclideo reale r-dimensionale Rr.

Consideriamo il polinomio P(x) = P[xl, ..., %r) in xx. ..., xr e
il corrispondente polinomio differenziale P{D)~ P(DXl, •••, Dx ),
che supponiamo a coefficienti costanti.

Hörmander ha prorato che P(D) è ipoellittico (cioè ogni soluzione
di P Dju —0, supposta una distribuzione; è localmente di classe
C00) se e solo se

DqP(— is)
(1) P(is) "^ ° P e r I S I H oo. | Q 1 ̂  0,

ove i è F unità immaginaria,

È sufficiente che sussista la (1) per ogni | ̂  | = 1 (1).
Uaa faazione u[x) si dice che in una regione E apparfciene

alla classe G^ di GTE^ÜEY (S > 0) se esistono delle costanti positive
C, Ax, ..., il», (dipeadenti da M(ac) e da E) tali qhe

| D*u(x) | < Cil?1... A^q\qi... ^ g -

per ogni | q \ > 0 e x e E.

(*) Pervenuta alla Segreteria dell' U. M. I. il 5 giugno 1963.
(1) Cfr. p. es. G-. E. SCILOV, Propriété locali delle solu&ioni delle equa-

zioni différenciait alle derivate pareiali con coefficienti costanti, « TIspechi
Mat. JN~auk », 14(89) (1959) (in russo) ; E. A. OOUIN, Propriété asintotiche
dei polinomi e delle funzioni algebriche di piit variabili, ibidem, 16 (91)
(1961) (in russo).
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Si d i r a i n v e c e che u[x) apparfciene i n E a l l a c l a s se G$l%...,$ d i

GrEVREY Se

<; LAi ... A/r
rq1 ... qj r

per ogni | q | :> 0 e x e E.
Se un'equazione è ipoellittica allora tutte le sue soluzioni ap-

parfcengono localmente a una stessa classe G$ e condizione neces-
saria e sufficiente affinchè P(D) sia p-ipoellittico è che da P(—
— i(s' -+- is")) = 0 segua | s" j > A \ s' l1^ — B per certe costanti posi-
tive A e B (2).

Ad esempio

(2) P[D)= 2 akD7{q-k)Dn
y
k

con m ed n pr imi t ra loro, m>n} è ipoellittico se e solo se

S ak( - ^s)w(9-fc)( - ia)^fc 4= 0 per (s, <r) € i?2 — (0, 0) ;

ogni sua soluzione appartiene alla classe G^m\n (3)̂
Nelle righe che seguono prendiamo in considerazioue qualche

altro tipo di equazione ipoellittica caratterizzandone la classe di
GEVREY delle soluzioni in dipendenza dal comportamento asinto-
tico delle radici delle equazioni algebriche caratteristiche delle
oquazioni differenziali che sono trasformate parziali di FOORIER

deir equazione considerata.

1. Per semplicità ei riferiamo in generale al caso r = 2. Con-
sideriamo 1' equazione

, Dv)u = 0

e

(4) P(— is, 1) = 0.

Se (3) è ipoellittica esiste un 6f> 0) tale che da

(2) CL L. c. in (1).
(3) B t P I N I , Proprizià locaïi delle soluzioni di una classe di equazioni

ipoelliUiche, «Eend . Sem. Mat. Univ. Padova », X X X I I (1962); Su certe
equazioni ipoelliUiche, « Gonferenze Sem. Mat. Univ . Bar i », 82-83 (1962).
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segue

((s")2 + ( &. X)2)1/2 > A((sY -4- ( 3m

per due certe costanti positive A e B. Pertanto (intendendo s reale-
e À radiée di (4)|

| 9U l(s) j ̂  A((a)* •+• ( 9m X(s)f )i/<*P> - B.

Consideriamo

(5) P(D) = D2
x
mD2ym + a ( ~ l^iDf1 •+- &(— l ) * ^ " "

con a e 6 costanti positive, nx<n%, m <inî<2m, m <n2<2m.

Se Wj = 2m. n% = 2m allora (5) è ellittico e ogni soluzione di
P(D)u=0. corne è noto, appartiene a 6lfl Esc]udiamo quindi quest&
caso.

Se poi è Tii — nz, considerazioni perfettaxaente analoghe a quelle
clie seguono si possono fare su

B^DlT + i-irP^D*, Dy)

se P%n(Dx, Dy) è una forma ellittica omogenea di ordine 2n taie*
che P^{s, °) > 0 per s* -4- c 2 > 0.

Da (5) si ha

P(— is, — i<r) = s2mv2m -h as2nt -h ba^t > 0 per s2 -*- cr2 > 0

onde l'equazione

(6) P(— is, l) = (— l)ma2wX2«« H- as™i H- 6(— 1)W*X2«, — 0

non ha radici immaginarie pure ed esse si annullano se e solo se
s = 0 e sono O( | s |wil«i) per s —+- 0.

Posto X = sX' e s = 1/f si ottiene

La ricerca di radici infinitesime per t —*• 0, porta a riconoscere
che F equazione (6) ha 2m radici

(7) \(s) — a? | s |<«i-»0/m -i- o( [ « [(«!-«*)/w»j per | s | — -v- oo,

essendo u^j^. 1, 2, ..., 2rn, le radici dell' equazione a2™ = (— l)«H-3a..
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Successivamente ricercando radici infinité per t —»- 0, posto
X — ljz, la ricerca di radici infinitesime per t—*• 0 dell'equazione

& ( _ l))^f4W—2nt _,_ ( _ I)m^2w8-2W _+_ a^4m-2n l£f2Ma _ Q

porta a rieonoscere ohe 1' equazione (6) lia 2(nt — m) radici

(8) /̂+2»i(s) = Pi | S l»'*»»-**) -+• O( | S |m/(«,-m) ) per | s [ - + o o ,

essendo fa, j = 1, 2, .„ , 2(nâ — m), le radici delF equazione P2(w*—w) =

Pertanto 1' equazione (6) ha 2m radici (7) di cui m con SU
ed m con â U ^ ^ O e 2(n8 — m) radici (8) di cui nt — m con
Sie fa > 0 e d t t J - w con §Le fa < 0.

Analogamente 1' equazione

P((x, — iv) = (— l)mG2m^2m _+_ a ( _ 1 ) % ^ ^ ^_ 5^2^, _ Q

non ha radici immaginarie pare; esse si annullano se e solo se
<7 = 0 e sono O( | or |w»/ni) per <r — 0 ; tra esse ve ne sono 2m

(Aj(ff)i— TJ I o1 ] C w t - m ) / ^ -4- o( I ff |<«.-«*)/1») p e r I a [ — •+- 0 0 ,

essendo y ĵ J = 1, 2, ..., 2m, Ie radici delF equazione y2W* = (— lj^H-^,
di cui m con SU Yj > 0 e d m con aie y? < 0 ; infine vi sono 2(nl—m)
radici

|*2ï»-i-j(ff) = Sj. I ff |«*/(«i-«») -+- o( I ff |^/(«i-^)) p e r I a I — -H oo,

essendo Sy, j = 1, 2, »., 2(»L-w). Ie radici di 82(«i-m) = (^ l )« i l«+io ,
di cui n1 — m con %e Sj- > 0 ed Wj ~ w con SU Sy <" 0.

Infine il polinomio differenziale (5) è ipoellittico ; limitandoci
al quadrante s2>0, ^ > 0 , fissato ad arbitrio e, 0 < e << 1, si ha ad

. DsP(—is, —ia)
esempio -^ : -y < £ sia per s > znje sia per 0 < s <

Considerazioni analoghe si applicano alFoperatore

con m(v3 — 1) < n7* < wv? per j z= 1, 2, ..., g e P2 n . definite positive.
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2. Le considerazioni fatte giustificano le ipotesi del teorema
seguente.

Sia P(D) un polinomio differenziale a coefficienti costanti taie che :

1) P( — is, — i<s) = 0 se e solo se s = a = 0 ;

2) P(D^, D )̂ sia ipoellittico ;

3) l} equamone P(— is, X) = 0
toZi cfte 3UXj(a)<0 ed JV, radici
9lff >Mt4-j(s) > 0 ; sia *,(s) = 0( | s |«j)
e a e ^ j ( s )<—ayl sh , » J > 0 per j=l3 2,
= 0( | s |P,) per | s | — + o o , i = l , 2, ..
6i > 0 ^er j = 1. 2, ..., N, e y\ s | ̂  1

Pi =* ,<?»<•. .<?/ / , ;
4) V equamone P(ÎA, — ic)^z 0

ia ï i cfee cRe^(c7)< 0 ed Nt radici
SU f^-HO?) > 0 ; sia jx/fc) = O( | a ÎT?)
e SRe Mff)<r—Cj | a |Yi, c,->0 per j = l , 2,
= O( | a |$?) per i a | — -h oo5 SU K-Jif,+j(
= 1, 2, . . . , tf, e | Œ | ^ 1 ; sia 0 < T l <

a radici X?(s), j = l. ....
), j = 1, ..., iV,, iafó
| « H- OO, j — 1, 2, ..., M19

^ e | s | > 1, AMl^(s| =
e a,X* l+ ,(«)> 6y | s |Py,

a 0 < a, < a2 < ... < a^ ,

radici ^(a), j — 1, 2v...Mj
j ^ 1, 2, ..., Ns> /aïi che

— H- OO, j = 1, 2,..., Af2
, e | a | ̂  1, W

C(a;, t/) una soluzione fondamentale relativa alV opera-
tore P(Dœ, Dy) e al punto (0, 0); allora, fissata una qualsiasi
corona O = | (se, y); 0 < r% < x2 -+- yi <. R* |, si fea

(9) j

; f7(ir, se

se
(x, y) se Yl

Conseguentemente ogni soluzione delVequazione
è localmente délia classe di Gevrey indicata.

Ciö si prova rapidameute utilizzando una certa presentazione
di una sohizione fondamentale. Supponiamo per semplicità ehe le
radici Xj{s) e [jy(cr) siano tutte semplici.

Indichiamo con W il déterminante di Vandermonde di X,, ...
••• ? ^Mt+Nx (neir ordine) e con Wj il déterminante di Vandermonde
di \ , . . . , Xy_! ? XJM_X , ... Xjtfi+^ (neirordine). Allora si ha formalmente

+00
r WÀs\

^ ; y > 0

(10)

+
Mx r _ iv' r

H-co

(- j
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Poichè P(—ist — **)={={) per s*-+-aa>0 e P(0, 0) = 0, Ie radici
Xj(s) sono tutte infinitesime soltanto per s —̂  0 ; perciö W(s) =̂ =[fr
per s =}= 0, W(s) = 0 per s = 0. Sia lj{s) = 0( I s |*'i) per s ~ 0,

< — a/1 s ly per | s | > 1.
1

= 0 0 eSarà

richiedere una regolarizzazione di (10).
In ogni caso si lia, supponendo ad esempio y > 0,

p e r

oo. La singolarità di ^ - y per s = 0 puö essere tale da

purchè sia h ~h k&j — vy -+- 1 > 0, j = 1, 2, ..., i ^ .
Supposto perciö h ~h k sufficientemente grande si ha

-hoo

<C
4

, fe ƒ S^S^'j te f ShSk*j a .

ove Cj e C2 sono due opportune costanti positive indipendenti da<
hek.

Se / n - fea'y — vy > 0 il primo integrale all'ultimo menrbro si
maggiora con Cj_p/.

Scelto un wy;>0 Pultimo integrale si maggiora con

-hoo

j f sh+ka

Supposto y> e posto s = si
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S i a trtj- = oij — 1 se cy 2> 1, u>y = 0 se ay < 1.

Nel primo caso l'intégrale è F(l -+- k -+- fe/ay) ; nel secondo, posto
1/ocy — 1 = Ij, è r ( l -+- fc -+- fc/oc/ -h lj).

Ora è per a > 0, 6 > 0, a -*- 6 > 1 (0 < 8 < 1)

el2{aJrb\a

/ 1
f —^

^ fô

e anaiogamente

fc)<
\a-f&-i-e

(

(a -+- 6 ^ c) f t+ö+c < etae2be2caabbcc.

In definitiva si ottiene

xDyU(x, y) |

F e r | 2/1 2? 2/<M ^ ^ 0 ^ &2?0J essendo J.1} JBJ, Cl opportune costanti
indipendenti da h e k.

Scanabiando x con y si ha formalmente

«(11) U(x,y)=

\

j=i 2TT J Z((J) -?

, , , T . ^t {—iy f . ZM.+AG)
( IJN.H-1 2 ——— / e~~%y° *^J £

j-i 2TU J Z(G)

per ^ > 0

pera;<0

ove Z, Zj 9 %Mx+j hanno significato analogo a quello di W% W3i

WMX+J, con le f/.t al posto délie Xft, onde, procedendo corne sopra,
-si ha

xDyUix, y) | < C%At
hB%

khhk*in

0,
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È da tener presente che, poichè P(Bx3 By) è ipoellittico, una
soluzione fondamentale JJ{x, y) è di classe C00 fuori del punto
(0, 0) ; inoltre le dérivât e B%Bk

y, con h -+- k sufficientemente eleva-
to, di (10) e di (11), coincidono fuori di (0, 0) come si riconosce
con un ragionamento analogo ad altro fatto in una consimile si-
tuazione (4).

Da ciö segue la (9).
Cosi, per esempio, se P(D) è Poperatore (5) Ie soluzioni di

P(D)u = 0 appartengono alla classe Gm/(Wl—m), •»/(«,-m)-

3. Proviamo ora che :

Se P(BX, By)u = 0 è un' equazione ipoellittica a coefficienti co-
stanti, ogni soluzioni della quale sia localmente délia classe Ga, p
di Gevrey con a > 1, p > 1 e se f(x9 y) e Gra', p' con a' > â  p' > p,
allora ogni soluzione delV equazione

(12) P(D„ D„)u = t(x9y)

appartiene alla classe Ga
f^f*

Supponiamo che la relativa soluzione fondamentale sia local-
mente sommabile.

Supponiamo dapprima che sia a' > 1, p' > 1,
Assegnata una successione di numeri positivi | mn j crescente

00 1
almeno per n> n e tale che 21 = < + oo, allora esiste una

nVfunzione f(x) non identicamente nulla, non negativa, indefinita-
mente derivabile su a < # < 6 e tale che

D'7(a) = Dn/(6) = 0, n = 0, 1, ...

| Bnf(x) \<mn su a<x<b, n = Q, 1, ... (5)

Se mn r= GxA"nan con a > 1 le condizioni indicate sono soddi-
sfatte. Sia allora o(x) una funzione del tipo detto relativa ad <x':>l
e airintervallo — §<x<h; ty(y) una fuuzione dello stesso tipo re-
lativa a p' > 1 e air intervallo — S < y < S.

Siano Q e Q' due aperti limitati con Ö c ü' ; Tj e T% due aperti
tali che Q' •=> Ts, T2z> T17 T{"=> Cï. Sia g(x, y) una funzione continua
in 22*, = 1 in T,, = 0 fuori di Tt, compresa tra 0 e 1 in T2 — Tl ;

(4) Gf. 1. c. in (3).
(5) Cfr. S. MANDELBROIT, Séries de Fourier et classes quasi-analytiques

de fonctions, Paris (1935).

18
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poniamo

o)(x, y)=h
x-S

con

5 S

Se S è sufficientemente piccolo la (o(x, t/) è = 1 in Û, = 0 fuori
di Q', compresa tra 0 e 1 e e

E'

tM^ y) I = H - [ f t h

onde oj(ac, /̂) e ff^^fB^). Pertanto se /(x, y) e Ga', p'> anche /(x, y)
o) (as, t/) e Gat9 &.

In tal modo se f{x, y) e Ga>, p'(Q'), ad essa si è sostituita una
fanzione (/w) coincidente con ƒ in ü, 6 0 ^ ^ ) e a supporto
compatto.

Dopo di ciö la

è soluzione della (12) in Q e <y e <?<*', p'(ü) ; d' altra parte ogni solu-
zione della (12) si puö scrivere nella forma u-h v con u soluzione
di P(DX, Dy)u = 0.

Nel caso che almeno una délie due quantità oc' e p' sia eguale
ad 1 si puè fare il seguente ragionamento.

Sia A V intervallo a <x<.b, c <y < d. Sia f(x, y) e Ga't
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Consideriamo la funzione

Se (cc, y) è interne» a A si ha

d

l
i—l .

c

b

- 1 j [D^^.DfeDr1^:;* +1 w* - ^ y - ^ 4 ^

Per (#, j/) 6 Aj essendo Ax, l ' intervallo a -h e < je < 6 — £,c
d - e, si ha

xDywfa y)

• 2 S (d - 0 ) 0 ^ " ' J

k k i h k

H-2 S (b - a ^ B i 7(Aï-j)e<fc->>Cii^B/-^^

poichè

e quindi

i=i

e analoghe.

CORREZIONI: nella mia nota « Alcune stime integrali ... » (Boll. TT. M. I#

s. 3, anno XVIII, n° 2 (1963)) a pag. 113, rigo 10 dall'alto, di seguito
a « ... soluzione di (1) per t / > 0 » leggere « della quale siano assegnate Ie
D*M(05. 0) per j = 0, 1, ..., ilf — 1. » ; a pag. 114, al primo raembro della
formula (5) aggiungere Tespouente p ; a pag. 120, rigo 6 dal basso, anzichè
« semipiano » leggere « semispazio ».


