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Sulla classe di Gevrey delle soluzioni di certe

equazioni ipoellittiche

Nota di BRuvo PiN1 (a2 Bologna) (¥)

‘Sunto. - Come nelle righe che precedono il n° 1.

Indichiamo con x—=(x,, .., ,) ed s=(s,, ..., §,) punti dello
spazio euclideo reale s-dimensionale Er.
Consideriamo il polinomio P{x) = Pi,, ..., #,) in «,, .., x, e

il corrispondente polinomio differenziale P(D)= P(Ds,, ..., Dgz),
che supponiamo a coefficienti costanti. ’

Hormander ha provato che P(D) & ipoellittico (ciod ogni soluzione
di P Dju =0, supposta una distribuzione, & localmente di classe
C®) se e solo se

D2P(— 4s)

1) P(— is)

— 0 per |s|— +4+oco. |lqg| >0,
ove ¢ & I’unith immaginaria,
7 1/2 g q 7
!s|:(28,’f) y DP=Ds/...D;7, |q|= Z qu.
k=1 r k=1

E sufficiente che sussista la (1) per ogni |g| =1 ().

Una funzione wu(x) si dice che in una regione E appartiene
alla classe (3 di GevREY (8 > 0) se esistono delle costanti positive
C, A, .., A, (dipeadenti da u(x) e da K) tali che

| Douf) | < CAL ... A%rg5" .. g3

per ogni |g|=0 e x € E.

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’ U. M. I. il 5 giugno 1963.

(t) Cfr. p. es. G. E. SciLov, Proprietd locali delle soluzioni delle equa-
zioni differenziali alle derivate parziali con coefficienti costanti, « Uspechi
Mat. Nauk », 14(89) (1959) (in russo); E. A, Gorixn, Proprietd asintotiche
dei polinomi e delle funzioni algebriche di pit variabili, ibidem, 16 (91)
{1961) (in russo).
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Si dira invece che u(r) appartiene in E alla classe Gg,,...,p di
GEVREY se

| Do) | < CA® ... A%rgP® . g%

per ogni |q| =0 e x e E.

Se un’equazione & ipoellittica allora tutte le sue soluzioni ap-
partengono localmente a una stessa classe Gp e condizione neces-
saria e sufficiente affinche P(D) sia B-ipoellittico & che da P(—
—i(s"+14s")) =0 segua |s"|=A4|s [V/f — B per certe costanti posi-
tive A e B (3.

Ad esempio

g —_ 7
@) PD)= 3 a Dy "Dy
k=0

con m ed # primi tra loro, m =mn, & ipoellittico se e solo se

q
kZ ay( — Ps)yma—k) — jo)*k 4=0 per (s, o) R* — (0, 0);
=0
ogni sua soluzione apparfiene alla classe G, min (3).

Nelle righe che seguono prendiamo in considerazione qualche
altro tipo di equazione ipoellittica caratterizzandone la classe di
GEVREY delle soluzioni in dipendenza dal comportamenfo asinto-
tico delle radici delle equazioni algebriche caratteristiche delle
equazioni differenziali che sono trasformate parziali di FouRrIER
dell’equazione considerata.

1. Per semplicitad ci riferiamo in generale al caso r =2. Con-
sideriamo 1’ equazione

3) P(D,, D,yu=0
e
(4) P(— s, %) = 0.

Se (3) & ipoellittica esiste un 8(> 0) tale che da

P(—i(s’ +48"), i{Imh — i Re X)) =0

¢ Cf. L. c. in (1).

(3) B. Pix1, Proprieta locali delle soluzioni di una classe di equaziont
époellittiche, « Rend, Sem. Mat. Univ. Padova », XXXII (1962): Su certe
equaziont ipoellittiche, « Conferenze Sem. Mat. Univ. Bari », 82-83 (1962).
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segue
(s") + (Re W22 = A((s') + (Tm 1)?)H8) — B

per due certe costanti positive A e B. Pertanto (intendendo s reale
e ) radice di (4))

| B M(s) | = A((s)* + (S Xs)Ppic®) — B.
Consideriamo
(5) P\D)= Dz"D}" + a(— 1)mDZ" + b(— 1puD}"
con & e b costanti positive, », << mn,, m < %, << 2m, m < n, << 2m.

Se n, =2m. n,=—2m allora (5) @ ellittico e ogni soluzione di

P(Dju=0. come & noto, appartiene a ¢;,, Escludiamo quindi questo
caso.

Se poi & n, = n,, considerazioni perfettamente analoghe a quelle
che seguono si possono fare su

Dz"Dy" + (— 1)"P,.(D,, D,)

se P,(D,, D,) & una forma ellittica omogenea d1 ordine 2x tale
che P(s, 6)> 0 per s*-+o*>0.

Da (5) si ha

P(— is, — io) = s2™c2m + 82 4 bo2s > 0 per s2+ o*>0

onde I’equazione
(6) P(— is, }) = (— 1jmszmi2m 4 qs2:  b(— 1)7A27s = (
nov ha radici immaginarie pure ed esse si annullano se e solo se
s§=10 e sono O(|smlm) per s — 0.

Posto A=15s) e s = 1ft #i ottiene

b(— 1)ratem—zng)/2ny ¢ (= 1ym)'2m - gfam—2n — (),

La ricerca di radici infinitesime per { — 0, porta a riconoscere
che 1’ equazione (6) ha 2m radici

@ Ms)=q,[s|m—mim 4o |s|tn—mim) per |s| - + oo,

essendo o,, j =1, 2, ..., 2m, le radici dell’ equazione «2® = (— 1)mt+q.
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Successivamente ricercando radici infinite per { — 0, posto
A =1/z, la ricerca di radici infinitesime per {-— 0 dell’equazione

b(— 1);7,t4m—-2n, + (__ 1)mzzn,—2m —+ qism—2n,z2n, — ()
porta a riconoscere che I’equazione (6) ha 2(n, — m) radici
(8) Xjtam(s)=p;|s [m/=m) 4 o([s [miu—m)) per |s| - + oo,

essendo §;, 1 =1,2, ..., 2(n, — m), le radici dell’ equazione 82(n—m)=
= (— 1)natm+1/p,

Pertanto 1’equazione (6) ha 2m radici (7) di cui m con Re x>0
ed m con Rea, <0 e 2(m, —m) radici (8) di cui n, —m con
ReB; >0 ed n, —m con RKeBb, ~<0.

Analogamente 1’equazione

P(f‘s — 7;5) — (_ I)mczm\uzm + a(_. 1)n,‘u_2n, + bo2ns = ()

non ha radici immaginarie pure; esse si annullano se e solo se
¢ =10 e sono O(|c|™/m) per ¢ — 0; tra esse ve ne sono 2m

Uy(oh=1; | o [(—m)m 4 o( | o [(—m)im)  per |o| — + oo,

essendo y;,j =1, 2, ..., 2m, le radici dell’ equazione y2m — (— 1)m-+1p,
di cui m con Rey;>>0 ed m con &evy; < 0; infine vi sono 2(n,—m)
radieci

tom-4-7(0) == & | & [MIOW=m) 4 o( | o /=) per o | — + oo,

essendo 3;, j =1, 2,...,2(n, —m). le radici di 320a—m) — (—1)ntm+1 g,
di cui n, —m con Red; >0 ed #, — m con Red; < 0.

Infine il polinomio differenziale (5) & ipoellittico; limitandoci
al quadrante s >0, ¢ =0, fissato ad arbitrio ¢, 0 <Ze¢ << 1, si ha ad

. D.P(—1is, —1o) . .
esemplo ?(‘"‘T__ZQS_:;-&—)_ <& 8la per S§> 2%1/5 Sia per 0<<s<c
)
2m, (1 2n,\2ra—1\1/(2(n;—m))
<omfe e o> 1, >("_(bﬂ(i) ) .

Considerazioni analoghe si applicano all’operatore

2m 2m 2m 2m 2m
Dz’_ e Dzvl+1 v Dzv’ e Dqu_l_l_l .ee Dqu —+ (—— 1)”1P2"1(_Dz” cer g Dzvl} —+
o (= O Pan(Da, s oo D)

con mvy — 1) <mj <<mv,per j=1, 2, ..., qe ij definite positive.
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2. Le considerazioni fatte giustificano le ipetesi del teorema
seguente.

Sia P(D) wun polinomio differenziale a coefficienti costanti tale che :

1) P(— is, —i5)=0 se e solo se s=c=20;
2) P(D,., D,) sia ipoellitiico;

3) I equazione P(— is, \) = 0 abbia M, radici X(s), j=1, ..., M,,
tali che Relj(s) <0 ed N, radici Iys), j=1, ..., N,, tali che
Re Intyi4(8) > 0; sia My(s) = O(|s|%) per | 8| — + o0,j=1,2, ..., M,
e Rel(s)<—ajlsly, a,>0 per j=1, 2, ..., M, e |s|=1, Amj(s)I=
=O0(|s(B)) per |8| — +o00, j=1, 2, ..., N, e Rehm,(s)>bjlsi8,
bi>0 per j=1.2, ..., N, e .ls|=1; sta 0 <o, <<ap<<..<<opy,,
Br=o, < B < ... <Bp,;

4) U equazione Py, — 40) = 0 abbia M, radici p,(c), j =1, 2,.... M,
tali che e wylc) < 0 ed N, radici pyu,4io), j=1, 2, ..., N,, lali che
Re M, +5(0) > 0; sia pj(c) = O(|clv)) per {o| — 4+ o0, j=1,2,.., M,
e Repjlo)<—c, 1 alrs, ;>0 per j=1, 2, ..., My e |c| =1, pu,10) =
=O0(|c1%) per |o|—~ + oo, Repm 1 (c)>dy|o ¥, dy>0 per j=
=12 .., Nelo|=1l;sa0<y, <y, <..<ym, d,=7<3,<
<..<3%,.

Sia Ulx, y) una soluzione fondameniale relativa all’ opera-
tore P(D,, D,) e al punto (0, 0); allora, fissata una qualsias
corona Q= |(x, y); 0 <<r*<<ax®+ y* << R?}, si ha

Uz, y) € G1,:(Q) se =1, 1, =1
O { Vo 9) € Gun@Guia, ) s0 021, 3, < 1<t 1,21
U(:'L', y) € Gl/a,, 1/‘{,(9) se o, <1, v, << 1.

Conseguentemente ogni soluzione dell’equazione P(D,, D)u=0
¢ localmente della classe di Gevrey indicata.

Cid si prova rapidamente utilizzando una certa presentazione
di una soluzione fondamentale. Supponiamo per semplicita che le
radici Ay(s) e pj(c) siano tutte semplici.

Indichiamo com W il determinante di Vandermonde di A, ..
e, AN, (nell’ ordine) e con W; il determinante di Vandermonde
di A, oy Ajmay i1, .o A4, (nell’ordine). Allora si ha formalmente

0
M, (—1V
(—pppn S 21 [ - VVE(‘:)) evilds  per y>0
3=1
—a0
10 =
(10) Uz, 9) e
1{— 1) i
(—1)Mts 2( 5 ,n_) }e—i"s —%%(E)ewmﬁj(s)ds per y<0.
=1

~—=0C
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Poiche P(—i4s, —ic)3=0 per s*+¢*>0 e P(0, 0)=0, le radict
%j(s) sono tutte infinitesime soltanto per s — 0; percid Wis)=0
per s3=0, W(s)=0 per s=0. Sia ij(s)= O(ls|*j) per s — 0,
L hi(s) | <<pjis!¥s per [s|<<1; [A(s)] < gj|sl per [s|=1, Rers(s)<

1 o
= O(|siv') per [s|—0e W)

< —aj|s!* per [s| =1
1
=0 (55 v
(8)

Wi(s) Wis)
W
8| — +oco. La singolarith di Wis) per s = 0 pud essere tale da

Sara

W(s)

richiedere una regolarizzazione di (10).
In ogni caso si ha, supponendo ad esempio y > 0,

DaDyUlw, y) =(— 1M+, Z‘ (—:)— (—z)"e'—fzf's (4(8))* %/;ES) evrs(9)ds
i=

—0o0

purche sia h+ka's —v;+1>0,j=1, 2, ..., M,.
Supposto percid h + k sufficientemente grande si ha

-+
) e—fzss”(}\j(s))k ’( )eﬂ ©)ds

Wis) <

—cc

1 ﬂ
hgkal .

<C,p”s ’ds—f—Cq,]
o

s”sk

! e—a;3"yds

ove C, e C, sono due opportune costanti positive indipendenti da:
h e k.

Se b+ ka/;j —v; >0 il primo integrale all’ultimo membro si
maggiora con C,p/.
Scelto un »; =0 I’ultimo integrale si maggiora con

--00
C k| shdkatop—a s
oqj | Stika;twe—~o;s Tyds,

0
Supposto y=y,> 0 e posto s = (t/a;y,))*/*; si ha

—rm

qk
4 j thot (hto 1) f0—1g—t df,

* wjl@gy)ethto41)ja;
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Sia wj=a; — 1 se ¢y =1, w; =0 se «; < 1.

Nel primo caso V'integrale & I'(1L + k + h/«j) ; nel secondo, posto
1fa; —1 =1, & T(1 + k& + hlo; + 1),

Ora e per a>0,b>0,a+b=1 (0<<6<1)

8
/1yt
C(t + a+b) = V2x(a + b) (E)aT e 0T (g 4 pjat+d <

< \/2_7rel/12 (—\l/—:)a+b(a -+ bjatb
e

be b
(@ + be+d = g° (1 + &) bt (1 + %) < e*eba’b®

e analogamente

Ml +a+b +c)< V2rernz (Kj’: (@ + b + c)atdre

a-tbte
[

(@ + b + c)rtdte < eae®eqabiee,
In definitiva si offiene
| DaDyUlw, )| < C,A,"B,*hil
per |y| >y, >0, >0, essendo 4,, B,, C, opportune costanti

indipendenti da h e k.
Scambiando x con y si ha formalmente

[ M, (—1y e ;
(—1)M+N, X ( 273 [e_ing,(cr) ez(0) do per x> 0
j=1 .

7o)
—2
WY U, p=
’ N (—1p [ Zailo)
S T RO
y:
—00

ove Z, Zj, Zm,+; hanno significato analogo a quello di W, W,,
Wat,4j, con le u, al posto delle An, onde, procedendo come sopra,
sl ha

| DaDy Ulx, y)| < C,A,"B,*Wkkn
per x| ==, > 0.
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B da tener presente che, poiché P(D,, D,) & ipoellittico, una
soluzione fondamentale Ulx, y) & di classe C® fuori del punto
(0, 0); inoltre le derivate DﬁDI;, con h + k sufficientemente eleva-
to, di (10) e di (11), coincidono fuori di (0, 0) come si riconosce
con un ragionamento analogo ad altro fatto in una consimile si-
tuazione (%).

Da cid segue la (9).

Cosl, per esempio, se P(D) & I’operatore (5) le soluzioni di
P(Dyu = 0 appartengono alla classe Gumimn—m), m|(ng—m)-

3. Proviamo ora che:

Se P(D,, Dyu=0 & un’equazione tpoellittica a coefficienti co-
stants, ogni soluzionsi della quale sia localmente della classe Gg, g
di Gevrey con «>1,8>1 e se flx, y) € Gu,p cOn &' >, B’ > B,
allora ogni soluzione dell’ equazione

(12) P(Dx, Dy)uz fiz, ?4)
appartiene alla classe Gy, p .

Supponiamo che la relativa soluzione fondamentale sia local-
mente sommabile.

Supponiamo dapprima che sia o’ > 1, §'> 1,

Assegnata una successione di numeri positivi {m, | crescente

— Q
almeno per » >n e tale che X
n=1 "\ m,,

funzione f(x) non identicamente nulla, non negativa, indefinita-
mente derivabile su a < ax <<b e tale che

<+ oo, allora esiste una

D'fa) = D*(b)=0, =0, 1, ..
| D*f(x); < m, swn a <ax<<b, n=01,..(

Se m,, = C,4,"ne» con «>1 le condizioni indicate sono soddi-
sfatte. Sia allora ¢(x) una funzione del tipo detto relativa ad «’>1
e all’intervalle — 8 << <C3; {(y) una funzione dello stesso tipo re-
lativa a $§'>1 e all’intervallo —3 <y <3.

Siano Q e Q' due aperti limitati con Q < Q'; T, e T, due aperti
tali che Q' T,, T,> T,, T, > Q. Sia g(x, 4) una funzione continua
in B =1 in T,, = 0 fuori di 7,, compresa tra 0 e 1in T, — T%;

(4 Cf. L c.in 3).
(%) Cfr. 8. MANDELBROIT, Séries de Fourier et classes quasi-analytiques
de fonctions, Paris (1935).

18
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poniamo
48§ y+4§
o, ) =1 [ [, nele — By — i

z—8 y'—a

con
) 3
1 -
e [ o(t)at [ yt.
—5 —&8

Se 3 & sufficientemente piccolo la w(x, y) @ = 1in Q, =0 fuori
di Q', compresa tra 0 e 1 e € Co(R?).

E’
z4-9 y+3
ho .k e [ h K v
| DzDyw(x, y)| = H* / g, n)Dzo(x — EDyY(y — a)didy | <
-3 y—9

< H? 48°.C, A, "o hCy A M RR* = G AR B ho ik

onde u(x, y)e G, pg(R’). Pertanto se f(x, y) e Go,p, anche f(x, y)
wlx, y)e Gy, p.

In tal modo se f(x, y)e G, p(L)), ad essa si & sostituita una
funzione (fw) coincidente con f in Q, € Gy, p(R?) e a supporto
compatto.

Dopo di cid la

oy ) = [ Te— & y— i, wolt, nididn
R

¢ soluzione della (12) in Q e v € Gy, p(Q); d’altra parte ogni solu-
zione della (12) si pud scrivere nella forma % + v con u soluzione
di P(D,, D,yu = 0.

Nel caso che almeno una delle due quantita x" e B’ sia eguale
ad 1 si pud fare il seguente ragionamento.

Sia A DPintervalio a <x<b, c<y<d. Sia fx, y)e Gu,pl(d)
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Consideriamo la funzione

wiw, y) = | Uw —% y — W, 7)didn.
.

Se (x, y) & interno a A si ha

d

hor X . _
DiDiwia, )= — 3 | [DE~DEU-DE A dn —
= [
b
. .
- jz_ ) | (D7 0-DEDL 124 + | Ul —%, y — »)DEDfdEdn.
o A

Per (x, y) € A, essendo A, Pintervalloa +e <z <b —¢ 0+ <<
<d - ¢, si ha

 DEDEw(a, 4)| < CAMBhahkek / | U | dEdn +
A

h .
+2 X (d — ¢)C AL Bi(h — i)h—0kBE CA1 (i — 1)# =D+

=1

k .
+2 3 (b —a)C By (k)= CA» Bk h(j— 12— < Cy Ay Byht 'k,

f=1

poiche
(h — i)a(h—i)(z' e 1)1’(1‘.—1) < h2'(h—1)
e quindi
R
> (h _ 7;)“("' —i)(i — 1)1’(1:—1) < h ho/(h—1) << pa'h
i=1 -
e analoghe.

CorREZIONI: nella mia nota « Alcune stime integrali ...» (Boll. U. M.1,
s. 3, anno XVIII, n°® 2 (1963)) a pag. 113, rigo 10 dall’alto, di seguito
a «..soluzione di (1) per y >>0> leggere «della quale siano assegnate le
D;u(ac. 0) per j=0,1, .., M—1.>; a pag. 114, al primo membro della
formula (5) aggiungere 1’esponente p; a pag. 120, rigo 6 dal basso, anziche
« semipiano » leggere «semispazio ».



