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Su certe strutture algebriche associate
ai piani grafici autopolari

Nota di EOBERTO MAGARI (a Firenze) (*) (**)

Suiito. - Vedi introduzione précédente al paragrafo 1.

In un précédente lavoro (R. MAGARI [4]) ho considerato certi
simboli atti a rappresentare gli elementi di un piano grafico,
nella speranza che la struttura di questi simboli potesse risultare
utile nello studio dei piani grafici stessi. Poichè nel caso dei
piani grafici autopolari introducendo nelPinsieme dei simboli
un7 perazione collegata con la struttura di incidenza del piano
si ottiene una struttura algebrica particolarmente semplice (vedi
n. 1», ho ritenuto opportuno studiare più in dettaglio queste
strutture, che ho chiamato "gruppoidi grafici". Le strutture da
me studiate non sono propriamente gruppoidi ma ciascuna di
esse si puö in modo banale immergere in un gruppoide senza,
per cosï dire, arricchirla sostanzialmente.

Nei nu. 1, 2, 3, 4, dopo aver richiamato nella forma più utile
per il seguito certe definizioni, do dei procedimenti che permet-
tono di passare da una " struttura grafica autopolare?? (coppia for-
mata da un piano grafico autopolare e da una sua polarità) a un
gruppoide grafico e viceversa, dimostrando che i due procedi-
menti sono, in un senso che viene precisato, l'uno Pin verso
dell'altro, e studio le relazioni che intercorrono fra gli isomorfi-
smi délie strutture grafiche autopolari e dei piani grafici auto-
polari e gli isomorfismi e i "quasiisomorfismi" dei gruppoidi
grafici.

Nel n. 5 introduco il concetto di "quasiomomorfismo" studian-
done alcune propriété e riassumo i risultati ottenuti in una
tabella che permetta di passare da un concetto relativo ai piani
grafici autopolari al suo concetto £:associato„ relativo ai grup-
poidi grafici.

1. Eiscriviamo per comodità alcune definizioni di concetti noti
nella forma che ci è più utile per il seguito.

<*) Pervenuta alla Segreteria delFU. M.I. il 15 raaggio 1963.
(**) Iiavoro eseguito nell'ambito dei gruppi di ricerca del Comitato

per la Matematica del C.1N" R. per l'anno accademico '61-'62.
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Sia ir un piano grafico, P l'insieine dei suoi punti, L Tinsieme
délie sue rette, I la relazione di incidenza (che considereremo
corne simmetrica, scrivendo indifferentemente xlr oppure rlx se
il punto x appartiene alla retta r), allora scriveremo: 7i=(P, L, J).

df. 1. Un isomorfismo di un piano grafico ^ — (P, L, I) su (in)
un piano grafico TT' = (P', L', I') è una applicazione biunivoca <p
di PUL su (in) P'UL' taie che:

(1) <p(P)EP' e ? ( L ) Ç £ '

(2) se xly allorû, <?{x)l'y(y) e viceversa.

df 2 Una collineazione (o automorfismo) di -K è un isomorfismo
di 7r su se stesso.

df. 3 Una dualità di TT — (P^ L, I) è un isomorfismo di TT SU
7T* = (L, P, I) (piano "duale" di TT).

df, 4 Una polarité di ^ è una dualità <p taie che <p2=:u (essendo
u la collineazione identica di r).

df. 5 Un piano grafico si dice autoduale (autopolare) se esiste
una dualità (polarità) di TT.

Osserviamo che in un piano grafico autoduale TT, O ogni dua-
lità dL periodo finito ha periodo raultiplo di 4 oppure n è
autopolare.

Se infatti cp è una dualità di 7r di periodo finito k non multiplo
di 4 sarà k = 2h con h intero dispari e tpft è una polarità di TT.

2. Sia -K — (P, £, I) un piano grafico autopolare e cp una sua
polarità. Possiamo definire in P una struttura algebrica
Si{~K} cp) = (P, f) introducendo in P un' operazione binaria f nel
modo seguente:

df. 6 Zot f è definita per le coppie (x, y) con x e P , y e P , x=j=y,
e il risultato délia sua applicazione a una tal coppia (risultato che
indicheremo con î(x, y) o con xy semplicemente e chiameremo

'prodotto}} di x e y) è il punto ©(xy) (dove la scrittura xy indica
la retta che è incidente a x e a y). Owiamente si ha :

(3) xy = yx {x e P , y e P, x=\=y)

(4) (xy)(xz) = x (x, y, zeP, x=^y, x^z, xy^= xz)
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Per comodità useremo spesso punti al modo di PEAISTO anzichè
parentesi, cosi scriveremo xy*zt anzichè [xy)(zt], xy • zt ; u anzi-
chè [ixy)(zt)]u etc.

È possibile ovviamente estendere Foperazione f anche alle
coppie di elementi coincidenti ottenendo cosï un gruppoide ma è
impossibile definire Testensione in modo che Ie (3) e (4) valgaiio
universalmente in P (in una tale estensione se P contiene almeno
due elementi distinti x ed y si troverebbe

x = xy.xy = yx- yx=y)

Osserviamo che la struttura &(TT, <p) dipende effettivamente
da cp oltre cite da TC nel senso che:

teor. 1. - Se cp eu sono due polarità di un piano grafico K
Ie strutture &(TT, cp) e <9L(TT5 •]>) possono non risultare isomorfe.

DIM. TÏ sia ad esempio il piano proiettivo reale e cp, & siano
polarità di -x Ie cui estensioni al piano proiettivo complesso
siano associate rispettivamente a una conica a punti reali y^ e
a una conica priva di punti reali. y^- Nella struttura flL(*, cp) esi*
stono allora coppie (x, y) per cui xy = x (è sufficiente (e neces-
sario) che x sia un punto reale di ŷ  e y un punto reale della
tangente alla ŷ  in x) mentre in <3(TT, J>) non esistono di tali
coppie.

E' facile constatare che:

LEMMA i. - Se TT è tale che ogni punto è incidente a (almeno)
due rette distinte e ogni retta è incidente a (almeno) due punii
distinfi allora non esistono punti x per cui si abbia :

xy = cost. al variare di yeP.

3. Invertiamo ora Ie considerazioni del numero précédente
introducendo anzitutto la seguente:

df. 6 si dira gruppoide grafico (abbrevieremoi<g.g1*)una coppia
(P, f) cosiituita da un insieme P e da un' applicazione f di P2— lp
(con IM se M. è un insieme, ora e nel seguito intendiamo indicare
Vinsieme delle coppie di elementi coincidenti di M) in P tale che
(scrivendo per comodità xy al posto di f (x, y) e usando al solito
punti an%ichè parentesi):

(5) xy = yx (x, y e P, x^= y)

(6) xy - xz — x (x} y} z e P, x =|= yf x =|= z9 xy =j= xz)
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EJ interessante osservare che a causa délie (5) e (6) (o meglio
<&elle loro analoghe) la definizione che segue, la quale apparente-
meute include una classe più ampia di strutture, include invece
tutti e soli i gruppoidi grafici.

df. 6' Si dira gruppoide grafico una coppia (P, f) costituita da
un insieme P e da una applicazione f di P* — Tp nelVinsieme
4ei sottoinsiemi non vuoti di P che soddisfi le seguenti condizioni:

(7) f\x, y) = f (y, x) {x, yeP, x ^ y)

(8) f[f(x, y), f[x, e)) = \x\ [x,y,zeP, x^=y, x^z,

f{f[x, y), f{x, 0))^=0)

«d-ove si è posto, se A ÇZ P e J B Ç P :

f (A, B) =

U f(a, b) se esiste almeno una coppia

a^Fb
e (a, b) con a e A, be B, a=^b

0 altrimenti

Per mostrare l'eqmvalenza délie due definizioni basterà far
redere che se xle P, yeP, x^y allora f(x, y) contiene un solo
<elemento, (con un1 abuso in questo caso ovviamente irrilevante si
devono poi identificare gli insiemi di un solo elemento con
quelF elemento).

Siano infatti z e i due elementi distinti di f[x, y), (x^y),
<allora f(f(x, y), f(x, y)) non è vuoto perché contiene almeno ƒ(#, t).
jtfa si ha :

fif[x, y), f[xf y))=\x\ e

flf(x, y\ f(x, y)) = f(f(y, x), f (y, x))=\y\

da cui | x \ — i y \ e perciö x — y contro le ipotesi.

Diamo ancora la seguente:

df. 7 un elemento x di un g. g. (P, f) si dira singolare se
jxy = cost. al variare di y e P-

Si ha subito che :

TEOR. 2 in un g.g. privo di elementi [singolari la f è una
*applica&ione di P2 — Ip su P.
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DIM. : sia x e P e siano y, z due Jelementi di P distinti fra
loro e da o; tali ehe f{x, y)^f(x. z) (di certo ne esistono perché ar
non è singolare). Allora ƒ(ƒ(#, y), f(x, z)) = x.

Vediamo ora come è possibile costruire un piano grafico auto-
polare a partire da un gruppoide grafico (P, f) privo di elementi
singolarL

Sia L un insieme disgiunto da P in corrispondenza biumyoca
con esso e S sia appunto un' applicazione biunivoca di P su L.
Indichiamo con J la relazione binaria definita in PUL nel modo*
seguente :

df. 8. xlv se e solo se o:

(9) x e P , j i e L ed esiste uno z e P per cui f(x, z) = B~~ ]y, (*)

oppure :

(10) y e P , x e L ed esiste uno z e P per cui f(y, z) = S—*x.

Vogliamo dimostrare che:

TEOR, 3. - (P, L, I) è un piano grafico autopolare.

Dimostriamo anzitutto il seguente:

LEMMA 2: se un punto x (chiamiamo "pwnti" gli elementi di
P e ((rette3> quelli di L) è incidente a (intendiamo: "ha la rela-
zione I con") una retta r, allora esiste una retta s taie che
f(S"1r, S-^sj^rx, e viceversa.

Sia infatti xlr con x e P e r e L ossia esista un y 6 P per cui
f[x, j/) = 8— lr; essendo x non singolare esiste allora anche uno
z e P, 2=\=x fier cui f{x, &)z^:§—1r = f(x, y). Ma allora, posto
hf(x, 0)==8, si ha:

AS-V, 8-i«) = flflx, t/), ƒ(», *)) = x.

Viceversa se per un certo s e L f{§~1ri Z~}s) = x non essendo-
8~V singolare esiste uno zeB, 2f=}=S-V, per cui f{§—Jr,
= ^(8-V, 8-]s). e, posto y = f$~1r, z) si ha:

ƒ(«;, y) = AAS-V, 8-^), AS-V, )̂) = S-V,

II lemma 2 è cosï dimostrato.

(*) Awertiamo che tralasceremo spesso la parentesi nell'indicare il cor-
spondente di un elemento x in una applicazione X. Per il prodotto di
applicazioni seguiremo la notazione seconde» la quale (fg)x = f(g{x)).
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Per di mostrare che (P, L, I) è un piano grafico dobbiamo ora
far vedere che:

(a) Dati xeP, yeP con x^zy esiste una e una sola retta
incidente a x e a y.

(b) Dati r e i , s e L con rz$=s esiste uno e un sol punto
incidente a r e a s

Sarà sufficiente dimostrare la (a) perche la (b) ne è la duale-
e il lemma 2 permette appunfco di scrivere la df. 8 in modo duale.

Ovviamente r = hf(x, y) è una retta incidente a x e a y e sia
s =^z r un1 alfcra retta incidente a x e a y. Allora si ha per oppor-
tun! 0 e t\

f(x, 0) = S-1s e f [y, t) = %-ls con

Ne segue:

y), f(x, z)) =

f(h->r, t-*8) = ftf(x, y), f (y, t)) = y

il che è assurdo.

Resta da dimostrare che (P, L} I) è autopolare. Sia 8* l'appli-
cazione di PUL su se stesso definita da:

se xeP allora 8*#=B#

se x 6 L allora h*x — h~lx.

Essa porta P su L e L su P e inoltre, per il lemma 2, xlr
équivale a 8*seJ5*r. Si ha poi ovviamente S*2 := w. Eesta cosi
dimostrato il teor. 3.

Si constata immediatamente che:

LEMMA 3 : nel piano (P, L, I) ora costruito ogni pttnto è inci-

dente ad almeno due relie e ogni retta è incidente ad almeno due

punti.

4. Vogliamo ora vedere se e in che senso i procedimenti indi-
cati in 2. e 3. sono F uno l'inverso delPaltro. Ci occorrono le
seguenti definizioni :

df. 9. Chiameremo struttura grafica autopolare (s.g a.) ogni
coppia (%9 S) in cui TT sia un piano grafico autopolare nel quale
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ogvti punto sta incidente ad almeno due relie e ogni retta> sia
incidente ad almeno due punti, e 3 una sua polarité.

df, 10, Due s g.a. S = (*, 3) e S ' = ( Ï C ' , 8') si diranno isomorfe
se esiste un isomorfismo X di TC su ie' tale che 8'=X8X—K

In quanto segue indicheremo con 6,(TC} o) la struttura algebrica
costruita a partire da un piano grafico autopolare x e da una sua
polarità o, (quindi, se TT soddisfa alla condizione prevista in df 9, a
partire da una s. g. a), con S&siP, ƒ) e ©£, $(P, f) il piano e la
polarità costruiti in 3. a partire da un g.g. privo di elementi sin-
golari (P, f) e da certi L, S nelle condizioni indicate in 3, e
infine con Si, B(P, f) la s.g.a. ((§L^)y ® £ ^(P, ƒ)). (§L) 5(P, ƒ) e $£, «(Ps ƒ)
dipendono anche dalla scelta di L e S ma vedremo che scelte
*diverse portano a §£, ^(P, ƒ) isomorfe).

Yale il seguente :

TEOR. 5. Se S è una s.g.a. allora 6t(S) è M» g.g. privo di
elementi singolari e §>L,d(&{S)) è isomorfa ad S. Se G è un g.g.
privo di elementi singolari Sx», stG}) è -mia s.g.a. e <3-(SL, S(Q-)) coin-
mde con Gr.

La prima parée di ciascuna délie due affermazioni del teorema
è gih dimostrata nei num, 2. e 3. e Tabbiamo riportata per
chiarezza.

Sia ora S=(K9<P) una s.g.a. con % = (P, L, I) e sia G = flt(S) =
= (P, ƒ). A partire da un insiqme L' in corrispoudenza biunivoca
<îon P e disgiunto da esso e da un' applicazione biunivoca S di P su L'
«cosfcruiamo, col procedimento dato in 3. un piano grafico autopo-
lare TC' = (P , L\ I') e una sua polarità S*. Consideriaoao ora
1'applicazione a- di PUL su PUL' definita da:

<JX = x se x e P

ar = 8*<pr (= %®r) se r e i ,

ovviamente essa porta P su P e L in L' e la sua restrizione
n P è biunivoca. È facile yedere che essa porta L su L' e che
anche la sua restrizione a L è biunivocaj infatti se r' 6 Lf la r'
proviene nella a da r = cpo-V e L e solo da r. La <J è un
isomorfismo di iz su ir', infatti è xlr con xe P e r e L se e

^olo se esiste un ysP (y 4= a?) per cui xy = r il che équivale a
/"(ce, y) z= <pr e perciö a œl'âcpr e infine a cxl'vr.

Inoltre la cr trasÊorma la cp nella 8*, infatti:

se xe P:

se
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ïtesta cosï dimostrato 1'isomorfismo fra (TC, <p) e (-rc', 8*) e con
-esso la prima parte del teor. 5.

Eesta da dimostrare che se G = {P, f) è un g.g, privo di
elementi singolari allora esso coincide col g.g.

G'=(p, n = a($L, Î(P, a »£, *(p, ƒ)>•
Posto al solito ®x;)§(Pî ƒ) = §* e indicando con xy la retta che
oongiunge x e y in §L} §(P, f) si ha per ogni coppia (a?, t/) di
elementi di P con x^y:

f(x, y) = ^ = ^ ^ = h-^f(x, y) = f(x, y).

Come corollario del teor. 5 si ha subito che un g.g, Gr priyo di
«lementi singolari détermina §z,t$(Gj e perciö $z,t §{G) a meno di
isomorfismi e perciö trascureremo d'ora in poi gli irrilevanti
indici L, S. In particolare è facile vedere che si puo scegliere
come applicazione S quella che ad ogni XBP fa corrispondere
l'insieme degli yeP per per cui esiste uno &GP taie che
f(y, z) — x (prendendo ovviamente come L l'immagine di P in
8). I Sx cosï ottenuti danno le rette di $(G) t£pensate come
insiemi di punti".

TEOR. 6, Se G e G' sono g.g. privi di elementi singolari e
fra loro isomorfi(*) allora §(G) e S(6r') sono isomorfe. Se S e S' sono
s.g.a. isomorfe allora ÉL(S) e SL{S') sono isomorfî.

Sia G = (P, f) e G'=(P', f% sia a un isomorfismo di G sa
<?' e poniamo:

Definiamo un'applicazione o di PUL su P'TJL' ponendo :

P # ~ G - # , se xeP

px = 8'*(r8*a; = S'crB-1 ,̂ se x e L .

È facile verificare che p è l'isomorfismo cercato (di &(G) su

Siano S e S' due s.g.a. e p un isomorfismo di S su S', la re-
strizione di p a P (insieme dei punti di S) è allora il richiesto
isomorfismo fra 61 (S) e &(&').

(*) Due g.g. G = (P, f) e G-' = (P', f') si diranno isomorfi se esiste una
-applicazione biunivoca a di G- su G' taie che sia:

o/(flc, ^ )= / ' ( 3a : , ay) (quali che siano x, yGP con ac 4= 2f)
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In particolare dal teor. 6 segue che se ir è un piano autopo-
lare in cui ogni retta è incidente ad almeno due punti e ogni
punto è incidente ad almeno due rette allora ad esso, in corri-
spondenza alle sue polarità, rimangono associati a meno di isomor-
fismi tanti g.g. quante son o Ie classi di polarità coniugate di x*

In altri termini se cp e ^ sono polarità di ir, <JX(x, <p) e £t(7c, <|/)
sono isomorfi se e solo se sp e ^ sono trasformabili 1'una nell'altra.
mediante una collineazione di -K. In ogni caso perö, posto

si ha:

fy(x, y) =
da cui

U to v) = ^
dove ĉp risulta ovviamente una sostituzione su P. Viceversa se
G = {P, f) e . G' = (P. ƒ') sono g.g. privi di elementi singolari e
si ha :

f(x, y) = <jf'(x, y)

dove a è una sostituzione su P allora @(G) e $(G') sono iso-
morf i (teor. 5 corollario).

Se chiamiamo quasiisomorfismo di un g,g. Gr = (P, f) su un
g.g. G' = (P', ƒ') ogni applicazione biunivoca a di P su P ' per
cui si abbia :

(11) f'{<rx, <jy) = \af(xi y)

essendo X una sostituzione su P', risulta allora dal teor. 6 e
dalF osservazione suesposta che :

TEOR. 7. Conditions necessaria e sufficiente affinchè due g.g.
privi di elementi singolari G e Gf abbiano piani associati §(G) e
§(G') isomorft è che esista un quasiisomorfismo di G su G\

5. In questo paragraf o vogliamo introdurre per i g.g. il
concetto di "quasiomomorfismo" (vedremo che non esistono corri-
spondenze fra g.g. che godano délie consuete proprietà degli
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omomorfismi, salvo, naturalmente, gli isomorfismi) e il concetto
ad esso associato per i piani grafici autopolari che definiremo
anai per i piani grafici ia generale. Si tratta di un tipo di corri-
spondenza fra piani grafici già nota e considerata per la prima
volta da MARSHALL HALL in [2].

Siano 71 — (P, L, 1) e TT' — (P\ L\ 1') due piani grafici e X una
applicazione di PUL in (su) P'TJL'. Allora :

df. 11. X si dira un quasiomomorfismo (q*o.) di TZ in (su) -K' se:

se xly allora XxI'Xy (x, y e PUL)

e X(P) £ P' X(L) £ L'.

Si è usata la parola "quasiomomorfismo" anzichè la parola
"omomorfismoM in vista del fatto che non sempre Fimmagine in
un q.o. délia congiungente due punti distinti è la congiungente
délie immagini (la locuzione "congiungente délie immagini" puö
infatti non aver senso perché le immagini dei due punti possono
«oincidere). Si verifica per6 la seguente circostanza;

TEOR. 8. Se ogni elemento di X(P) (di ^(L)) è incidente ad almeno
due elementi di X(L) (di X(P)) allora la restrizione délia V a
X(P)TJX(L) coïncide con Vimmagine (*) in X délia I.

Sia infatti ï Timmagine (*) délia I in X (cioè x'ïy' se e solo
se esistono x, y e PUL con xly, X# —as', \y = y'j. Sia x'Fy', con
•x\ y'eP'UL', non è restrittivo supporre x'e X(P) e y1 e X(L). Sia
ancora zf=^=x' un elemento di X(P) taie che s'l'y' e siano x un
elemento di \~l{x% 2 un elemento di X-1^') e infine y l'elemento
di L incidente a x e a 0. Allora si ha:

x'TXy e z'IXy da cui x'I'Xy e z'I'Xy. Ma essendo TC' un piano
grafico ne segue \y^^y' e perciö x'ïy'.

Un esempio di quasiomomorfismo è il seguente: sia TC il piano
razionale e rappresentiamo corne è sempre possibile i suoi punti
e le sue rette con terne di numeri iuteri di M.CD. 1, sia TT' il
piano sul campo GF(p) dei resti modulo un numero primo p e X
l'omomorfismo naturale delFanello degli interi su GF(p). Allora
V applicazione X* che al punto {x, y, z) di -K fa corrispondere il
puBto (Xx, X̂ /, \&) di ir' e alla retta (M, V, W) di TC la retta (ku9

lV) ~kw) di r/ è un quasiomomorfismo di 71 su 71'.

(*) uIrnmagine„ nel senso che viene specificato subito dopo.
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Corne è noto ogBi piano grafico TT generabile mediante un suo
w-punto libero £" (in particolare ogni piano grafico finito) è
immagine quasiomomorfa del piano libero Pn generato da S* -
(Cfr. MARSHALL HALL [2] e LOMBAKDO BADICE [3]). Precisamente
un quasioniomorfismo X di P su it si puö costruire per induzione
sulla costruzione stadiale di Pn con la seguente legge :

(12.1) se a-eS? lx = x

(12.2) se x=$=y e Ix^ly allora l(xy) = \(x)My)

(12,3) se x^=y e X{x)~\{y) allora si sceglie come
un qualunque elemento incidente a X(se) (*).

Diamo ora una analoga definizione per i g.g. :

df, 12. Se Gr = (P, f) e G-'=(P', f) sono g.g. una applica-
zione À di P in (su) P ' si dira un quasiomomorfismo di G- in (su)
Gr' se per ogni coppia (x, y) di elementi di P tali che ix^Xy si har

(13) f'(lx, ly) = \f(x, y)

Vogliamo dimostrare che :

TEOR. 9. Se G = (P, f) e G' — (P', f') sono g.g. privi di ele~
menti singolari e X è un quasiomomorfismo di Gr su G' allora
esiste un quasiomomorfismo di S(Or) su

Poniamo 8=©(G) e S'=©(Èr') e sia X Papplicazione del-
l'insieme dei puuti e delle rette di $(G) nelPinsieme dei punti &
delle rette di W(G') cosï definita :

se x è un punto di g(G) allora Xa?=

se r è una retta di §(G) allora Xr^r

Ovyiamente la X porta l'insieme dei punti di S(G) sulFinsieme
dei punti di S(G') e 1'insieme delle rette di §(G) sulPinsieme
delle rette di 3(G'). Ora se x ed r sono un punto e una retta
di S[G) incidenti si avrà f(x, y) = lr per un opportuno yeP.

Dimostriamo anzi che è sempre possibile scegliere y in modo
che si abbia Xx=Ĵ Xj/. Se infatti per tutti gli y nelle condizioni

(*) L'uso dell'assioma della scelta non è necessario: si puö facilmente
costruire una funzione di scelta. Si intende che Ie (12,2) e (12,3) devono
applicate a quelle coppie x, y che, ad un certo stadio della costruzione
di Pn

f danno luogo a una * nuovo * elemento.
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indicate, cioè per tutti i punti di S (G) incidenti alla retta r9 fosse
Xx = Xy il punto X8r di §(&') risulterebbe un elemento singolare
di G' perché per ogni 0 ( eP ' , #':=}= X8r si avrebbe:

ƒ>', Mr) = W*3 or)

(dove z è un qualunque elemento taie che \& = z') ma essenda
Sr incidente in $(G) solo aile polari (nella polarità S) dei punti
incidenti ad r, sarebbe lf(z, âr) = \x qualunque sia s=(=Sr.

Supponendo allora Xt/rj=Xa; potremo scrivere :

f'(\x, \y) = \f(x, y) = nr = lfV\lr = lT\r

dalla quale risulta cne Xo;̂ =X^ è incidente a Xr in S(<?'). La X
risulta cosï essere un quasiomomorfismo di §(G) su ^(Ér').

Osserviamo anche che:

TEOR. 10. Nelïe ipote&i del teorema 9 la polarità 0' è immagine
in X deïte polarità S

Dimostriamo che si ha:

(14) S'X = X8

Se infatti x è un punto di S(G-) si ha:

Se r è una retta di §(G) sarà r = So; con xeP e perciö:

XSr = XSSx = Xx = Xx

V\r = 8'XSx = 8'S'XSSa; = Xx, quindi XSr = 8'Xr.

Segue dalla (14) e del fatto che S e S' sono applicazioni biu-
nivoche che il prodotto (di relazioni) XSX-i è una appli-
cazione e precisamente la o'. Notiamo esplicitamente la circo-

stanza, implicita in quanto sopra^ che se Xx = Xy allora X8x = XS^

Possiamo invertire i teoremi 9 e 10 dimostrando che:

TEOK. 11. Se 7T — (P, L, I) e 7 T / = ( P ' 5 L', I') sono piani grafiet
in cui ogni punto è incidente ad almeno due rette e ogni retta è
incidente ad almeno due punti, se inoltre TT è autopolare ed esiste
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-un quasiomomorfisïïio X di ir su TT' tale che per una polarité S di -K
Ax = Xy implichi XSx = XSy (gwaK cfte siano x, y e PUL) (*) allorci:

a) TT' è autopolare e la 8' = X8X—* è wwa si*a polarità

b) ia restri&ione délia l a P è un quasiomomorfismo di
<2t(7i, 8) SK £1(71', 8').

DIM. Nelle ipotesi fatte la relazione 8' —XSX-1 è una applica-
^ioue di P'UL' in sè, se infatti x' è un eleraento di P'XJL' e as,
-05 sono elementi di X~J#', essendo Xa; ̂ z Xx si ha anche XSx=rXox.
Inolfcre î ha: 8'- = u fessendo u V applicazione identica di P'UL'
:su se stesso) e ne segue che la 8' è un' applicazione biunivoca di
P'UL' su se stesso.

Banalmente 8 ' P ' = i ' e 8'L'=P'.

Infine sia x'Fy'. Per il teor. 8 esisteranno due elemeuti x, y
^.ppartenenti rispettivamente a X^as' e a ^~~ly' tali che xly>
Poichè la S è una polarità si avrà anche Ixloy e quindi per la
definizione di quasiomomorfismo \lxF^y ossia l'xlo'y'. Abbiamo
-cosï dimostrato che la 8' è una polarità di ir'.

Dimostriamo ora la proposizione 6).

Siano cc, y elementi di P con lx=$=Xy. Per la definizione di
si ha:

f {lx, ly) = Z'lx.\y= XSX-̂ Xa: -Xy)

(dove la scrittura Xx • Xj/ indica la retta che congiunge X̂  e ly

in 7t'). Per la definizione di quasiomomorfismo^ tenuto conto

della condizione lx^=ly, si ha X (xy) = (lx » ly) (la scrittura scy

indica la congiungente di x e y in 7u). Cosi £Cj/ è un elemento di

X-1 (lx • Xy) e si ha :

ly) = ll\^) = lf(x, y).

(*) Che questa condizione non sia supeiflua si puö vedere mediante
il segaente eserapio: il piano eccezionale di ANDRÉ è generabile mediante
operazioni proiettive da certi suoi 8\ (vedi H. Î EUMANN [6] e B, MAGARI

Jp]) e quindi è immagine quasiomomorfa del piano libero P4. Ora mentre
P4 è autopolare il piano eccezionale di ANJDRÈ non lo è (ANDRÉ [1] ).
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La restrizione di A a P è quindi un quasiomomorfismo di SL(G)
•su &(&'). Osserviamo che ancora una volta i procedimenti adot-
tati sono V uno l'inverso dell' altro. Per comodità riassumiamo i
xisultati ottenuti in questo e nei précèdent! paragrafi in una
tabella di strutture e corrispondenze associate con i procedi-
menti fin qui indicati.

• g~g. privo di elementi sing.

• isomorfismo fra due g g. pri-
vi di elementi singolari.

-• quasiisomorfismo es.

quasiomomorfismo es.

• s. g. a.

• isomorfismo fra le due s.g,a.
associate.

• isomorfismo fra i due piani
associati.

+ quasiomomorfismo es. sod-
disfacente aile ipotesi del
teor. 11.
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