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Sui eampi magnetici possibili in un fluido conduttore

uniformemente ruotante

Nota d1 SaLvaToRE RIoNERO (a Napoli) {¥) (*¥)

Sunto. - Si metfono in evidenza alcune analogie tra la magnetofluidodi-
namica dei fluidi conduttori uniformente ruotanti e la magnetofluido-
statica.

1. In un recente Lavoro [1], mi sono interessato dell’equilibrio
relativo magnetofluidodinamico (m.f.d.) di una massa fluida uni-
formemente ruotante ed altamente conduttrice. In tale Lavoro ho
caratterizzato i campi magnetici non stazionari compatibili con
tale equilibrio, nell’ipotesi che non dipendamno dalla coordinata
assiale, pervenendo a delle condizioni necessarie e sufficienti
affinche la configurazione d’equilibrio della massa fluida sia
ellissoidale.

Nella presente Nota riprendo il solo problema della caratte-
rizzazione dei campi magnetici possibili in un fluido conduttore
uniformemente ruotante, per trattarlo perd mnelle condizioni pil
generali e cioé abbandonando sia Iipotesi che il fluido sia alta-
mente conduttore, sia quella che i campi magnetici non dipendano
dalla coordinata assiale.

Precisamente, detta Oxyz una terna ortogonale levogira fissa,
con lorigine nel baricentro della massa fluida e l’asse 2z coinci-
dente con Vasse di rotazione ed indicato con H il campo magnetico
relativo a tale terna, ho anzitutto nel n° 2 scritto le equazioni
euleriane della m.f.d. per il fluido ruotante, occupandomi poi nel
n° 3 della loro trasformazione in forma lagrangiana.

A tale scopo ho introdotto la terna di assi ortogonali levogira
&nz solidale al sistema ruotante, osservando che P'unico termine
delle equazioni della m.f.d. della massa fluida ruotante che si

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M.I. il 7 maggio 1963.
(**) Lavoro eseguito nellambito del Gruppo di ricerca n° 14 del Comi-
tato Nazionale per la Matematica del C. N.R. per I'anno 1962-63.



STI CAMPI MAGNETICI POSSIBILI IN UN FLUIDO CONDUTTORE Ecc. 231

altera nel passaggio delle variabili euleriane (x, y, 2) a quelle
ad
Jagrangiane (§, », 2) & il vettore —g, cioe il derivato parziale tem-

porale euleriano di H, calcolato rispetto alla terma fissa. B ap-

~k

punto esprimendo opportunamente tale vettore tramite , cioe

r
ot
tramite il derivato parziale temporale lagrangiano di H, calcolato
perd rispetto alla terna solidale, che ho ricavato, nel n° 3, le equa-
zioni della m.f.d. del fluido ruotante in forma lagrangiana.

Confrontando tali equazioni con le equazioni della magneto-
fluidodinamica, nel n® 4 ho provato che:

A) Le equazioni lagrangiane della m.f.d. di una massa fluide
condutirice umformemente ruotante, coincidono con le equazioni
della magnetofluidostatica, purche si tenga conto della forza centri-

fuga e si sostituisca al derivato euleriano e di H, il derivato
. . o H
relativo lagrangiono Tk
Tale proposizione consente di caratterizzare facilmente. in linea
del tutto generale, i campi magmnetici possibili in un fluido con-
duttore uniformemente ruotante. Precisamente, sempre al n°® 4,
provo che:

B) 1 campi magnetici possibili in un fluido condutiore umni-
formemente ruotante, non differiscono, se espressi lagrangianamente,
dai campi magnetofluidostatici.

Particolarmente interessante & il caso dei fluidi altamente con-
duttori per i quali la proprietdy B) diviene:

C) Il pidv gemerale campo magnetico possibile in un fluido alta-
mente conduttore uniformemente ruotante & unm campo wmagneto-
fluidostatico ruotante solidalmente al fluido.

Nel n° 5 mostro infine come, servendosi delle proposizioni
sopra enunciate, si possa ritrovare molto rapidamente la carat-
terizzazione dei campi magnetici, indipendenti dalla coordinata
assiale, possibili in un fluido ruotante altamente conduttore, che
ha costituito la prima parte del mio precedente Lavoro [1].

2. Com’é mnoto, le equazioni della m.f.d. per un fluido incom-
primibile, quando si trascurano le correnti di spostamento in con-



232 SALVATORE RIONERO

fronto di quelle di conduzione, sono:

eH c?
ﬁ—i—rot(H/\'v)—f—%rwrotrotH:O
divH=0

(1)
dv a(t U) Y rot H A\ H —va0 =0
i T era ;(—)p— ——mro N H—vdv=
dive =0

ove U & il potenziale delle forze non eletiromagnetiche agenti
sul’unitd di massa del fluido, p la pressione, u e o, due costanti
rappresentative della permeabilita magnetica e della densita del
sistema, e o, v, ¢ sono rispettivamente il coefficiente di conducibi-
lita elettrica, il coefficiente di viscosith cinematica e la velocitd
della luce.

Detta Oxyz una terna cartesiana levogira fissa di versori i, j,
k con Vorigine nel baricentro O del sistema, supporremo, che la
massa fluida ruoti uniformemente attorno all’asse z con velocita
o = wk.

In tale ipotesi, detto P il gemerico punto della massa ruotante.
si ha:

n=ou \(P-- 0)
dv 1
(2) Eﬁ:w/\v:—égradfv?

dive =A,0=0
Essendo inoltre:
rot rot H — grad div H — A, H,
dalla (1,) segue:
(3) rotvot H= —AH

e pertanto il sistema (1) diventa:

oH c?
E’ +r0t(HAU)=mA2H
4) div H=0

4 1 1
rotH/\H:-n—P"grad(—p—- U—Q'v?),
(o Po

con v dato dalla (2,).
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Aggiungiamo infine che le equazioni (4), come le (1) da cui
sono state ricavate, sono equazioni di forma euleriana e quindi
la derivata:

oH
(5) o

oltre ad essere calcolata proprio rispetto alla terna Oxyz & una
derivata parziale temporale di tipo euleriano.

3. Ci proponiamo ora di vedere come si trasforma il sistema
(4) quando ci si riferisce ad un sistema di variabili lagrangiane.
A tale scopo introduciamo la terna di assi Ofwz, solidale al

sistema ruotante, di versori ¢', j', k¥ e legata alla terna fissa Oxyz
dalle relazioni:

S £ = 2 cos wt + y sen »t
6) 1= — x sen ot + y cos vt
( 2=z

Evidentemente le (§, 1 #2) rappresentano delle variabili lagran.
giane del fluido ruotante. Per effettuare il passaggio delle varia-
bili euleriane (x, y, 2) alle variabili lagrangiane (£, =, 2), nelle (4)
si pud supporre H e v funzioni di », y, 2, tramite le (6). Di con-
seguenza si ha:

oH _oH b pHpm FH

@ A= Fodtma T @

ove col simbolo:

®) o H

ER

abbiamo indicato la derivata temporale di H, calcolata ancora
rispetto alla terna Oxysz.

Ma d’altra parte si ha:

a— = wn
t =
07
(9) \ a—t = (J)E
tH oy H
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*

ove :;’;t— & la derivata temporale lagrangiana del campo maguetico

H osservato dalla terna fissa, calcolata perd rispetto alla terna soli-
dale OEnz. Di conseguenza la (7) diventa:

H o H
{10) aﬁ rot + o \ H+ w(

& ¢ 34)
Ma dalla (2,) segue

| vl e

11) dv
! aP= o/,
onde si ha.
\ H — gﬁ H
S oNH=5p
| (20 )
e la (10)si scrive
oH 5 L dv dH
{12) of ot +dPH*Eﬁ)”
Ricordando infine la mota relazione [2]:
dH
= H_ =2
rot (H )\ v) = (dwv dP) (le dP)

€ tenendo conto che divwv = div H =0, segue:

dH dv
B = Y
rot(I/\v)_de dPH’
onde in definitiva si ha:
oH o H
4 —— H
(13) = rot (H )\ v).

Tenendo conto della (13) e del fatto che tutti gli altri operatori
che figurano nelle (4) sono invarianti rispetto alla rotaziome di
assi (6), si pud, in conclusione, affermare che I'espressione lagran-
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giana del sistema (4) &:

o H ¢
et T 4nuc AH
{14) div H=0
4 1 1
rot H\ H— ik, grad(mp—-— U——;W)
v % =

4. Ci proponiamo ora di confrontare le equazioni (14) con le
equazioni della magnetofluidostatica. A tale scopo ricordiamo che,
com’e noto [3], tali equazioni si deducono dalle (1) ponendo v = 0.
Tenendo conto della (3), si ha:

o H _ c? AH
ot dmyc ?
{15) divH=0

c? 1
rot HN H=—= —— ad(- —U).
A Imp, 810\, P

1
D’altra parte il vettore Qgrad v?, che compare mnella (14,) rap-

presenta la forza centrifuga agente sull’unith di massa del sistema,
pertanto il confronto tra le (14) e le (15) dimostra la proposizione
A) del n° 1.

Per quauto riguarda poiicampi elettromagnetici possibili nella
massa fluida uniformemente ruotante, osserviamo che tali campi,
per le (14) devono soddisfare alle equazioni:

or H  c?
T ™
(16
(16) divH=0

( rot (rot H A\ H) = 0.

Ma tali equazioni, come segue dalle (15), sono le equazioni
<he caratterizzano i campi magnetofluidostatici (*); resta cosi pro-
vata anche la proposizione B) del n° I.

(1) Si tenga conto che nella magnetofluidostatica, essendo v =20, ov-
wviamente &:
or H__oH
at ot

16
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Particolarmente notevole si presenfa poi il caso che la massa
fluida ruotante sia altamente conduttrice. Infatti in tal caso, es-
sendo ¢ = oo, dalla (16) segue

or H

cio® il campo magnetico H & stazionario rispetto alla terma ruo-
tante Ofrnz. Vale quindi, come immediata conseguenza della B),
la proposizione C) del n° 1.

5. Supporremo qui infine che, come abbiamo supposto nel pre-
cedente Lavoro [1], il fluido sia altamente conduttore e il vettore
H non dipenda dalla coordinata assiale. Ci proponiamo di dimo-
strare come, facendo uso delle considerazioni dei numeri prece-
denti, si possono facilmente ritrovare le formule fondamentali (20)
¢ (21) del detto Lavoro, cioe le relazioni che caratterizzano, nelle
suddette ipotesi, i campi magnetici compatibili con l'equilibrio
relativo e ’integrale primo del moto.

A tale scopo osserviamo che, poiché & s =oc ed H non dipende
da 2z, si soddisfano la (17) e la (16,) ponendo:

ov ., aVv )
(18) H:—%z + + H,k

con V ed H, funzioni arbitrarie di £ ed =.
Dalla (18), facilmente segue:

(19) rot H\ H=—A,V - grad V—%gradHf—i—

(aV oH, oV aH,)
-+ k,

E T m E

da cui, imponendo la (16,), si deduce:

/, __a_. (LV a._H-_f a_Y?E‘)— 0
on\eE o  om oF )
2 (?l’ oH, oV @_) —0
oE\OE o om 0 )

2 [0V 3 [0V
e (o 87) =5 5 -0.7) =0,

(20)
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che integrate danno:

| Vol oV
@1 o o om 9§ '
AV =Ff(V)

don C, cost. ed f(V) funzione arbitraria di V.
Per le (21) la (19) poi diviene

22) rot HANH—— grad/ f(Vidv — % grad H;? + C, grad 2,

e quindi dalla (14) segue I’integrale:

dmp,
[J..

l_jip _ %(,,2(;;-"2 +- 7‘2)-— U:‘ +H32 +/f(V)dV~ CIZ: C,,
Po 2 2 .

(23)

con C, cost.
Se si pone:

(24)

e (21) e (23) coincidono esattamente con le (20) e (21) di [1] (®).
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(?) Osserviamo che dalle (24) segue che le funzioni arbitrarie u = u(?)
e K==K() che compaiono nelle {20) e (21) di [1], devono essere delle
costanti. Cio del resto si poteva dedurre anche in [1] dalle (9), (10) e (11).



