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Sulla dipendenza continua dai dati iniziali delle soluzioni
del probltoina di Darboux

Nota di PAOLO SANTORO (a Parma) (*) (**)

Suiito. - Premesse alcune considerazioni sulïe condisioni atte ad assicurare
la dipendensa continua delle soluzioni del problema di DARBOUX dai
dati inizialij se ne fa un'application e.

1. Indichiamo con :

B il rettaugolo 0 <; se < a ; 0 <Cg/<c b ;

S lo s t r a to (x, y)€B; | z \, \w\, \ v \ < oo ;

f(x, y, z, p, q) una funzione continua, definita in S ;

o-(as), t(y) due funzioni continue e derivabili, con derivata
continua rispettivamente per §<x<Ça, 0<^y<b, e con (T(Ö) = T(O).

Sia dato il problema (di DARBOTJX) :

(E) s — f{x, y, 0, p, q)3

(C) %{x, O) = ff(aB), 0(0, y) = x{y)9

dove con p, q, s abbiamo indicato rispettivamente d&fdx, d&/dy,
d^/dxdy e supponiamo che il problema (E) (C), per ogni coppia a(x),
r(y) ammetta una ed una sola soluzione in E.

Il seguente esempio dovuto a C. CORDTJNEANU [1] mostra che
non sempre a « piccole ^ariazioni » dei valori iniziali corrispon-
dono «piccole variazioni» delle soluzioni del problema (E) (C) :

Sia a = 2TT, 6 = 1, f(x, y, z, p, q) =p log ii(x) con [/.(os) una fun-
zione continua, positiva in [0, 2TT] e tale che i suoi coefficienti di

(*) Lavoro eseguito nelFambito dell'attività del Gruppo di Ricerca
n. 6 del Comitato per la matematica del C. 1ST.R, (1962-63)

(**) Pervenuta alla Segreteria dell'TJ.M.I. il 20 marzo 1963.
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FOTTRIER siano

(tali funzioni esistono cfr. ad es. [2]). Sia poi :

_ j_
(o- = ) <rk = k 3 sen kx ; (x =) x̂  = 0 ;

allora la soluzione del nostro problema è

.1 f

k(x, y) = k*J c' c o s M ev los v-(t) dt

o
3

e si ha anche &k(2-K, 1) = -Klc2ak .
Come si puö facilmente verificare, ^(x, £/) = 0 in JK è la solu-

zione del nostro probleina corrispondente ai valori iniziali
o = x = 0. ma 2k{x, y) non tende uniformemente a zero malgrado
che ffj.—^0 uniformemente in [0, 2TC], TA -^ 0 uniformemente in [0, 1].

2. Diremo che z{x, y) dipende con continuité dai valori iniziali
ff (se) e T(̂ /) se, fissato & > 0, è possibile determinare un S ;> 0
c^e se

l ^ - ^ l + l a ^ - V ^ J ^ S in [0,a]

e

I %) ~ ^ ) I •+• I AV) - ?(y) l< S in [0, b]

avvenga che

fe 2/) — q.{x> y) 1

«(cc, y) e «(cc, /̂) sono Ie solumoni di (E) (C) quando si prendono*
rispettivamente come valori iniziali <r(x) e T(I/), a(x) e i{y).

Yogliamo qui far yedere che, come nel caso delle equazioni
differenziali ordinarie, i teoremi di dipendenza continua dai valori
iniziali nel senso prima detto si possono far discendere dal seguente
teorema {}) : Se X ed T sono due spazi mètrici e se X è un compatto^

(*) Cfr. ad es. [3] p. 60.
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se cp è una funzione definita in X è a valori in Y, biunivoca e
«continua, allora <p è un omeomorftsmo.

Indicheremo nel seguito con

X* lo spazio lineare normato delle funzioni &{x, y) con deri-
*vate parziali prime continue in J$, con la norma defiuita da :

|| » || = m a i ( | 0 { x , y ) \ - * - \ p [ x 9 y ) \ - + - | q { x , y ) \ ) ;

Y il sottospazio di X*, costituito dalle funzioni del tipo :

<son (x, y) e B, e quindi norma

|| W || = || <J(X) -4-T(2/) — <r(0) |! = max j | a(x) -+- r(y) —

( ) R

<p(«)-=w la funzione che associa ad ogni %{x, i / ) e P i suoi
« Talori iniziali »

w = z(x, 0) •+• 0(0, y) — s(0, 0).

Evidentemente cp è uu operatore lineare da X* in Y, ed inoltre
-jcp è anche continuo. Infatti si ha

ir?(») ii = ii » ii

ma essendo per definizLone di || w [| e di || z || : || w |j < 3 ||'£ || si ha
.anche :

onde cp(s) è limitato e quindi continuo.
Indichiamo poi con X c: X* un insieme di soluzioni del problema

(E) (<7). Se X è un compatto, allora la restrizione di cp ad X, essendo
jcp continua e, per Tipotesi di unicità delle soluzioni del problema
4J£) (O), invertibile, cp è un omeomorfismo di X in Y, per il teorema
jprima richiamato. E ciö significa che cp—1 è continua, ossia, che Ie
soluzioni appartenenti ad X dipendono con continuità dai valori
iniziali.
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8. Si tratta adesso di dar e condizioni affinchè un insieme X di
soluzioni di (E) (C) sia un compatto.

Per tanto osserviamo che se X è un compatto anche y(X) lo è,
e quindi tra Ie condizioni dövra figurare quella chePinsieme dei
valori iniziali assegnati sia un compatto.

D'altronde se si assegna un insieme di valori iniziali A, che
sia un compatto, esso sarà chiuso e quindi tal e risulta la sua
immagine inversa y~HA), vale a dire 1'insieme delle soluzioni di
(E) (C) corrispondenti. Restera quindi da aggiungere, alle ipotesi
che Asia un compatto, qualche altra ipotesi suUa f atta a garan-
tire che 1'insieme delle soluzioni sia un compatto in X*, cioè co-
stituito di funzioni equilimitate ed equicontinue insieme alle loro
dei'ivate parziali prime.

È facile poi constatare che 1'insieme dei valori iniziali nell' e-
sempio prima riportato non è un insieme chiuso per la norma da
noi assegnata.

4. Diamo ora un esempio di condizioni sulla f(x, y, z, p, q)
atte a garantire Pequicontinuità e 1'equilimitatezza delle soluzioni
col seguente teorema :

Se f(x, y, 0, u, v) è Umitata in S e se

f(x, y, 0, te, v) — f(x, y} 0, u% v j ^ ^ i f e y)M\(u — uh

dove ty^x, y\ tyt(x, y) sono funzioni definite in E con ty^x, y) som-
mobile rispetto ad y in [0, b] per x e [0, a], ù^x, y) sommabile ri-
spetio ad x in [0, a] per y e [0, b], ed inoltre

'Mx> y) > 1 per (se, y) e E;

b a

o

e con u>i(h) (i = 1, 2) funzioni monotone non decrescenti e tali che

co,(0) = 0 ; oh(h) > 0 per & > 0 ; lim f-^L = + 00, h0 > 0 ;

11
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allora Ie soluzioni del problema (E) (C), ottenute al variare dei va-
lori iniziali in un insieme compatto, sono funzioni con derivate
equilimitate ed equicontinue.

Intanto liotiamo subito che al variare dei valori iniziali in un
insieme limitato in Y, per la limitatezza di f(x, y, 0, u, v], Ie so-
luzioni sono funzioni appartenenti ad un sottoinsieme X, di X*
formato da funzioni con derivate parziali prime limitate.

Inoltre si ha che, fissato s > 0, si puö determinare S > 0 in
modo tale che per \x — #!<!§, \y — y\ <.%, qualunque sia z e Xp

si ha :

I s(#> y) —z(x, y) I < £ uniformemente in y per x,x e [0, a] ; y e [0> b].

z(x, y)—z{x, « / ) ! < £ uniformemente in x per x e [0, a] ; y,y e [o, b] ;

\p(x,y)—p(x, y) I < e uniformemente in x per # e [0, a] ; 2/,i/ e [0, b] ;

I g(x, y)— q{x, y) \ < e uniformemente in t/ per ic,x e [0,a] ; 2/ e [0, è] .

Il nostro teorema si consegue se mostriamo che è anche, qua-
lunque sia z e X{

(1) \p{x, y)—p(x, y) ! < s uniformemente in y per x,xe[0, a] ; «/e[0,ö] ;

(2) I q(x, y)—q{tt, y) I < £ uniformemente in a? per xe[0, a] ; ̂ /, t

Osserviamo allora che da noti teoremi, per Ie ipotesi poste, il
problema differenziale ordinario

, y)

(I) J ~dy^ — /w »' " "' *'
\ «(oc, 0) = <r'(a5)

per ogni z (e quindi g), fissata e soluzione unica del problema (E)
(G) con valori iniziali <T(X)B x(y) fissati, e per ogni x fissato, am-
mette una sola soluzione.
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Analogamente il problema differenziale ordinario

dv(X) y)
dx "• ' '

v(0, y) = x{y)

per ogni z \e quindi p), fissata e soluzione unica del probleraa (E)
>{C) con valori iniziali a(x) e r(y) fissati, e per ogni y fissato, ani-
niette una sola soluzione.

Perciö dimostrare la (1) [oppure la (2)] qualunque sia 0 e Xx

équivale a dimostrare che la soluzione del problema (I) [ovvero
del problema (II)] descrive un insieme di funzioni equicontinue
in x [in y] al variare di G(X) e z(y) in un compatto e quindi di
<J'(X) [di T'(t/)] in un insieme di f iinzioni equicontinue.

Tale dimostrazione si consegue a meno di semplici modifiche
.-séguendo un ragionamento di C. CILIBERTO [4] (cfr. anche A. Zi-
TAROSA [5]).

Notiamo infine che Ie ipotesi del teorema sono soddisfatte ad
esempio se f(x. y, z, u, v) soddisfa ad una condizione di LIPSCHITZ

sia rispetto ad u che a v.
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