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SulPelemento del terz'ordine di una eurra sghemba.

Nota di MARIO V I L L A (a Bologna) (*)

Suiito. - Si dà una rappresentazione delVelemento del terz1 ordine di una
curva sghemba mediante V elica di curvatura e un uUeriore punto.

1, In una Metnoria del 1930, il LEVT-CIVTTA e il FTTBIÜSTI (J) si
occuparono di una « questioncella» relativa ai primi elementi della
geometria differenziale. Più precisamente, in tale Memoria, « si
prende in considerazione Fintorno del terz' ordine di una curva,
^saminando i vari tipi di curve, nonchè una configarazione (dovuta
al BLASCHKE e pare pubblicata nella Memoria) atta a rappresentare
Fintorno in modo geometricamente espressivo».

Dopo aver esaminato vari tipi di curve iperosculatrici una data
curva in un punto dato, curve nel caso generale non del tutto
elementari, gli Autori pongono col BLASCHKE la questione in un
modo un po' diverso : «dato Velemento di terz'ordine d'una curva,
trovare una figura geometrica composta di punti e di rette inva-
xiantemente legata coll' elemento dei terz' ordine e caratteristica
per questo ». E inoltre indicano una configurazione siffatta.

2. D' altra parte, nel II0 Volume delle mie Lezioni di Geometria
{2), dopo aver dato al Capitolo sui contatti di curve piane, di curve
^ superficie nello spazio, quel posto che effettivamente gli compete
per gli studi locali sulle curve, sulle superficie e sulle trasforma-
zioni, ho raccolto sotto un punto di vista unitario i primi elementi
di carattere locale, della geometria differenziale metrica e proietti-
va, che spesso nei trattati propedeutici vengono introdotti, direi
di volta in volta, mentre provengono in definitiva tutti da quella
nozione di contatto.

Come la flessione di una curva sghemba (o la curvatura di una
ourva piana) si puö definire mediante il cerchio osculatore, cosï

(*) Pervenuta alla Segreteria delPIT. M. I. il 20 raarzo 196B.
(£) T. LBVI-CIYITA e Gr. PuBiNr, Sulle curve analoghe al circolo oscu-

latore quando si passa da tre a quattro punti infinitatnente vicini, « An-
nali di Matematiea », Ser. IV, Tomo VII, pp. 193-211 (1930).

(2) M. VILLA, Le&ioni di geometria^ Vol. II, Cedam, Padova, 19fi2.
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ho definito la torsione di una curva sghemba mediante quella dï
una certa elica circolare (che ho chiamata elica di curvaivra) de-
terminata da opportuni contatti (3) (4).

Piu precisamente. ho dimostrato che:
Esistono ocl eliche circolari che osculano una data curva sghem-

ba <£ in un punto semplice ordinario (proprio) 0 di questa (5).
E fra queste ne esiste una sola {V elica di curvatura) la cui
proiezione ortogonale sul piano rettificante (in 0) ha contatto del
3° ordine in 0 con la proiezione ortogonale di 6 su taie piano.

Se la curvra (2, riferita al triedro principale in 0 (asse x la tan-
gente, asse y la normale principale, asse z la binormale), è rap-
presentata, nelFintorno di 0, dagli sviluppi

y — a%x% -+- a3x
3 -+- [4]

(1)
z = bzx

z -+• [4]

{Ie a, b costanti reali e indicando con [4] l'insiemedei termini di
grado > 3), Ie equazioni deU'elica di curvatura a (B in 0 sono

x = — o (r2 sen u -+- hh

y z=z r (cos u — 1)

rh
z = — ^ = ^ (— sen u -4- te),

dove

4a2
4

(3) Si prexnette naturalmente la definizione della torsione di un'elica
circolare.

(4) Si veda, oltre al mio libro già citato, la mia Kota : M. VILLA, Sulla
definizione della torsione di una curva sghemba, Bollettino dell'Unione
Matematica Italiana, Ser. I I I , Yol. XY, p. 47 (1960).

(5) Per punto ordinario s'intende un punto semplice nel quale la tan-
gente ha esattamente contatto del 1° ordine con la curva (cioè un punto
semplice non di flesso).

(6) Seguono Ie - g — - p = — 2a2 , ——^-— =z — 6&3. Si noti che essendo

O non di flesso è a2 ̂  0. Quando (e solo quando) il punto O è staziouario
(&3==0), cioè la curva è piana o localmente piana, 1' elica di curvatura si
riduce al cerchio osculatore.
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3. Il problema da me posto e risolto nel lavoro citato e che
mi ha porfcato alla considerazione dell'elica di curvatura (n. 2)
è di verso dal problema -coasiderato dal LEVI-CIVITA e dal
FuBiNi-consistente nell' assegaare una rappresentazione geome-
trica dell' E3 analoga a quella data per V E% dal cerchio oscula-
tore, ma è chiaro che Pelica di eurvatura con 1' aggiunta di un
altro elemento dà una soluzlone anche di tale problema.

Infatti l'elica di curvatura détermina i coefficienti a% e b% delle
(1). Basterà pertanto un uLteriore elemento che determini V a3 per
avere una rappresentazione delP Ez di (3 in 0.

Ciö si ottiene assai facilmente cousiderando, ad esempio, nel
piano osculatore, VE\ ia 0 della curva (£' proiezione ortogonale
di (5 su tale piauo e la proiettività determinata da tale E!

z fra la
tangente in 0 e il fascio di raggi di centro 0 (7j. In tale proiet-
tività alla normale principale corrisponde il punto V di ascissa

—, sicchè V détermina appunto Yaz.

Haccogliendo :

if'B3 di una curva sghemba in un punto O è determinato dalVeli-
ca di curvatura (in O) e dal punto Y della tangente.che corrisponde
alla normale principale nella proiettività determinata dalVl&'z pro-
iezione ortogonale delVEiz sul piano osculatore (8).

(7) L a proiettività è quella subordinata dalla polarità r ispetto ad una
(qualsiasi) delle oo l eoniche coateaent i VE'Z. Si v e d a : E. BOMPTANI, Ah
cuni invarianti proiettivi di elementi curvilinei, «Rend , de l l 'Aecademia
dei L ince i» , ser. Y I , vol. X X I I , p. 486 (1935).

(8) Se VEz ê sfcazionario, l 'elica di curvatura si r iduce al cerchio oscu-
latore (n. 2).

Si osservi ehe un Es curvilineo (non di flesso, nè stazionario) sta sempre
in uno spazio l ineare &3 in quanto 1' E3 di una curva £ di uno spazio li-
neare Sn(n > 3), si puö sempre pensare appartenente ad una curva (2 del-
l'jS(3)=:5 r

3 osculatore in 0 che abbia un contatto del 3° ordine in 0 con
la curva £. Qaando (e solo quando) a 3 = 0, il punto Y è il punto impropr io .


