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Distanze non necessarianiente t r i angola r i (4)

Nota di SALVATORE CIAMPA (a Pisa) (*)

Suiito. - Precisato il significato di li chiusura topologica indotta da una
funzione-distan&a „ e osservato che, a conoscenza delV autore^ Ie gene-
raliszasioni dei ben noti assiomi che definiscono una metrica conducono
sempre a strutture topologiche uniformi, vien posto il problema della
dipendenza di tale fatto dal modo particolare in cui la chiusura è
stata definita. Si prova che tale dipendenza non sussiste, fornendo
condizioni sufficienti affinché una f^nzionedistanza induca una topo-
logia nel modo precisato e mostrando che non sempre questa topologia
risulta uniformizzabile. Vengono anche stabilité alcune relazioni con
le metriche propriamente dette.

1,1. Introdotta in un insieme, al modo solito, la definizione
*di " distança tra due elementi „ o "metrica,, (2) si puö dare una
opportuna precisazione al significato della frase "elemento a distan-
ça nulla da un sottoinsieme dell'insieme dato „ ottenendo cosï una
relazione tra elementi e sottoinsiemi del dato insieme che ha i
<ïaratteri di una " chiusura o aderenza topologica „ (3). Questa rela-
.zione, come è noto, permette di munire 1'insieme consideratb di
una struttura di " spazio topologico „ (4), piu precisamente di una
struttura di " spazio metrico „ (*).

Le proprietà di cui gode la funzione che si è chiamata " distan-
ça tra due elementi „ fanno sï che la struttura di spazio metrico
risulti abbastanza ricca: per esempio uno spazio metrico è uno
spazio uniforme (5) ed è anche completamente regolare (6) perché
in ogni spazio metrico è verificato Passioma di HATTSDORFF (7);

(*) Pervenuta alla Segreteria dell' U. M. I. il 16 marzo 1963*
(£) Lavoro esegaito nell'ambito del gruppo di ricerca n. 9 del Coraitato

pe r la Matematica del C. ~N. R. nell 'anno accademico 1962-63.
(2) Cfr. [2], § 2, n. 1; [3], cap. 4, pag. 118 (i numeri tra parentesi si

.riferiscono alla bibliografia annessa).
(3) Cfr. [3], cap. 1, pag. 42; [1], cap. I , § 1, n. 6.
(4) Cfr. [1], cap. I, § 1 , 1 1 . 1 ; [3], cap. 1, pag. 37.
(5) Cfr. [1], cap. Il, § 1, n. 1; [3], cap. 6.
(6) Cfr. [2J, § 1, n. 5; in [3] la terrainologia è leggermente differente,

<efr. cap. 4, pag. 117.
(') Cfr. [1], cap. I , § 8, n. 1; [3]. cap. % pag. 67.
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ogni spazio metrico risulta inoltre paracompatto (8) e perciö nor-
male (9) insieme ad ogni suo sottospazio; ecc.

1.2. Si puö chiedere a questo punto se la perdita di qualche
proprietà dello spazio topologico ottenuto, dérivante dalla modifie®
di qualche assioma nella definizione di " distanza „ comporta
anche la perdita del carattere topologico della struttura stessa,.
indotta dalla funzione distanza cosï modificata. -

È ben noto che cosï non è : "se, per esempió, si omette la condi-
zione che elementi distinti abbiano distanza non nulla, ferme
restando Ie altre, si ottiene ancora uno spazio topologico uniforme*
il quale perö non è uno spazio di HATTSDOBFF (l0). Si possono
modificare anche gli altri assiomi in modo da ottenere ancora
uno spazio topologico: un modo è quello indicato dal BOUBBAKI (n),
lo spazio topologico che si ottiene risulta, perö, ancora uno spazio
uniforme.

1.3. Si puö quindi precisare la domanda posta alPinizio del
n. précédente chiedendo se l'uniformità della struttura topologica
sia un carattere essenziale delle topologie indotte da funzioni del
tipo di una distanza.

Si farà vedere che ia risposta a questa domanda è negativa
dando delle condizioni sufficienti perché una funzione — distanza?
induca una topolögia (nn. 4 e 5) e mostrando che in un caso par-
ticolare la topolögia che si ottiene non è uniforme (n. 7).

Alcune relazioni tra gli spazi topologici che cosï si dttengono*
e gli spazi metrici sono indicate nel n. 6.

1.4. Nel seguito con B ed E° saranno rispettiyamente indicatt
V insieme dei numeri reali e queilo dei numeri reali non negativû

Se:

t;A-~B, g : B ̂  C

sono due applicazioni, con g of verra inclicata 1' applica2}ione

A — C
tale che :

g o /(o) = g[f(a)], per ogni a £ A.

(") Cfr. [2], § 2, n. 1.
(Aij Cfr. [2J, § 1, exerc. 2.
(8) Cfr. [-2], § 4, nn. 4 e 5; [3], cap. 5, pag. 156.
(9) Cfr. [2], § 4, nn. 1 e 4; [3], cap. 4, pag. 112 e cap. 5, pag. 159.
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2.1. Si consideri un insieme S e sia T un sottoinsieme del pro-
dotto SxS. Se è assegnata una funzione a yalori reali:

cp : T — B

si possono dare Ie seguenti definizioni:

2.1.1, S e a e S e A C S ,

a * A significa che per ogni numero reale X > 0 esiste un
elemento b e A i a le che:

<p(6, o ) < X ;

2.1.2. SeAÇS:

A = \ a: ae S ed a * A \,

2.2. Osserviamo ora che se si richiede che la funzione:

? ; T — E

assuma soltanto valori non negativi, non si lede con ciö la gene-
ralità.

Posto infatti, per ogni (a, b) e T:

y.(a, b) = max [0, <p(a, &)],

per ogni numero reale l > 0 e per ogni (a, b) 6 T si ha:

7(a, b) < X <=> ?(a, 6 )< X

e quindi, per ogni ae S e per ogni À £ S,

a * A [rispetto alla funzione cp] <=>

<=> a * A [rispetto alla funzione *£\

Nel seguito pertanto s'intenderà:

<p(a, b) >: 0, per ogni (a, b) e Tr

cioè:
cp : T — JS°.

3. Una ben nota condizione sufficiente perche l'applicazioner

A —- A y per ogni A Ç= S r
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. defin. 2.1.2.) sia una chiusura topologica è che la funzione:

? : T — R»

uno " scarto „ (12), cioè sia tale che:

(a) T=SxS;

(b) per ogni a, 6, c in S : <p(a, c) < cp(a, 6) •+- <p(c, 6) ;

(c) ae S => <p[a, a) = 0 ;

e si ottiene, corne già si è rilevato, uno spazio uniforme non
necessariamente completamente regolare, cosa che accade invece
^e si tratta di una "distanza,,, cioè se la proposizione. (c) viene
^sostituita dalla seguente :

(c') per ógni a, b in S : a = b <=> cp(a, 6) = 0.

4. Si consideri ora una funzione :

cp : T — i?°

qualsiasi e prendiamo in considerazione separatamente i quattro
<assiomi di KUEATOWSKI (13).

4.1. & applicazione :

A —>• A, per ogni A CI S,

definita nel n. 2.1.2., è tale che:

(6) per ogni A, B £ S : A \j B = A \J B.

Ii' affermazione (a) segue imm.ediatam.ente dalla definizione :
mei riguardi dell' altra si ha:

se a e A U B, per esempio a e B, accade che:
per ogni numero reale X > 0 esiste un elemento b e B Œ A \J B
per cui:

(«) Cfr. [2], § 1, n. 1; in [3], cap. 4, pag. 119, si trova anche il ter-
" pseudometrica „.

«) Cfr. [3], cap. 1, pag. 43.
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perciö a e A U B ;
«e a 6 i U 5, per ogni numero reale X > 0 esiste un elemento 6̂

nell'insieme A \J B tale che:

©(ftjt, a) < X ;

ora, se esiste un numero reale v > 0 per cui :

0<l<v=>bx$A,

si ha:

6jL e 5, per 0 < X < v

e perciö, posto c\=ba essendo a il più piccolo tra i due numeri
reali X e v̂  per ogni numero reale X ;> 0 accade che:

cxe B e ®{cx , a ) < X,

quindi a e JB e Tasserto è provato.

4.2. Con riferimento alle notazioni introdotte, Ie seguenti propo-
sizioni sono équivalents:

(a) per ogni i Ç i S , A C A ;

(b) V insieme T e la funzione <p sono tali che :
per ogni a G S si ha

(a, a) e T e ©(a, a) = 0.

Che (b) -=> (a) segue dalle definizioni, il viceversa si prova
^onsiderando sottoinsiemi A CI S costituiti da un solo elémento.

4.3. ISTei riguardi del rimanente assioma osserriamo che in
generale non accade che :

A Cl A, per ogni A Ç S.

Si consideri il seguente esempio :
«ia I l'intervallo chiuso costituito dai numeri reali compresi tra 0
<ed 1 e sia J l'insieme costituito dal solo numero reale 2; si ponga :

S = IU J

« si definisca la funzione:
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corne segue:

cp(a, b) = | a—b | , per ogni (a, ôj

<p(-, 2j = (p(2,-J = - , per ogni intero positivo n,

<p(a, 6) = 1, per ogni coppia (a, b) e Sx S non
considerata precedentemente;

posto allora:

A — j et ; a G ƒ e, per ogni intero positivo w, a=j= - f,

si ha:
A = I mentre ,4 = iS.

4.4. Con riferimento alle definizioni del n. 2.1. si fta;
?a proposizione:

(a) Vinsieme T e la funzione <p sono tali che:
esiste un numero reale p > 0 in modo che, per ogni a, 6, c,

iw S, se :
(a, 6)6 T, (6, c)e T

(a.l) (a, c)e T;

(a.2) a=J=c=>cp(a, c) ̂  p min [<p(a, b), <p(6, c)];

(a.3) a 4= c, <p(6, c) = 0 => <p(a, 6) < <p(a, c) ;

(a.4) a=(=&, <p(a» 6 ) < <p(a, c)=>(c, 6) e T;

implica la seguente:

(b) per ogni A C JS, i £ i .

Sia a e ï , allora per ogni coppia di numeri reali positivi X e [A
esistono due elementi b\ e A e ci^eA in modo che:

f(6x , a) < X e cp(cxp,, 6v ) < f*.

Mostreremo ora che per ogni numero reale v > 0 ne esistono
altri due X e \t* tali che:

provando cosï che a
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La cosa è evidente se per ogni v > 0 esistouo X e ^ in modo
che:

0 < X < v e cip = b\i

Supponiamo quindi che esista un numero reale s :> 0 per cui :

0 < X < a, 0 < [x => cxp 4= bx .

Osserrato poi che da quanto si è detto segue che:

(c;i[j., a) e T, per ogni yalore di X e f/.,

«e quanto stiamo dimostrando non fosse vero dovrebbe esistere
un numero reale v > 0 tale da aversi:

9(̂ x̂ .5 o t )> v , per ogni valore di X ei.jx.

Allora, per ogni coppia di nurneri reali positivi X e (JL, da:"

seguirebbe :

<p(cjL|i., a) > v > M. > cp(ĉ p., bx )
« quindi:

0 < X < a => (a, 6x ) e T.

Ora, per ogni fissato valore di X tra zero e a, non pud acca-
dere che:

$(a, 6x ) = 0

altrimenti, essendo (cx^, o>) e T, risalterebbe:

v^cp(cxp,,. aj^tp^xji, & x ) < ^ , per ogni (x>-0,

e questo è impossibile per l 'arbitrarietà di <x. DJaltra parte, sem-
pre per V arbitrarietà di [x, non puö accadere nemmeno il contra-
rio, giacchè allora, essendo:

cx^bx , per ogni jx > 0,
si avrebbe:

0 < p min [v, <p(a, 6x )] ̂  p min [cp(c^; a), cp(a, bx )]

Bfisulta cosî provato quanto avevamo asserito.
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5.1. Si puö quindi concludere affermando che:

Dato un insieme S ed un sottoinsieme T del prodotto S X S sul
quale sta definita una funzione cp a valori reali non negativi, per-
chè V application e :

A — A

definita per ogni A Ç2 S nel n. 2.1.2.. sia una chiusura topologica
è sufftdente che siano vere Ie proposizioni 4.2, (b) e 4.4. (a).

5.2. I/ultima condizione citata, tuttavia, non è necessaria
perche la funzione cp induca nel modo detto una topologia in S:
basta osservare che la pfoposizione 4.4. (a.2) è falsa se la funzione
cp coincide con la metrica euclidea in R.

Himane altresï provato che le distanze propriamente dette
(cfr. n. 3.) non sono un caso particolare dellê funzioni del tipo
considerato nell' enunciato précédente.

Che Ie topologie indotte da queste ultime, poi, con 1' aggiunta
délia proprietà simmetrica per gli argomenti e délia proprietà
espressa dalla proposizione (c') del n. 3., non sempre rientrano
tra Ie topologie indotte da una distanza, verra provato con un
esempio nel successivo n. 7. .

6. Seguono ora alcune proposizioni che permettono di stabilire
qualche relazione tra Ie funzioni cp del tipo descritto nel n. 5.1.
e Ie distanze, cioè ie funzioni cp per cui valgono le proprietà (a),
(b), (c') del n. 3..

Fissato un sottoinsieme T del prodotto SxS in modo cher

per ogni scelta degli elementi a, b, c in S si abbia:

(a) (a, a)e T;

(b) (a, b) e T e (b, c) e T => (a, c) G T;

si indichi con:
4>(T) : Pinsieme di tutte le funzioni:

<P : T — E°

per cui sono soddisfatte le condizioni sufficienti indicate neï
n. 5.1.; per ogni funzione cp siffatta sia p̂  Pestremo superiore di
tutti i numeri reali p per i quali la proposizione 4.4. (a) risuîta
vera;
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A(T) ; l'insieme di tutte Ie funzioni:

S ; T — E°

tali che:

I) S(a, a) — 0, per ogni a e S,

II) (a, b) e T e .(6, c) G T=> S(a, c) < 3(a, 6) -H S(6S C) ;

çF : r insieme di tutte Ie funzioni :

f:Ro — R°

tali che:

I) f(0) = 0;

II) per ogni coppia di numeri reali X e jx si ha:

Si ha allora:

0.1. Per ogni coppia di funzioni <p e *(T) e f e & si ha:

Basta evidentemente dimostrare la disuguaglianza triangolare..
Se (a, b) e T e (6; c) e T con a^=:c, la disuguaglianza è ovvia; se
invece risulta a=\=c, da:

0<min[cp(a, b), <p(6, c)]<cp(a, c)
segue:

ƒo<p(a) c) </"[min [cp(a, 6), <p(6, c)]] =

= max[foco(a, 6), /*o<p(6, c)]^/'ocp(a, b)-*-foy{b, c);

se poi:

cp(a, c) = min [<p(o, 6), ©(&, c)] = 0,

la disuguaglianza è immediata risultando:

foy(a, C) = 0.
Se, infine,

<p(a, c) > min f<p(a, 6), <p.(6, c)] = 0,

allora, non potendo essere:
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-altrimenti, per 4.4. (a), la coppia (c, b) sarebbe in T e perciö:

0 = <p(a, b) > min [<p(a, c), <p(c, 6)]
•da cui:

(Û(C, b) = 0 e ©(a, c) < <p(a, &) = 0

-contro il supposto, si avrà:

a = b oppure cp(6, c) = 0.

Nel primo caso la disuguaglianza è ovvia; nel secondo, poichè
già sappiamo che :

o(a, 6)4=0,
si ha :

0<a>(a, 6)^<p(o, c)
e quindi :

f°<?{a, b)^fo<ü(a, c).

6.1.1. Se Vinsieme T coïncide con S X S, per ogni coppia di
funzioni <pe<J>(T) e f e W tali che :

(a) <p(a, b) = 0 => a = 6 ;

(b) per o^m coppia (a, b)e T: cp(a, 6) = <p(6, a);

(d) /P(X) = O ^ X = O';

accade che la funzione f © <p è ^ma distança in S.

Segue immediatamente dalla proposizione précédente dopo aver
osservato che la funzione composta focp risulta simmetrica ed è
nulla solo se gli argomenti coiucidono se lo stesso accadeva per
la funzione (p.

6 . 2 . P e r o g n i c o p p i a d i f u n z i o n i c p e < î > ( r ) e f e $ p e r c u i r i s u l t a :

posto :

E = i 1 : X reale positivo taie che : 0<ijieu!0=> /"(V) > 2/*([x) j ,

si ha:
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Basta evidenteraente dimostrare che:

per ogni (o> b) e T e (b, e) e T,

a =j= c, Ie E^> cp(a, c) 2> X min [<p(a, 6), <p(&, c)].
Se:

min[cp(a, 6), <p(6, c)] = 0

la cosa è immediata, altrimenti:

/•o'f(a, c)</-ocp(a, 6)-H/o<p(fe, c)^2max[fo ?(a, 6),- focp(6, c)] =

= 2^[min[?(a, 6), <p(6, c)]] < f[l min [<p(a, 6)5 <p(6, c)]]

e quindi:
o(a, c) > X min [<p(a? 6), <p(6, c)].

6.3. /Se Za funzione:

«è tma distança in S e se f e $, allora dalle proposi&ioni :

(a'.l) esiste un numero reale positivo

ƒ(2(A) ^ Xƒ((*), per ogni y. e

(a.2) /?(lx) = 0 = > ( * = 0.

segue che:

lnoltre nella topologia indotta in S dalla funzione composta
ƒ o S gli insiemi finiti risultano chiusi.

Le proprietà espresse dalle proposizioni é.2. (b), 4.4. (a.l) e
4.4. (a.4) sono evidenteraente verificate.

Siano ora a, 6, c elementi dell'insieme 'S:
s é a n c e fo 8(&, c) = 0 anche -§(6, c) =: 0 e quindi :

0<S(a, c)^8(a, 6)
perciö :

f o Ha, c)^>foo(a, b),

risultando cosï prorata la proposizione 4.4. (a.3).
Nei rigaardi della proposizione 4.4. (a.2) osserviamo che, sup-

posto a 4= c, si ha :

0 < S(a, c) < S(a, 6) -f- 8(6, c)

10
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e quindi:

f°B(a, c)>f[î>(a, 6)-4-8(6, c)] > f [2 max [S(a, 6), 8(6, c)]]2>

> X ƒ [max [8(a, 6), 8(6, c)]] = X min [ƒ o S(a, 6), f ° 8(5, c)].

Infine, risultando :

ƒ o S(a, 6) — 0 solo se a = h,

segae che l'insieme A = \~a\-,' costituito dal solo elemento aT

coincide con la propria chiusura; gli insiemi finiti, quindi, sono*
chiusi.

7. Mostriamo ora, con un esempio, che la struttura topologica

indotta da una funzione cp per la quale valgano Ie condizioni

sufficienti indicate nel teorema del n. 5.1. ed inoltre sia taie cher

(a) T=SxS;

(b) per ogni {a, b) e T: <p(a, b) = 0 <=> à = b ;

(c) per ogni (a, b) e T: v(a, b) == <p(6, a);

puö non essere una struttura uniformizzabile ed in tal caso nes-
suna distanza in S puö indurre la stessa topologia.

Sia S Finsieme dei numeri interi e sia:

s : s x S — i?°

la metrica euclidea in S, cioè:

o(a, b) = | a — 6 [ , per ogni coppia (a, b) e S X S.

Sia:

f;RQ^RQ

la funzione per cui:

I) /-(O) = 0

II) f(k) = ^ per ogni numero reale X > 0.

Allora, osservato che per la funzione ƒ ora definita si ha:

/W per ogni X e E",
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il teorema del n. 6.3, permette di affermare che la funzione com-
posta:

induce in S una topologia nella quale gli insiemi finiti sono chiusi.
È subito visto che nello spazio topologico cosï ottenuto ogni

insieme non finito contenuto propriamente in S non puö essere
chiuso, risultando denso in S. Ne segue che sono insiemi chiusi
soltanto l'intero spazio ed i suoi sottoinsiemi finiti. Oonseguenza
di ciö è che due insiemi aperti contenuti in S non possono essere
disgiunti se nessuno dei due è vuoto : il complementare di un
insieme aperto non vuoto è finito e quindi non puö contenere
nessun insieme aperto non vuoto altrimenti lo spazio S risulte-
rebbe costituito da un numero finito di elementi.

Considerata quindi una funzione:

g : S — E,

questa non puö risultare continua se non è costante; se, infatti,
esistessero elementi b ed a in S tali che:

detti E e F due sottoinsiemi aperti di R contenenti rispettiva-
mente g(b) e g(a) e disgiunti, i sottoinsiemi di S:

^ B ) e ~I,\F)

risulterebbero aperti, non vuoti e disgiunti.
Nello spazio S quindi non esiste nessuna funzione continua

che assuma valori distinti su un elemento e su un insieme chiuso
che non contiene quest' ultimo, la topologia di S non è pertanto
uniformizzabile (14)
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