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Alecune stime integrali
di soluzioni di certe equazioni ipoellittiche.

Nota di Bru~o PINI (a Bologna) (%)

‘Santo. - Come nel n. 1.

1. Indichiamo con x=(x,,..,,) ed s =(s,,..,s,) punti dell’ B~
euclideo "reale, con y e ¢ punti dell’ B' euclideo reale. Siano m
.«ed n duae numeri naturali, m pari ed » dispari, m ed » primi tra
loro ed m >mn. Sia P,,_(is) un polinomio omogeneo di grado
m(q — k) in 4s,,...,4s, a coefficienti costanti. Consideriamo I’equa-
zione

q : 3\ 9" u
rm L= 3 Pog-s (55) 5ok =
nell’ipotesi che sia
A2 g“ P ; gk
'(") Ko m(q=k) (_ 'LS)(_‘ 16) :1: 0
(¢ unitd immaginaria)
”
per ogni s e o con |[s|?+*>0 (|s|=( 2 s,?)2); questa condi-
k=1

:zione & necessaria e sufficiente affinché la (1) sia ipoellittica.
I/ equazione
q

{3) 3 Pm('l"k) (__ is))\”k =0
k=0

ha un numero costante, sia M, di radici a parte reale negativa
(sempre le stesse al variare di s se r > 1). Supponiamo 0 < M < ng
{per M — nq si presenta il caso cosiddetto parabolico).
Se hy,..,h,, £ sono interi non negativi poniamo h, + ...
e th,=h e A
Mtttk

hpr— TP
Do Dyt = oM ... oo, Moyt

{*) Pervenuta alla Segreteria dell’ U. M. I. il 9 marzo 1963.
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Se I & un intero non negativo poniamo

[f(®)] = max sup | D', f(x)];
ht..+l=1 =x€R"

se | & posifivo e non intero, indicando con [/] il pit grande intero
minore di /, poniamo

-] ll ’ l "
F@hi®= max sup | DEfia) — DR r(a) |
bUtotip=0 «, 2'€EBr @ —a’ -1
Altrove (') abbiamo provato che:
Esiste al pit una sola funzione u{x, y) di classe c» per y=0,

x € R", tale che

u(®@, y) = O((] % [* + y2rimymM—1)2n)

per | x|+ ym — 4 oo, soluzione di (1) per y> 0. ‘Se, inolire,
posto Dlu(x, 0) =fi(x), =0, 1,..., M — 1, riesce

[f;(a:)]m(b{—l—j)/n < + o0 per mM—1—3j)n intero

M1 Y90 M 1 — 7
[fj(x)]f?n(m_ll_ji))//ﬁ] (M =1l .

per mM—1—j)n mnmon intero,

j:b, 1,.., M —1, esiste allora wna costante positiva C (indipen-
dente dalla f;) tale che

sup | Dy Dyulx, y)| <
x€ R
y>0

M— M- . .
; (M =1 — j)fne[m(M — 1 — )}
< O 2 (@ mr—1—pin +72:0 [fi ) omad g M2 0
2 2

per ogni coppia di interi non megativi h e k per cui wh + mk—

(*) B. Pix1, Problema ridotto di Cauchy per certe equazioni pseudopa-
raboliche, I, II (Rend. Acc. Scienze dell’ Istituto di Bologna, tomo IX,
1962) e III (ibidem, tomo X, in corso di stampa).



114 BRUNO PINI

=m(M—1);

' honlk "o
qup | Do Dyl y) — DLD utw y) |
x€R" ly =y

y!’ yll>0

M—

M—1
>/ ; X Ma1—j)n—[m(M—1—7j
< CCX Tl + 27 [fa)pdlem e st =)

per ogni coppia di mumeri positivi h e k, il primo intero e il se-
condo mon initero per cui mh+ mk=m(M—1). La =’ s’intende
estesa a tutti quegli j per cui m(M — 1 — j)/n & intero e la =" ai
- restanti j.

2. Le righe che seguono forniscono una estensione delle valu-
tazioni precedenti nello spazio L,. Supponiamo 1 < p < —+ oco.
Se I & un intero non negativo poniamo

1

@ i) | By 2 [ Defle)]| des
Rr

se ! & un numero positivo non intero poniamo

e
®) D0 )|y = 5 3 [ [ .
* Wy "R et =0 j=1
: o R
I.Dg] f(xlv-..,xj—lywj-l'-t,mj_’_l,...,xr)—— Z]f(x)ll’

daxdt.

128 pu U]

Se | & intero mon negativo e f(x) e L,(R"), ||D:; fla) Il Lprmy < oo
sard f(x) € WII,(R”) (spazio di SoBoLEV d’ordine intero [); se 1 &
positivo non intero e f(x)e ng(R'), Il !,f]f(x) Il W;’—[l]( rry < 0 sara
flx) e W:, (R") (spazio di SoBoLEV d’ordine non intero ).

Cid premesso, siano X ,.., Ay le radici di (3) a parte reale ne-
gativa; per semplicitdh supponiamole tutte semplici.

Una soluzione formale del problema

1 L(u)=0 per y >0
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(6) D, wiz, 0) = fj(x), J=0,1,., M -1

& fornita da

1 M- . .
™ Y=g B [Gile —E wifi()d:
i=0
ove
. Vs, 4 r
Gilx—8 y) = [e—w(a:—i, * ik ds, (x—58)= 2 (&, —&)s;,
. V(S) k=0
Rr
1 e 1
A Nt
1 ... .. N
P A N Mt
Ver=| . ... ’ Vils, y) = exp (A, y) ... exp (Amy)
A1 M= YU Mt
N A

Proviamo che:

L Se fiiw)e W (R per 0 <j< M —1, allora la (7) &
soluzione di (1) per y > 0 e riesce )

(9) lim “ Dyju(x’ y) —'f;(x) “ L R")™— O) ]: O: 1’ ) M —-1.
Yy — 0 (

Poniamo

@, 9) = gy [l — & O
Rr

E essenziale la seguente maggiorazione relativa al nucleo G:

Per ogni cot)pia di interi non negativi b e k& con k << M esiste
una costante positiva C,, tale che

1+1g (1+y|ff,,L)

[ | 2 \(r+h+m (—])im)z
yzW)

(10) | D" D Gj(x, )| < Cpy

ynlr+h)mtle—j (1 +
per y >0, ze R".
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Per y> 0 si ha

eyt 16|
| Dzh Dyk %i(m, 3!) l < Cy (k+nh )+"/ynrlmp \ H“ € — g ta y) { (r+m|n)lp *
Br ] .

K(lz—E|y)
° yrrio—1imp | H(|x — |, y) | @—1D+m/n).p

dg,
avendo posto per comodita
H(lxz—8|,y)= 1+ |x—E[ ymm2,

K(lz—E], y)=1+I1g(l + |z —Z|/ymm).

Ne segue

| D2 Dy, ) 1| By < Cy=plhotniim+j .

[fiG1r dg
-/dw VH (@ —E], y) jr+min ynrim *
R R

( | K(lxe— &), y)irp—1) gt \p—t
. IH(lm__E!,y)‘r-{—m/n yn,,‘/m) <<
Rr

1 ds
(| —El, y) {rtmin gynrim

< Cily—P(k+”hIM)+Pj[l f;(g) ;Pds jl H
B Rr
da cui
(11) | D" Dy* s, ) [ &, mry < Cy—ptnbimitpi || f(@) || 2"

con C costante positiva dipendente solo da h e k. In particolare
si ha

(12) im || D u,(x, )|l _zry=0 per k=0,1,..,5—1.
h — 0+ ’ P

Poiche €’ (R & demso in L,(R), esiste una successione

{0,;(2)! di funzioni € C5 tale che lim || o, ) - f;) | L&) =0.
7n —+ 0
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Si ha
Il D u; (2, y) — f{#) | LR =

o1 )
< Il oy [ D7 Go— 5 WO — o0 O [ e+
R

+ 1 oy [ D, Gy @ — &, 9) s E — 9052 || )

“+ || @i (@) — (@) | (&7 -

Il terzo addendo a secondo membro — 0 per # — co; a causa-
della (11), ove si ponga h =0, k=j e f; — ¢,; al posto di f;, si ha
che anche il primo addendo — 0 per » — oo; per ogni fissato »
il secondo addendo — 0 per y — 0 + (perche

lim f D 6,( — &, ylay O = g,5(z))
Y~ 04
Pertanto
(13) lim || Dy u; (e, y) — fi@) || Lr" =0
y— o+

Sia ora j << k<< M — 1. Supponiamo dapprima m (M —1 — j)/n
intero. Posto

, ) 1 k .(s’ y)
D.:G oo — | p—im D:V
v Onle —5 y) = /e #—%, %) ['s [mM=1—)]n : st) ds

Rr

8i ha

2
(14) DG = (— 1ynM—1—))izn Amm(M—l—f)/2"Dy" Gz (Ax = é 4 2);
) h—1 0%}

e quindi

1
! Dyh %j(w7 y) ‘ == } (z.n)r fom(M—l—j)Ianyk ij (x - E’ y)ﬂ(i)di
Rr
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<02 [1DrGul—ty)| | Demst=iing ) | a,
Rr

intendendo con ¥ una somma di un numero finito di addendi
del tipo di quello scritto; poiche

yM—1—kK(jx—2%,9)
yrrim  H{jao—%], y) {rmin

| D,* ij(m_g, Y| <G

wi ha
|:D£m(M—1—-j)/nf}(£) | P
g H([e— £, y) 177

| Dy w; (2, y) |? < Cyp(M—1—Fk) 3 [

Rr

d; -

(/ | K(|z —&|, y)ip/e—D) z)p—l
"\ Sy H([w—E ] y) frimine @

Br
-onde
11D, a1y, ) 1) sy < Cyp—s—0) || D midi—s=oinf, ) | %,z
e quindi
{15) Jm D e o) [z =0, j<k<M—1.

D’ altra parte se o(x)e Cy si ha

lim [ D, Gy — & ol =0
Rr

X —s 0

-onde, approssimando D,"(M—i—pinf (x) con funzioni di classe Cy®
nella metrica L,(R"), si oftiene, con un ragionamento analogo a
-quello fatto sopra,

(15) lim || D,M~1u,(, y) || L&" = 0.

Y — 0t

Supponiamo ora j<k<<M—1 e m(M —1—j)/n non intero.
Poniamo m(M —1 —j)2=nl +1, 0<hi<n e

1 .Dyh V,'(S, y)

DECER GRS

D} Gy — 5, y) = [ gmi(e—t, )
Rr



ALCUNE STIME INTEGRALI DI SOLUZIONI DI CERTE EQUAZIONI, EcC. 119
onde
{16) | D} Gy = (— 1)+ A 2 D> Gyt .
- 2Mn & non intero; se 0 <2:\n <1 & 2=[m(M —1—j)/n] e in

questo caso si.pud scrivere

1 y
D )| = | g [0 Gt — 5 v et | <
Rr
<cz} [)a DD Gyt o — 5 9)| 1DE 1) —

2l
— Dg f;‘(gn ) Eh—l y Ly s Eh+1 y ey &) | id

poicheé
+oo
0
f 7, Do D G @ — & ), = 0.
—0

D’ altra parte

yAnim— K (@ —E, y)
ym'/m | H(| @ — Z s r+m(M—j)in—2l v

I Dm,Dyk G'jk* (w - E’ y) | < C’”

onde

| D u, (w, Y r< CyP(M—l—k> s 3
h=1

|_De f;(g)“‘Dﬁ f;(vn h lyxwgh—.-n*-agr)lp .
- |2, —E, |1+p(m(M—1—1)/n—2l)
Rr

dE

. yn(r-l)/m 3 . ( Vtélz:—zt;’ y) ir—l-i-mln ‘.
t+h

| 2, — &, |\P/p+m(M—1—7)n—2b)|(p—1)
* yn/m
R
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| K (] —E], y) tole— & \p—
. ‘ H(] x—t |, y) | r—1Fm[nt-(1f-m(M—1—j)/n—2l)p|(p—1) ym‘lm)

Percid

T
| D w; (2, y) || L mr) < CypM—1—H0) EhE .
=1

. 400

'[d“’ [lDélfi(E)—‘Délﬂ(zn"'sEh—wwnazh-&n'--:gy)[”
h

= Br

az -
rol1q i >
l x, — &, 11 { p(m(M—1—7j)|n—210)

f dx, ... dx_,,_,, dz,, , ... dzx, <
r r—1-}-m|n
Rr=t gyn(r—nim } H ( V D (@ — &), y) %
t=1

th

(M—1~K) 2l ) !p R .
< Cyr [1-Da f3@) (Vg madt—s—pin—atgr) -

Di qui seguono nuovamente le (15) e (15').
Infine se & 1 << 2i/n < 2 riesce 21 +~ 1 =[m(M — 1 — j)/n]; ana-
logamente al caso or ora esaminato si ha

D uy(, 9)| < €3 3
=1

0 1
[ D2 G — 2 D | 5
R '
procedendo come sopra si arriva al medesimo risultato.

II. Se per y=>0 & Lu)=0; per ogni y>0 ¢& Dju(x, y)e
e Wy PRy e || Djul, y) || £ — 0 per y — 0+, 0<j<
<M—1; se |ul@y)l @)= Oy’ per y— +oco; allora
u(x, y) = 0.

Sia U{x — &, y —n) soluzione fondamentale relativa all’opera-
tore L ; fissato un numero p > 0, poniamoci nel semipiano y > pmi»,
Poniamo 3x—§ y—n)=(|x—E|*+ |y -—n|m)2 e indichiamo
con e(x—¢&, y —n) una funzione tale che e(@ —& y—n)e Co, e=1
per 3(x—E y—n)<<p/2,e=0 per dx—§y—n)=p 0<e<1
per p/2 <8(x —&, y —n)<p. Indicando con L* Paggiunto di L si ha.

u(x, y)= J | u, NL¥Ulx —& y — n)e(x — & y —n))didn

plz<8(x—E, y—m)<p



ALCUNE STIME INTEGRALI DI SOLUZIONI DI CERTE EQUAZIONI, ECO. 1321

. . R
da cui, sostituendo # con D,,D’;u,

1p
| DEDlute, 9)| <( [\ DEDuE; ) fodidn) -
S(@—&; y—n)=<p

( [17#0@ 4 y— i —t, y— ) pio-dzan

)(p—l)lp
ple<d(z—£, y—mn)=<p

onde

, \1lp
| Dipbute, )| <0 sup ([ DEDkuC, ) o )
ly—n=emi™ g,

ove C(p) & una costante dipendente da p che non interessa espli-
citare. Si ha anche

| ulee, y)| < Clp)  sup  [Jul@, ) |5 (rr) < Clely™—
ly—mn|=pm/m

per y— —+ oo Poiché Vequazione (1) & ipoellitica riesce u(x, y) e C®
per y=pmin; & |ul@, y)| =0 (| [+ yeimm—viz) per |+
+ ymim —w 4 co. Per il teorema di unicith e per l'ipotesi che
Dlu(x, y) € W;”‘M-‘_j)l"’(R‘f) per y>0, la wu(x, y) si pud, per y>e>0,
rappresentaré mediante la formola

\ L
ulx, y) =r;

o | Gt — b y—oDiuts 9

Rr

L’ ulteriore ipotesi -che IID;u(x, y)||Lp(R,)-—-»O per y—0-+
assicura che u{x, y)=0.
Proviamo ora che:

IIL - Nelle ipotesi di 1. se nh—+ mk=m(M —1) con h intero
non megativo e k non negativo intero oppure no, se 1 << p << + oo,
plk—[k])>1 per tutti i k non interi per cui nh-+mk=m(M—1),
allora esiste una costante positiva C tale che, essendo u(x, y) la
funzione (7), riesce

. M—
h ’ ;
||DzD’;u(x, ?4)”Lp(Rf) < C(;Eo I Dm(M—l-J)Infj(x)“Lp(Rr) +

M-—1

Y
-+ ;E:',; I -D:[zm(' 1 I).’Vb]fj(x) ||W;n(M—1—j)|n—[m(M—1—j);n]( R,>)
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se h e k sono interd,

| DDy uiz, y + B — DDy ulz, y)lp o VP
tp(k—[k]) )

<C( z I|DM(M_1—’)'" )HL (Br) +

+ 2,, I D[m(M—l—J)]"] fi(x) ll“,m(M-—-l—])In—[m(M—l—;)]n](R,-))
j=o

se k & non inlero, essendo le somme X' e X' estese a quei valor:
di § per cui m(M — 1 —j)/n é rispettivamente intero oppure no (t > 0).

Se nh +mk =m(M — 1), k intero ed m(M — 1 — j)/n intero,
allora si ha

| DZDjus(a, 9) Iy, (rr) < C Ul DM 50 (17, (3

se nh+mk=m(M — 1), k intero ed m(M — 1 —j)n non intero, si ha
|| DEDyus(, ) IIg, (g <

<] D[M(M~1 -J)l”Jf HWm(M—1—-))|n—[m(M—lﬂ])[”](Rr) ;

se nh +Mk:(M — 1), k non intero, si maggiora nel modo indi-

cato, rispettivamente per m(M — 1 —j)/n intero ed m(M — 1 — j)/n
non intero, la quantith

( / | DeDFuz, y +'t) — DyDWuz, o)) dx)"”.
. tp(k—[kD
Rr

Proviamo 1’affermazione nel caso piu complicato che k ed
‘m(M — L —j)/n non siano interi. Ci limitiamo a supporre k<Cj;
nel caso di k£ >>j si possono fare ragionamenti analoghi utilizzando
~ relazioni del tipo (14) e (16).
Posto per comodita m(M — 1 —j)/m =« si ha

| DEDPue, y-+ 1) — DD )| =

ds _ .
= ' f @y / Dy DG w — &, y -+ s)DLIfE)dE
0 R
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e poiche A — [«] > 1 (essendo m(M — 1 —j)/n non intero mneces-

0 ph—i—ia)

sariamente & k<j), se D 1= P
’ 1

supporre,

, come si pud sempre

|f =3 [P ey DY~ D <

c ds
<C)yTe—rrm
0

f | D¥IE) — DPfi(y s B,y ey B

Rr

) > (r—14m|n)p
|y — &, [o-+pla—tein(y + sw—mmpzﬂ( V 5@ y+)}

( bae, — ¢, | (1+p(a—[a]))l?
o)

K(Jlx—E&|, y+5s)

y . s)nr(p——l)]mp {H(jx — &, y+ s)ir+min)p—1)ip+h+(+pla—{a])lp dt

da cui

d
| DD e, y+ 1) — DD e, )l < ¢| [ sieerm
o .

| D%..a]ff(g) - Dla]f](xl 3 Ez 5. Er) |p

T

lwl—zmlﬂw—lav(wsw—ulm{ (]/ 2 @—b) y+s

B
t
< C’/ds .
0

Dlele __D[a] ] £ £)lp

| D 1) g,y &y ey &)
: Y r—i+min d

o0y — &, [Pea—lal(y + S)”(r_l)lmzﬂ(‘/lz (@5 f’!"‘S)}
' =2
R -

t

( ' ds v p—1
) /(y -+ s)P(l—k-}-[k])/(p__l))

.0
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e quindi
| De Dy, y + ) — DaDifluse, y)le
to(k—[k])
Rr
-0 +0
C p
< wo—pep | B | der,-
—o —00
| DE®) — DYy, By s BIP
A 3o Br
Rr—14 :
t
o d,
« {ds / r—1fmn
(y+s"(”—1)lm: (L y—f—s)\z
[ Rr—3

t “+co 40
ds p—1
'( f(y+s)p(1—k+[k])1<p‘—1)> <C fd&,fdxl )
0 —0 —

214 8y pled
[[D fj(E) D I‘J(xn 29y ey Er) lp dE,...dE,°

|2, — &, [rtp(a—[aD

r—-—i

t

¢ ds P
" fpk—(k]) (y + s)pa—k+[kDI(p—1) '
0

I/ ultimo integrale si maggiora ponendo 0 al posto di y (poiche
e p(k —[k]) > 1); quindi :

. t ds p—1 p—1 p—1
=D \ | [y + s)P<1—"+"‘D/<P—1>) < (W '
o
Pertanto

| DZD[yk]u,(x, Y+ t)— DZD[yk]uj(x, )P

tp(k—[k]) dze <

Rr

< C “ Dgn(M—x.—i)'ftlh(x) ||QV;)»(M—1-—j)l'n-—[m(M——l—j)|n] (Br)*



