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DeterminazioBe ai connessioni prospettive.

Nota ai FBANCESCO SPEBANZA (a Bologna) (*) (**)

Snnto. - Si riferiscono i Hsultati d'una ricerca nella quale si determi-
nant) Ie connessioni prospettive (in una varietà d'iperpiani) soddisfa-
centi a condizioni prefissate.

Suminary. • Some results on the détermination of perspective connexions
satisfying to given conditions are related.

1. In questa Nota espongo i risultati di una ricerca su certe-
connessioni proiettive in una famiglia d'iperpiani d'uno spazio-
proiettivo ; Ie dimostrazioni, qui sempre omesse, appariranno>
insieme a maggiori dettagli sugli argotnenti trattati, in un lavoro*
di prossima pubblicazione negli « Atti dell'Accademia delle Scienze
di Bologna ».

Nel seguito, la varietà descritta da un elemento a, A^ ... si
indicherà con | a \, | A j , ... rispettivamente.

Consideriamo un insieme d'iperpiani d'un o spazio proiettivp-
Pn (w>l), i quali, nello spazio duale T[n, costituiscano una varietà
rappresentabile localmente^ in forma parametrica, con funzioni
differenziabili di classe C4 ; sovente in ciascun iperpiano a si
fisserà un punto A (elemento principale). Associando a ciascun a
un punto B ^ a, detto polo, si ha allora in \ a \ una connessione-
proiettiva Vw, cosï definita : quando a descrive una varietà y oo1,,
per ogni posizioné o 0 6 | la tangente alla curva descritta da uu
punto M Ga, nella posizioné Mo relativa ad a0, passa per il polo-
JB0 associato ad a0 (cioè, con linguaggio infinitésimale, VM Bi n ^
proiettando da B su a gli iperpiani infinitamente vicini) (').

Seguendo E. BOMPIANI ed E^TEA BORTOLOTTI, tali connessioni
si dicono prospettive. Esse sono state per lo piu studiate nella.
ipotesi clie gli a siano gli iperpiani tangenti ad una ipersuper-
superficie nei rispettivi A, e che B sia intrinsecamente legato»

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'U. M. I. il 28 febbraio 1968.
{**) Lavoro eseguito nelFambito fdell' attività dei Grruppi di Bicerca,

Matematica del Consiglio Kazionale delle Ricerche.
(£) Per la bibliografia, si veda ENEA BORTOLOTTI, Spasi a connessione

proiettiva, (Cremonese, Roma, 1941 ) ; J. A. SCHOUTEN, Bied Calculu&
(Springer, Berlin, 1954).
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ad \ a !. In questa ricerca invece, oltre alle ordinarie ipotesi di
differenziabilità, non si è fatta alcuna ipotesi né sulla natura o
sulla dimensione di j a l , I A | , \ B \ (% né sulle corrispondenze
f ra tali varie ta ; puö accadere, ad esempio, che ad u n ° a siano
^associati infiniti JL, o infinifci B ; allora a andrà pensato corne
•sostegno di infinité fibre. Dalle cô3truzioni geoTnetriche dei vari
>tipi più sotto elencati apparirà chiaramente quando ciö si présenta.

Conviene tener separato il caso n > 2 dal caso n = 2.

2. Ho dimostrato che Ie cönnessioni senza torsione (Vr) sono,
per n ^ 3, Ie seguenti :

1) \B\ è una superficie; a dascun B si assodano, corne
j>unti A, i punti d'una curva (o eventualmente un solo punto) del
piano tangente a \ B \ in B, in modo che, quando A descrive una
curva integrale délia varietà anolonoma ottenuta associando A
«ed a, B descriva una curva la oui tangente passa per A.

2) J A \ è una eurva, ed i B relativi ad A descrivono una
retta per A (3).

3) Gli a sono tangenti ad o o l , V h { l ^ h ^ , n ~ 1) nei rispettivi
jpunti A ; si ha inoltre un B per ogni Vh.

4) { A ! e { B | sono due curve, riferite biunivocamente (4).

5) j B i è una curva, e gli A relativi ad ogni B stanno sulla
«tangente a j B j in B.

6) Gli a sono tangenti ad una Vk(l^k^n — 1) nei rispet-
Mvi punti A, o sono iperpiani d'una stella di centro A.

7) B è fisso.

OSSERVAZIONE. - Fra le Vr del tipo 1), particolare interesse
presentano quelle per cui a ciasoun B si associa un solo A ; allora,
o si ricade in uno dei tipi successivi, oppure si ha questa

(2; Tali connessioni r ientrano quindi in quelle che sono dette, a volta,
-spazi di £ Ö N I G .

(3) Quando un elemento di \/n (qui a) non è nominato, s ' intende che
*è arbitrario (purchè Â£a$B). .

(4) Qui e nel seguito, quando si parla di corrispondenze biunivoche
s(od uuivoche), sarà sempre sottinteso « loealrnente » (quindi, ad es., nel
tipo 3), si ha un B per ogni V^ ia un' opportuna regione di j V^ | ).
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| B \ ed ] A \ siano dae superficie, e su \ B \ si fissi un sistema
oo1 di curve (y) ; a B si associ, come A, l 'intersezione di J A j con
la tangente in Ê alla curva y per B. Corne a si consideri un
.arbitrario Pn^y contenente la tangente alla curva corrispondente.

3. Indichiamo con \/M Ie connessioni proiettive (necessariamente
senza torsione) per Ie quali 1' omografia O associata ad un ciclo
infinitesimo della base (5) è un7 omologia di centro A (6), con VAT
quelle per Q è un'omologLa speciale di centro A (7), e con V i Ie
connessioni integrabili (per Ie quali 1' omografia associata ad un
ciclo omotopo a zero è l'identità) (8) ; e con V M ; \7N, V Z Ie V n

dei tipi anzidetti.

Ho dimostrato che :

I. Le V M (n > 3), non necessariamente \/N , sono Ie seguenti :

1) | JB | è una curva non rettilinea, e a ciascun B si associano,
come A, punti della tangente ivi a | B \.

2) A e B descrivono la medesima retta, e sono riferiti in tutti
i modi possibili.

3) Si hanno oo1 a, ciascuno contenente uno o oo1 A ; i B re-
lativi ad ogni a descrivono una curva, la cui tangente in B passa
per A.

4) In P 3 si assuma, come \ a |, un inviluppo oo2, e, come \ B\,
una superficie, riferiti biunivocamente in modo che rette corrispon-
denti nella proiettività indotta f ra gVintorni del 1° ordine siano
'Complanari ; A è il punto di contatto di a con il relativo inviluppo.

(5) Pei ' il modo in cui va preso det to ciclo, cfr. E . B O H T O L O T T T , op.
cit. in t1), p . 148; B . C A R T A N , Sur le variétés à connexion affine et la
théorie ae la relativité généralisée, « A n n . E c . Forna . S u p . », (s. 3 ) : t. 40,
pp. 325-412, (1923); t. 41, pp. 1-25, (1924); t. 42, pp. 17-88 (1925): v. n. 34.

(6) Con altre parole, si puö dire che tut te le rette pe r A sono uni té .
P e r queste connessioni, cfr. E. CARTAN, Sur les variétés à connexion pro-

jective, «Bul l . Soc. Math. F r a n c e », t. 52, pp. 205-241 (Î924) ; E . B O R T O -
LOTTij op. cit. in (M, p . 160 e segg.

(7) Sono cioè uni t i in Q sia A che i punt i del suo intorno del 1° ordine.
(8) Si dimostra, che se l ' immagine tangenziale di un sistema di cu rve

uscenti da A (che riempiano una regione di | A j ) in una fibra ha diraen-
sione > 3, e se in Q v i sono m rette indipendent i uni té (m = dimensione
dél ie fibre), V è integrabi le : cfr. r isul tat i analoghi nelle op. cit. in (6).
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II. Le Viv (n > 3), non necessariamènte V J ? sono Ie seguenti t

1) \ A \ e \ B ! sowo cfo*e curve, riferite biunivocamente in modo
che la tangente a \ B \ in B passi per A.

2) A è fisso, e B descrive tina retta per A<

3) Gli a sono oo1, a ciascuno essendo association1 A contenuH
nel P„_g caratteristico ; a ciascun a si associano, corne B> i puntï
d'una curva riferiti agli A in modo che la tangente a \B\ in B
passi per A.

4) | A | è una curva d'un Pk (l^k-^n — 2), e gli a sono oo1

P„—x per Pk, associati agli A in tutti i modi possibili. Per ogni ar

i B relativi descrivono ttnâ curva la cui tangente in B passa per A.

5) Gli a sono oo1 Pw_^ ; ciascuno contiene un solo A ed è ivi:

tangente ad \ A \. I B relativi ad a descrivono una retta per A.

6) 1 a j è un inviluppo conico oo1, \B\ una V2-cono, entramW
di vertice A ; ad ogni a si associano i B d'una génératrice.

I I I . Le V / sono le seguenti :

1} B è fisso.

2) Gli a sono oo1, e si ha un B per ogni a.

S) a è fisso.

Si constata che per i tipi 1) e 3) di V/ il gruppo d'olonomia G
si riduce ail'identité, mentre nel tipo 2) G è omomorfo al
gruppo fondamentale délia base (si possono dare esempi in cui G
consiste delFidentità, corne pure esempi in cui çio non accade).

4. Una connessione proiettiva taie che, allorchè a si porta
in a ' , i si porti nell'elemento principale relativo ad a', si dira
centro proiettiva (Vc). Le connessioni Vc prospettive (Vc) sono-
le seguenti :

1) A descrive una curva, ed i B da associare a ciascun A s i
trovano sulla tangente ivi ad \ A \ .

2) A e B descrivono la medesima retta, e sono riferiti in tutti
i modi possibili (è un caso particolare del précédente).

B) i è fisso.

5. Se in ogni fibra F di uno spazio a connessione proiettiva
V esiste un iperpiano 6JFT, il quale, allorchè F si porta in F, si
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porta in b^, , si avrà (assunto bjr come iperpiano improprio di F)
che V è una connessione affine V î (9)- Sui vettori délie fibre F
S/A indüce una connessione lineare : quando questa è integrabile,
S/A è a curvatura nulla {S/AK). Sulle direzioni non orientate
delle F S/A induce una connessione proiettiva : qùando questa è
integrabile, V i è a parallelismo assoluto locale (V^p).

Detto F lo spazio dua]e di F, indichiamo con V la connessione
indotta da V 'in \F\. Come elemento principale in F assu-
miamo &#». Si constata allora che:

Una S/A è una V Za cui V sta \Jc, & viceversa.

Una \7AP è una V la, cui V sia V c e S7M, e viceversa.

Una S/AK è una V la» cui V sia Vc e Viv, e viceversa.

Una S/AI (connessione affine integrabile) è una V la cui V s*a
Vc e S/i, e viceversa.

ISTelle Vn affini (V^), indichiamo con a° il P„—! congiungente
5 con il P„_2 improprio di a. Allora ogni v S è individuata da
una eert a configurazione | a, a°, JB j : eseguendo, in tale configu-
razione, Ie sostituzioni

a — B. a° — A, B - * a,

si ha una configurazione che dà una Vc- Se la VA è una V 2 P ,
o V5x, o VÜi, la Vc è pure una S/'M, VS", V I rispettivamente ;
e riceversa.

Ho dimostratOj facendo uso di questa osservazione, che :

I. Le v l sono Ie seguenti :

1) GU a° formano un inviluppo oo1, e gli spazi impropri
(degli a) ne sono i P n _ 2 caratteristici ;

2) Gli a formano un fascio improprio, cioè hanno tutti il
medesimo P n _ 2 improprio (è un caso particolare del précédente) ;

3) a° è ftsso (quindi lo spazio ambiente è un spazio affine,
ed iperpiani infinitamente vicini sono riferiti per proiezione
paralléla).

(9) Usiamo il termine « connessione affine » nel senso di E. CARTAN,
op, cit. in (5) (presciadendo da relazioni fra Ie dimensioni della base e
delle fibre); cfr. A. LJICHNEROWICZ, Théorie globale des connexions et des
groupes d'holonomie (Cremonese, Eoma, 1955), p. 88 e segg.
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II. Le V!LP {n>3), non necessariamente V^z, sono Ie seguenti:

1) Gli a costituiscono un fasdo improprio.

2) Gli a costituiscono oo1 fasci improprio tali che lo spazio
tangente ad | [aa**] \ lungo ogni [aa°] sia un Pn-r. Per tutti gli a
d'un medesimo fasdo improprio si assuma, corne polo, uno stesso
B nel P„—! relativo al fasdo.

III. Le S7*AK (w>3) , non necessariamente S7AI, sono le seguenti:

1) Gli a costituiscono un fasdo improprio ; i poli relativi ad
ogni a variano in un iperpiano del medesimo fasdo,

2) In uno spazio affine, si considerino oo1 fasci impropri, e,
per ogni fasdo, un polo improprio.

IY. Le V^7 sono le seguenti:

1) In uno spazio affine, si assuma corne polo un punto impro-
prio fisso. o

2) Si hanno oo1 a, ed un polo per ciascuno di essi;r[aa°] è
fisso, opptire descrive un sistema oo1, ed, in questo caso, lo spazio
tangente ad \ [aa°] j lungo [aa°] è a ° .

3) a ed [aa°] sono fissL

OSSBRVAZIOJSTE. - Le V^P °h e siano pure V r sono date, I ra le
i sopra elencate, dalle seguenti condizioni ulteriori :

per il 1° tipo : per ogni a, B descrive una curva la cui tan-
gente passa per A.

per il 2° t ipo: corne A in dascun a, si assuma Vintersezione
con la tangente a \B\ in B.

6. Per quanto riguarda il caso n = 2, è subito visto, anzitutto,
che ogni Vr è pure \7M- HO dimostrato poi che :

Le V r sono Ie seguenti :

1) Gli a sono tangenti ad una curva nei rispettivi A, oppure
sono rette del fasdo A.

2) I A J è una curva; per ogni A, B descrive una retta per A,
o resta fisso.

3) Nel piano, è data un' arbitraria corrispondenza B — A ;



DETERMINAZIONI Dl CONCESSION! PROSPETTTVE 107

come a7 si assuma la tangente alla curva trasformata della curva
principale (10) del piano j B j passante per B,

4) \B\ e una curva; ad ogni B si associano. come A, punti
della tangente a \ B \ in B.

5) Dato un sistema oo1 di curve, ad ogni A si associ come a la
tangente ivi alla curva passante per A. Si fissi un B per ogni curva.

6) B è fisso.

Le \7N, won necessariamente Vi , sono :

1) Si consideri un'arbitrarià corrispondenza dualistica para-
bolica (n) B '—>• a, e come A si assuma il punto car alter istico del-
V inviluppo canonico cui appartiene a.

2) Come \ A \, \ B \ si assumano due curve, riferite biunivoca-
mente in modo che la tangente a j B \ in B passi per A.

3) Gli a costituiscono un inviluppo oo1, e gli A sono i relativi
punti caratteristici : quando a resta fisso, B descrive una retta
per A.

7. Per quanto riguarda le Vc e le \/A , oltre ai risultati dei
nn. 4, 5 valevoli per n qualsiasi, si osservi clie ogni V^ è \/AP .
Risulta inoltre che le \/AK , non necessariàmente S7AI, sono le
seguenti :

1) Si assuma, come corrispondenza B-+a, una corrispondenza
dualistica parabolica, le cui curve canonieke siano rette tali che il
punto caratteristico del relativo inviluppo sia, su ognuna di esse,
Vintersezione con il relativo a, e taie punto si assuma come punto
improprio di a.

2) Le a formano un f as do improprio : i poli relativi ad ogni
a stanno su una retta del medesimo fascio.

3) in un piano affine, per ogni fascio improprio si ha un
unico polo improprio.

(l0) Cfr. L. MURACCHENI, S Me tras for tnazioni puntuali fra piani pro-
iettivi sovrapposti, << Boll. U. M. I. », (s. 3), v. 9, pp. 360-366 (1954).

(u) Cfr. F. SPERANZA, Proprietà proiettive délie trasformazioni dualisti-
che, «Boll. II. M. I . », (s. 3), v. 12, pp. 552-565 (1957).


