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Osservazioni su un noto teorema di Jackson

Nota di 8. GUERRA (a Pisa) (¥) (*¥)

Sunto. - E noto il classico teorema d’ approssimazione di Jackson relati-
vo a polinomi algebrici. Esso assicura che, se f(x) é continua in [—1,1]
(*) e w(®) é il modulo di continuitc della f(x), relativo al tratto &, fis-
sato U'intero n, esiste almeno un P,(x), di ordine non superiore ad n,
e una costante M tale che

1
| ) — Pufa) | < Mo, )

Questo teorema puod leggersi mei trattati di teoria dell’ approssima-
zione (2).

La letteratura sull’ argomento lascia aperta, per quanto io sappia,
la questione dell’ ottimizzazione della costante. In recenti teoremi, dati

2

nella bella monografia di Korovhin (3), si trova M =1 —f—n§ che mnel-

U uso pratico é poi arrotondato in M = 6.

Scopo di questa breve mota é di far vedere come, utilizzando la wme-
desima tecwica di Korovkin, si pud effettivamente costruire, con U uso
det coefficienti di Fourier della f(x), un polinomio P,(x) che verifichi
la disuguaglianza soprascritta con M =1 (come é dimostrato mel teo-
rema del n° 3).

1. Richiamiamo per semplicitad di esposizione alcune notazioni
e risultati riferiti in [2].
Sia f(x) una funzione continua su [— =, 7] e sia

L2 L . .
5+ 2 (a, cos ix + b, sen ix)
i=1

la sua serie di FOURIER.

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’ U, M. I. il 16 febbraio 1963.

(**) Indirizzo dell’autore: Istituto Matematico dell’university di Pisa.

(*) Usiamo la parentesi quadra per significare intervallo chiuso.

() Cir. ad es. nella bibliografia (in fondo alla nota): [1] alla p. 361;
[2] alla p. 84; [3] alla p. 304.

() Cfr. I’ opera indicata in [2].
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Consideriamo, con KoROVKIN, I’operatore lineare, di ordine #,

(48] oulfy ) =+ + E Pz (a cos ix + b, sen ix) =
1 )
;[ , cosz(t—x) at
4==1
—T
essendo pi") =1, 2, ...; ¢=1, 2, ..., ») un’arbitraria matrice di

numeri (*).
Se la funzione f{x) ha periodo 2n 1’operatore (1) pud scriversi
nella forma

ks
1
2) onlfy ) = = f fu + x)¢,(u)du
(4
essendo
1 & (n) . -
9,.(u) =5+ Y pi  cosiu (7).
i=1
Prorp. I° (%).

Se ¢,(u)=0, u € [—=, 7], vale la disuguaglianza

Pror. II° (7).
Esiste un polinomio trigonometrico pari di ordine #,

_1 o m )
9. (u) = 5+ Pl COSU + ...+ py COS MU

godente delle proprieta :

a) 9,(u)=0, b) P(ln)= cos —

(4) Cfr. [2] alla p. 68.

(3) Cfr. [2] alle pp. 70 e 71.
(6) Cfr. 2] alle pp. 71 e 72.
(") Cfr [2] alle pp. 75 e 77.
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Indicheremo, con KoRoVKIN, col simbolo A4,(f, ) I’ operatore (2)
corrispondente ad un tale scelta di o,(u).

2. Avvertiamo che in questo numero ci riferiremo sempre a
funzioni continue col periodo ©/2"}, essendo 7 un intero non ne-
gativo assegnato, anche se ¢id non sara esplicitamente detto.

OSSERVAZIONE 1° (§)

Se per la fix) risulta

a, R . )
f@) > 5 + 2 (a, cos iz + b, sen ix),

1=1
allora :
a,=b =0 per ogni 4==0 (mod. 2').
LEMMA TI°.

Se per la f(x) risulta

(X)
flae) oo —2—°+ p (a cos 7z + b, sen ix)

allora U operatore (2), di ordine N = 2'n, relativo alla f(x), assume
la forma

™
1 %
3) on(fy ) =_ ff (2—r +x ) o (w)dae (%)
—T
essendo
1 2
(4) eu(t) =5+ I pr’ cos ku.
Poiche
ki
27‘
arer = —[f ) cos k2 xdr = — / flx) cos k2raxda
-7
27

(8) Ne omettiamo la facile dimostrazioue.

(>) B su questa forma assunta da oy, per ogni r fissato, che si fonda
il teorema del n° 3.
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e
s
T 2r
1 ar
bror = = flac) sen k2 xdax — - fl) sen k2 xdx (1°)
g '
or
risulta
onl(f, %)= §° 2 | aer cos k(2 @) + brar sen k(2rx) | —
r
or
2r

= £t §2+ % o cos b(2r(t — )]} dt
~F

e quindi, posto 2"(t — x) = u (}!), e tenendo cento della pos. (4),

on(f, #)= ff (2, + a:); 5+ g] p(") cos ku:du = %ff (g—r +ac)cp,.(u)du.

—T

Lemma II°.

Se ¢,(u) =0, u e [— =, =], allora

(5) | onlf, &) — fla) | <o (o)} 1+ 5 v Vi—

essendo w(8) ¢l modulo di continuita della f(x), relativo al numero
5 >0, ed m un tntero positivo qualsias:.

(*°) Queste due uguaglianze seguono facilmente. Basta tener conto che
la funzione continua f{x) & periodica di periodo =/2r—! e osservare che
I'intervallo | — =, n] contiene 2" intervalli ciascuno di ampiezza =/2"—!.

(%) Per la periodicita della funzione integranda, chiamiamola A(u), risulta

—

/l(u)du _jl(u

—n—2

cfr. [2] alle pp. 70 e 71
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Poiche dalla (4) riesce subito

1 kg
7 | entein =1
-
si pud scrivere
== j flo)o, (u)du

e quindi

on(f, ) — flx) = ,% fn[f (g— + x) — ﬂx)] on(u)du.

-T

Seguendo un ragionamento di Korovkin (**) si ha allora, dalle
ipotesi e per note proprieta del modulo di continuita (*3),

| onlf, @) —f(x))éij Nf(,;i,-&—w) — flx) | on(u)du <<

(2012 et (5)2 [ (2101 ) s —

( ; fq;,,u)du—f- f|u|<p,, du

e quindi, per la Prop. I° segue il Lemma II°.

(12) Cfr. |2] alla p. 73.
(13) Cfr. [1] alla p 60.
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COROLLARIO.

Risulta
| AN(f, x) — fle) | < o (;;) (1 + 2:—;)

essendo An(f, x) I’operatore (3) corrispondente al polinomio o,(u)
definito nella Prop. 11°.

Dalla (5). posto m ==, si ha infatti

| An(f. x)—f(m)}£m<i>%1+g; Vn%‘/l—cos i %:

n-+ 2

oY = \_
=“\n torTsen g T )=

OSsSERVAZIONE 1T°.

Se per la funzione continua o¢(0) risulta

(o)
9(8) oo %" —+ ’El | arar cos k(276) + bror sen k(276) |

e o(8) & pari allora
Gy ()
(6) AN(o, 0) =5 +kL1 ok axzr cos k(276).

LeMma [IT1°.

L’ operatore (6) puo rappresentarsi, qualungue sia r,nella forma
P, (cos 276), essendo P, (x) un polinomio algebrico di grado n.

Posto

cos 270 —= x
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si ha
cos k(270) = Tx(cos 2r6) = T'(x),

essendo T'x(x) il polinomio di TCHEBYSCHEV, di prima specie, di
grado k, e allora risulta

a, n
An(y, 8) = E" +k§1 pg‘)akgr Tk(cos 270) = P,(cos 276).

Lemma IVe.

Se woff, 3) & il modulo di continuita detla f(x) continua in [—1, 1]
e o, 8) & il modulo di continuita della

ki T
9(0) = flcos 276), 6 e [— o @]
risulia
(¢, 8) < off, 3)
Poichs
|2, — x| =] cos 278, — cos 270, | << 2r | 6, — 0, |

si ha infatti

olg, = max |o(6,) —¢6,)|= max |flcos20;)—
27 | 0—01 | < 3 27| 0,0, | < &

— f(cos 276,) |< max | fzg) — flx,) | = off, 3).

| wp—ar | <&

3. Siamo a questo punto in grado di dimostrare il seguente:

TEOREMA.

Se la funzione f(x) & continua in [— 1, 1] esisle un polinomio
algebrico P,(x), di grado non superiore ad n, tale che

) o)~ Py <o (1))

"

essendo off, 8) il modulo di continuita della f(x) relativo al numero
8> 0.
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La sostituzione
x =— cos 270

muta intervallo — 1 <<x <1 nell’intervallo — ;g 6 << 21, e la

fix) in una funzione ¢(0)=f(cos 276), pari, continua col periodo =|2r—.
Per il corollario del LEMmMA II° si ha

2

[ An(e, ) — o8| <o (0,) (1 +571):
poiche, per il Lemma ITI°
| An(e, 0) —o(8) | =
— | P,(cos 278) — flcos 276 | = | P,(x) — flx) |

e, per il LeMma IV,
1 1
© (cp, ;&) <o (f, ’;I/) ,

| fia) — P(a)| <(f%)(1+2L+1)

risulta

Questa disuguaglianza vale qualunque sia r; poiché # non di-
pende da r, passando al limite per = — oo, segue la (7).
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