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Sulla traccia
delle funzioni oio mor f e di potenza p-es i ma sommabile.

Nota di G. GEYMONAT (a Pavia) (*)

Siinto. . Si caratteri&sa la traccia sulla frontiera délie funzioni olomorfe
e di potenza p-esima sommabile in un aperto regolare e limitait* del piano.

Ê noto che il problema della traccia sulla frontiera di una
funzione olomorfa in un aperto Ct limitato del piano complesso è
stato ed è tuttora ampiamente studiato; non mi risulta perö che
sia ancora stata data una caratterizzazione della traccia di una
funzione olomorfa in fi ed ivi di potenza p-esima sommabile (p
reale, 1 < p < -+• oo). La caratterizzazione che qui ottengo è una
estensione di quella classica per una funzione olomorfa in O e
continua in O (v, ad es. MÜSKHELISHVTLI [6], WALSH [71).f

1. Preliminari.

1.1. Sia Cl un aperto limitato sufficientemente regolare del
piano euclideo reale R* delle 05=(a:J, xt) di frontiera F; noi per
semplicità e poichè non abbiamo in vista di dare Ie condizioni
migliori possibili su O per la validità dei risultati, supporremo
senz'altro che O sia di classe C00 anche se questa condizione puö
essere notevolmente ampliata. Possiamo allora supporre cheesistano:

a) una famiglia | Q IO^T<T0 di aperti di classe C* di frontiera
FT dipendente dal parametro T, O ^ T ^ T 0 < 1 tale che lim QT = fi;

6) una famiglia | 0, | ( t = l , 2, .„, IJL) di aperti limitati di R*

tali che r c Ü °M rtCI (J 0 M e per i = 1, 2,..., jx esista un omeo,
i=o i-o

morfismo gx (di componenti glX{x) e g,t(x)^ indefinitamente diffe-
renziabili e a jacobiano 4=0} di Ötï chiusura di 0,, su Q = [— 1-

Pervenuta alla Segreteria deirU.M.l. il 15 ottobre 19(32.
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-+• ï[s per cui sia (indicando cou tz=(tlits) il punto generico di Q):

(1-2)

sussistendo inoltre le abituali condizioni di compatibilité (').
Si puö ad es. prendere corne famiglia di aperti OT quella degli

insiemi QT cosï definiti : sia in ogni punjo P di F, v(P) la normale
a F in P interna ad Q; sia PT il punto che su v(P) ha distanza t
da P, 0 <, T <; T0 < 1 con x0 sufficientenente piccolo ; FT sia V in-
8ieme dei punti PT al variare di P su F; QT è allora l'insieme
contenuto in n che ha corne frontiera FT.

Mediante il sistema | 0,, gt\ risulta anche definito un omeo-
morfismo 8T di FT su F ponendo:

(1.3) Ux) = fTW*). 0) Yx 6 FT fi 0(.

È immediato allora verificare che ÔT e l'inverso QÇ1 sono omeo-
morfismi di FT su F e di F su FT indefinitamente differenziabili
e le cui derivate sono limitate da costanti indipendenti da ?, fissato
che ne sia l'ordine.

1.2, K(Q) èr lo spazio lineare délie funzioni olomorfe in Q.
D(Ô) è lo spazio délie funzioni a valori complessi indefinitamente
differenziabili in O = il jj F • D(F) è lo spazio délie funzioni a
yalori complessi indefinitamente differenziabili su F.

Noi utilizzeremo anche gli spazi W8»P(F), S reale, — 1 < S < 1 ,

p reale, 1 <ip < H- OO, per i quali rinviamo ad es. a LIONS-MA-

GEKES [5]; rico_rdiamo qui brevemente che gli spazi WS'P(F), s
reale, a0 <;s <. 1, possono essere introdotti in vari modi, ad es.:
Ws P(V) è lo spazio délie wêL^Fj (3) tali che:

ff I / - Ai I I-I" VS

(*) Cîoè: se 0t f| Oj 4= 0» %z¥h ©siste un omeomorfismo JtJ indefinita-
mente differenziabile a jacobiano > 0 di gt(O$ (\ 0?) su g*(O% f| O3) taie che:

(*) LP(T)= W*Fi£) p reale, l^p<-f-oo, H lo spaxio di BAXAUI délie
w di pot en/a p-emraa sommabile su f.
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con la norma:

TV

Si definisce poi per dualità W9>t(T) 8 reale, —l<s< ;0 , ponendo:

1 1
W> P(T) = ( W*>P\T))< H 1.

Si hanno i seguenti risultati:

PROP. 1.1. (v. [5]). - ®(r) è denso in Ws'P(r), - 1 < s < 1.

TEOR. 1.1. (v. [2]). » NelVipotesi del n. 1.1 per ogni p reale,
1 < p < -f- oo, Vapplicazione u -* you = u |p di 3)^0) «w ®(r) si pro*
lunga per continuità in una applicazione lineare e continua ancora
indicata con u ~ you di W ^ t t ) (3)

Analogaraente a quanto ora fatto si introducouo gli spazi ®(rT),
^ ^ ( 1 » , S reale — 1 < s < 1, p reale, l<p < -h oo; si ha allora
la seguente (v. [4], [3]):

PROP. 1.2. - iVeHe ipotesi del n. 1.1 per cp€S)(rT) si definisca

(1.4) 6T*?(x) = cp(67iia!));

Vapplicazione <f - ^ 6*y si prolunga allora la continuità in una ap-

plicazione lineare e continua u — ô*u di W8>JHrT) jn W S » P ( F ) jïer

ogni s reate con — 1 < s < 1; inoltre 6* è un isomorfismo e si ha:

P<rT); Ws» P(D) ^ l -

c( costante indipendente da T.

(3) Indicata con ^^(fcj , fc2) una coppia di numeri interi > 0 si pone
e

— u,

essondo lo spazio delle u di potenza p-eeima sommabile in Q}

è lo spasio di SOBOLEV delle u tali che l)ku£Lv(Q), | * | < 1 con
la norma abituale* È ben noto che 2)(ö) è denso in W^J^Q).
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Sia ora u £ W1» P(O), allora è anche u g W> P(QT) e quindi si
puö considerare la traccia YO,T^ 8U F T elemento di W1"1^, P(1V); in
virtù délia prop. 1.4 Ô*(YO,TW) è un elemento di W 1 - 1 / P , *>(r); per
comodità si scriverà

6i ha allora la seguente proposizione ;

PROP. 1.3. - Nette ipotesi del n. 1.1, per ogni p reale, 1 < p < -h oo,
e per ogni ufW'-PjO) si ha:

(1.6) lim || f0|Tu
T

1.3, Considerato in Ô Toperatore di LAPLACE

seguendo una nomenclature introdotta da LIONS-MAGENES (V. [5])
indicheremo con D°£p(Cl), p reale, l<p<-» -oo , lo spazio di BAN ACH
délie u£Lp(Q) tali che bu€L*{Q) munito délia norma:

(1.7) || u W^P (Q) = ( || u \\P
LP{Q) 4- || AW | £ P ( Û ) ) * .

Si hanno i seguenti risultati (v. [5], [3])ï

PBOP. 1.4. - ®O) è dewso in DAP(n).

TEOS. l.â. - NélV ipotesi del n. 1.1, per o^ni p reale, 1 < p < -+- oo,
Vapplicazione u ~ you definita per u Ç ®(O) si prolunga per conti-
nuità in una applicazione lineare e continua ancora indicata u -^ you
di D^(H) stt W-^P^F) ed inoltre:

(1.8) lim || f0)Tu - Tüu |!A^i/ptP(V) = 0.
T — O

1.4. Sia ^P(ll) = K(Q)nip(n) lo spazio di BANACH délie funzioni
=u(xx, x^)-t-ii)(xx, xt) olomorfe in O ed ivi di potenzap-esima

sominabile munito délia norma

l w ''-rr-n =
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per le propriété note delle funzioni olomorfe risulta che u{xif xt)
e t?(acM xt) sono fuuzioni di LP(Q) armoniche associa te in O e
quindi u, v Ç D°± p(fX). Dal Teor. 1.2 si ricava allora che you e fofc
appartengono a W~l/p,p(r) e quindi yow = Yow •+• ̂ ïov è i n W—Vp.^r).
Ri8alta cosi che w -^ yonj è una applicazione lineare e continua di
XP(Q) in W~XIP>P(V\; si pone allora in modo nat (ir aie il problema
di caratterizzare il codominio di tale applicazione. Taie caratteriz-
zazione verra data suocessivamente (v. n. 2.3).

Dal teor. 1.2 si ha anche la seguente formula:

(1.9) Um || fo,Tw - yow Hur-^'^r) = 0.
••o

Poichè la restrizione di w ad OT appartiene ad K((lr) f\
allora Y<>,TW € ®(rT) e quindi si puö scrivere, per ogni z $ FT ed in
particolare per ogni s g r T | j r , 1'integrale:

Si ha di piii la seguente

PROP. 1.5. - Nette ipotesi del n. 1.1, si ha :

ove < , > rappresenta la dualità f ra W-*/p-p(r) e W1—i/p',p'(r)»

- H- —# = 1 e Ç* Za variabile corrente su F.
P P

Dnr. - Tnnanzitutto si ha, applicando la trasformazione (1.4),

ove J-(C*), per il modo col quale è stata definita la trasformazione
0* (v. propr. 1.2) e per Ie a) e 6) del n. 1.1, appartiene a ®(F), è
4=0 e verifiea

Hm mai | J^Ç*) — 11 = 0
(Ml) T ~° ***v

Hm max | D(Ji(C*) — U I = 0,
'1
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Si ha allora che per ogni sg r T

' — z'

- | U y °'T>-

• — z

ove < , > rappresenta la dualità fra ^^-^^.^(r) e W1—>*'.P'(r)> e
C|(s), c4(z) sono costanti indipendenti da T ; dalla (1.9) e dalla (1.11),
segue quindi l'asserto.

2. Caratterizzazione della traocia di una funzione di

2.1. Nelle ipotesi del n. 1.1 su O e su F, assegnata <p6 W~VP.P '̂1),
studiamo alcune proprietà della funzione di variabile complessa
z = ajj -•- ixt :

ove < , > rappresenta la dualità fra W-^P^V) e W1-1/

- -H —, — 1, e dove Ç = Ç -t- <-»i.

È immediato verificare che tv£K(K) per ogni aperto üC tale
che K f] F = 0 ; si ha di più f vale infatti la seguente

PROP. 2.1. - Nelle ipotesi del n, LI su ü e su r, indicata con wl

la restrizione di w ad Q, wx 6 LP(H).

Dm. - Per dimostrare che wx(z) appartiene ad L\£l) è suffi-
ciente dimostrare che per ogni &(xx, x^ Ç ®(0) si ha

!'

con c costante indipendente da | .
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Posto a tal fine per (;, y\) £ O

C2.3 = f—^p dxdx
l 2

per un noto teorema di CALDERON-ZYGMUND (V. [1]) risulta per
ogni p', 1 <^p' < H- oo, poichè f €

con A, Al9 At indipende^ti da (i>. Bisulta quindi in definitiva
/*€ W^P'iiï) e

con Ci costante indipendente da »f ; per il teor 1.1 esiste infine la
lraccia yof con yo/€ Wri-1/P/P'(r) e vale la maggiorazione :

c i c t II + Il<2-4) II ïo/ I V - * * ' - p ' ( 0 ) ^ c* i

con ct costante indipendente da <J/.
Kiprendendo la (2.2), poichè ty(xï9 x%) ha supporto compatto

contenuto in iï, risulta:

/ wx{xx -f- ixt)^(xl, aj

-Iov4- < . > rap[>rPhenr» la fliialita Tra W—



3 7 6 O. GEYMONAT

Dalla (2.4) si ricaya allora per ogni •!/ 6 ®(O) :

jw '^-t-txJtKx,, xt)dxtdxt

o

1

con c3 e quindi c4 indipeudenti da 'i>. c. v. d.

OSSERVAZIONE 1. - Dalla dimostrazione fatta si ricava anche

e cioè ç - * w , è wmi applicazione Uneare e continua di W—
in KP(O).

Sia ora il' un aperto limitato di 22* di classe O° e di frontiera
P' taie che Ö sia strettamente eontenuto in Q\ sia poi O" = n' —fï;
risulta allora che Q" è un aperto di R* di classe C00 e di frontiera
r' y r ; evidentemente, indicata cou «;,(») la restrizione di w(s) ad
Q", taie funzione appartiene ad K(Q!% Si puö perö cou ragiona-
mento analogo a quelfo svolto nella dimostrazione délia prop. 2.1
dimostrare che wt € LP(O"). Si osservi infine che anche © ~* wt è

applicazione Uneare e continua di W-^PflP) in

2*2* In virtù délie considerazioni svolte in 1.3, 1.4 poichè
fV^KHfl) esiste la traceia y+w di wl su r e yj"i f W - ^ ^ r ) ;
analogamente wt g K^fi") ed esiste la traccia di wt su P |J r',
detta y~w la traccia di wt su r si ha Y7"»V 6 IV-^PCr),

Si pone allora in maniera naturale il problema di sapere se
esistano relazioni fra y^w, Y<T*Ü e ?î iu particolare se sia possibile
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dimostrare la classica formula (v «H es. ]*6])

(2.5) iS*> — ï 7 w = <p,

yalida, come è noto, se * è sufficientemente regolare, per es. se
tf 6 ®0O (e quindi anche $w © i7w sono in

Il problema ora posto viene risolto dalla seguente

PROP. 2.2. - Nelle ipotesi del n. t.l per f e quindi per yfvr e
rv in W-ilP'PÇT) si ha la formula:

(2.5) Ŷ *W — T^w = <p in

DIM. - Sia © € W-**»P(r), allora per la prop. 1.1 esiste una
successione \<fn\ di funzioni cpHÇ®(r) che converge in W—^P'PiT) a <p.

Ad ogni <p„ si associ poi la funzione:

2.6)

Hora per il ragionamento sopra fàtto, esistono ŷ "«?w e
e inoltre

quindi per w -* oo Yô w« tende a Y^W © Yo"wn t^nde a Y<TW in
W—1'P»P(T); poichè infine per ogni n risulta Yô w« — ïö"wn = *„ si
ha, passando al limite per w -^ oo :

Y+w —. T - w —: cp in W-^^HO, c v . d.

2.3. Siamo ora in grado di risolvtro il problema-posto nel
n. 1.4 e cioè di caratterizzaro il çodominio dclla npplicazione
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TEOR. 2.2. - Nelle ipotesi del n. 1.1;

1) se wÇJCP(f>) allora esiste la traccia yow — <p 6 W-i;p»p(r) e
verifica la

2) viceversa, se *€ W—^PIP^'J e verifica la (2.7) allora la funzione

appartiene ad JCP(O) ed è toZe cfee vo\vl = ®.

DIM* - 1) Sia w(s) 6 ^(O) ; per quanto visto nel n* 1.4 esiste
W~W»P(r) ed inoltre yo,TWÇ®(rT); vale quindi la formula

integrale di CATJCHY per ogni 0^QT ed yi particolare ogni ^ ^ O :

(2.8)

Per la Prop. 1.5 si ha che per T — 0

2fa J % — z

tende a

per ogni z $ V e quindi dalla (2.8) per T ~ 0 si ha la (2.7).

2) Dato cp€ W—üP'PiV) che verifica la (2.7) si costruisca la
funzione tv(z):

Per la (2.7) risulta

= 0 Ys $ Ö
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e quindi detta w, la restrizio^û di w(z) ad ü" si ha w2 = 0 in
H"; quindi:

Y^w = 0 in W-^

Risulta allora per la prop. 2.1 e pet la prop. 2.2 che detta w, la
restrifcione di n? ad O, wx £ ̂ (O) e YoW, = y+w = o> in W-*'***^)»
c. v. d.

OSSERVAZIONE. - Per Ie ipotesi fatte nel n, 1.1, V risulta com-
posto da uu contorno esterno To e da un numero finito di contorni
Vlf r , , •.., Tp a due a due senza punti cotuuni, tutti di classe C09.

Fis8ati il punto s{h) (fe = l, 2 , . . . , p) nelPaperto Umitato di fron-
tiera ï \ , sia to)^)j la successione costituita da tutte le funzioni

Ç (v==:0> 1» •••'! * = !•» 2i -M P)- C o u ü ragionamento

abituale che si usa anche nel caso classico si dimostra *»iioi.a che la
(2.7) équivale aile seguenti condizioni

(2.9) < ? 5 o > t > = 0 ft = l f 2 , . . .

che dunque possono essere prese corne condizioni caratteristiche
per la traccia su T délie funzioni di

BÜBLIOÖRAFIA

[1] A. CALDERON • A. ZYGMQND» OU the existence of certain singular
intégrais, «Acta Math.», 88 (1952) pp. 85439.

[2]TE. GrAGLiARDO, Caratterizzaziotie délie tracée sulla frontiera relative
ad alcune classi di funzioni in n variabîli, « Kend. Sem« Mat. Padova »,
21 (1957), pp. 284-305.

[8] Gh GERMON AT, Sul problema di Dirichlét per le equazioni lineari ellit»
fiche, «An. Se. I^orm. Sup. Pisa», Vol. XVI (1963), pp. 225-284.

[4] J. L. LIONS • E. MAGES es, Problèmes aux limites non homogènes (II )y

«Ann, Inst. Fourier 11» (1961), pp. 187-178.
[5] J. L. L[ONS • E. MAGSNES, Problemi ai limlti non omogenei (III),

«Ann. Se. Korm. Sup. Pisa», vol. XV f 1961), pp. 41-103.
[6] 1$. I. MUSKKLÏSHVILI, Singtilar intégral exultions (translated from Rus-

sian» P. Woardhoff. W. V. 1953.
[7] J. L. "WALSH, Interpolation and approximation by rational fonction s

in the complex dontiin, Coll. Piibbl. vol. XX, « Am. Math. Soc», 1933.


