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Sulla traceia
delle funzioni olomorfe di potenza p-esima sommabile.

Nota di G. GeyMonar (a Pavia) (¥)

Sunto. - Si caratlerizza la traccia sulla frontiera delle funzioni olomorfe
e di potenza p-esima sommabile in un aperto regolare e limitato del piano.

E noto che il problema della traccia sulla frontiera di una
funzione olomorfa in un aperto Q@ limitato del piano complesso @
stato ed & tuttora ampiamente studiato; non mi risulta perd che
sia ancora stata data una caratterizzazione della traccia di una
funzione olomorfa in Q ed ivi di potenza p-esima sommabile (p
reale, 1 <<p < - oo). La caratterizzazione che qui ottengo & una
estensione di quella classica per una funzione olomorfa in Q e
continua in @ (v. ad es. MUSKHELISHVILI [6], WaLsH [7]).

1. Preliminari.

1.1. Sia Q un aperto limitato sufficientemente regolare del
piano euclideo reale R* delle x = (x,, x,) di frontiera I'; noi per
semplicitd e poiche nmon abbiamo in vista di dare le condizioni
migliori possibili su Q per la validita dei risultati, supporremo
senz’altro che Q sia di classe C®.anche se questa condizione pud
essere notevolmente ampliata. Possiamo allora supporre che esistano:

a) una famiglia { Qlo<r<r, di aperti di classe C© di frontiera
I'; dipendente dal parametro 7, 0 <<t <<, <1 tale che lim Q. =Q;

Tes0
b) una famiglia |0, (¢=1, 2,..., v) di aperti limitati di R*
¢ B
tali che ' |J O0,, T, J 0., e per i =1, 2,..., ¢+ esista un omeo,
=0 i=o0
morfisme g, (di componenti g, (x) e g,(x), indefinitamente diffe.

renziabili e a jacobiano £=0) di O,, chiusura di O,, su ():[— 1.

t?

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’ U. M. 1. il 15 ottobre 1962.
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+ 1]* per cui sia (indicando con t=(t,,?,) il punto generico di Q):

(1.1) g(T [} 0)=:@ [ {t, =01,
(1.2) gT:N0)=@QNity=—rl,

sussistendo inoltre le abituali condizioni di compatibilita ().

Si pud ad es. prendere come famiglia di aperti Q. quella degli
insiemi Q. cosl definiti: sia in ogni puntg P di I, v(P) la normale
a I in P interna ad Q; sia P; il punto che su v(P) ha distanza t
da P, 0 <<t<<t, <1 con t, sufficientenente piccolo; I': sia !’in-
sieme dei punti P. al variare di P su T'; Q; & allora I’insieme
contenuto in Q che ha come frontiera TI'..

Mediante il sistema } 0,, g,i risulta anche definifo un omeo-
morfismo 6, di I': su ' ponendo:

(1.3) b-(x) = g, (guflx), 0) Vz€ I': (] 0.

E immediato allora verificare che 6. e I’inverso 6, sono omeo-
morfismi di Ur su T e di " su I'; indefinitamente differenziabili
e le cui derivate sono limitate da costanti indipendenti da =, fissato
che ne sia lordine.

1.2, HQ) & lo spazio lineare delle funzioni olomorfe in Q.
D(Q) & lo spazio delle funzioni a valori complessi indefinitamente
differenziabili in Q=0 (JT' . D(I') & lo spazio delle funzioni a
valori complessi indefinitamente differenziabili su T.

Noi utilizzeremo anche gli spazi W#?(T), s reale, —1 <<s <1,
D reale, 1 <p <+ o0, per i quali rinviamo ad es. a Lions-Ma-
GENES [5]; ricordiamo qui brevemente che gli spazi Wap(l), s
reale, 0 <s <1, possono essere introdotti in vari modi, ad es.:
Ws.p([') & lo spazio delle u € L?(I) (%) tali che:

— »
ffurf}:—yj%(g%} de,da, <<+ o0
rr

() Ciod: se O, N 0, @, 1+, esiste un omeomorfismo J,, indefinita-
mente differenziabile a jacobiano >0 di ¢,(0, f 0,) su ¢.(0, N O;) tale che:

95(%) = J,,9,(x) Vx€ O, N 0.

(?) Lr(I)= Weo »(l) p reale, 1 < p <+ o, ¢ lo spazio di Baxaci delle
u di potenza p-esima sommahile su I
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con la norma:

1 [l oy = ( B0y + f | ac)—u(y) [rd zdcy)xlp

y ll-fpl

Si definisce poi per dualitd W= ¢(I') 8 reale, — 1 <s <0, ponendo:

1
We. p(T) = ( W »T)) S =1
(C)={ ) p+p
Si hanno i seguenti risultati:
Prop. 1.1. (v. [5]). - D) & denso in WsP(I'), - 1 <8< 1.

Teor. L.1. (v. [2]). - Nell’ ipotesi del mn. 1.1 per ogni p reale,
1 < p < + oo, Vapplicazione u — yu=u|r di DQ) su DI) si pro-
lunga per continuila in una applicazione lineare e continua ancora
indicata con u — y,u di WHLP(Q) (}) su Wi=/p,1(T),

Analogamente a quanto ora fatto si introducouo gli spazi (I,
Wap(I'y), s reale — 1 <<8<<1, p reale, 1 <p<{+oo; si ha allora
la seguente (v. [4], [3]):

Prop. 1.2. - Nelle ipotesi del n. 1.1 per ¢ € DI:) si definisca
054 € D) con

(L4) 6" 9l) = (67 ()3

Vapplicazione ¢ — 00 si prolunga allora la continuila in una ap-
plicazione lineare e continua u — 82 u di Wspy) in WsP(I) per
ogni s reale con —1<s < 1; inoltre 8} & un isomorfismo e 8i ha:

(1.5) 167 [lews pey; wo ey =< ¢

con c, costante indipendente da- ~.

(%) Indicata con k= (k,, k;) una coppia di numeri interi =0 si pone
k|=k +k e
Diu = _o%u DO, Oy — u.
8904"18.'2,*'2'
L1Q) essendo lo spazio delle u di potenza p-esima sommabile in Q,
W1 1Q) & lo spazio di SoBoLEV delle u tali che Du € L?(9), | k| =1 con
la norma abituale. ¥ ben noto che 9(Q) & denso in W* Q).
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Sia ora #¢ W4 ?Q), allora & anche u¢ W ?Q;) e quindi si
pud considerare la traccia yo,-% su I'; elemento di W!~—V/» A(I'.); in
virta della prop. 1.4 6¥(yo,«%#) & un elemento di W?'=!»#[); per
comodita si scrivera

L * R
Yo, <% = 0 (Yo, u);
si ha allora la seguente proposizione:

Prop. 1.3. - Nelle ipotesi del n. 1.1, per ogni p reale, 1 <p <+ oo,
e per ogni w € W p(Q) si ha:

(1.6) Ea.moll Yo,r = Yo |lwyi—/p, By = V.

1.3. Considerato in Q Voperatore di LAPLACE

o 2®
A= a_a:T’ + 5:'”—2,
seguendo una nomenclatura introdotta da LioNs-MAGENES (v. [5])
indicheremo con D}P(Q), p reale, 1 <p <<+ oo, lo spazio di BANACH
delle « € L*(Q) tali che Au € L?(Q) munito della norma:

1.7) 1% llpge (g = (Il 11770 + Il A% |77 1P

Si hanno i seguenti risultati (v. [5], [3]):

Prop. 1.4. - 9 0) & denso in DI F().

Teor. 1.2. - Nell’ipotesi del n. 1.1, per ogni p reale, 1 << p < + oo,
Vapplicazione u — y,u definita per u € 9(Q) si prolunga per conti-
nwitd in una applicazione lineare e continua ancora indicata u — y,u

di DY N(Q) su W—ip-P(T) ed inolire:

(1.8) P:{lo Il o, x2 — Yo |{\y—vp, by = 0.

1.4. Sia H7(Q)=K(Q) [} L) lo spazio di Baxach delle funzioni
w(z) = ulx,, x,) + iv(x,, x,) olomorfe in O ed ivi di potenza p-esima
sominabile munito della norma

il 'l'vmn ) |
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per le proprietd note delle funzioni olomorfe risulta che wu(x,, =x,)
e v(z,, x,) sono funzioni di L#(Q) armoniche associate in Q e
quindi u, v € DYP(Q). Dal Teor. 1.2 si ricava allora che yu e Yy
appartengono a W—/p,p(l') e quindi y,w =y, u + 47,0 & in W—p.p(T).
Risulta cosi che w — y,w & una applicazione lineare e continua di
®AQ) in W-1p,2(I'); si pone allora in modo natarale il problema
di caratterizzare il codominio di tale applicazione. Tale caratteriz-
zazione verrd data successivamente (v. n. 2.3).
Dal teor. 1.2 si ha anche la seguente formula:

(1.9) Him || Jo,x — Yo [[w—1/#2(ry = 0.
T=—*0

Poiche la restrizione di w ad Q. appartiene ad () [} D),
allora yo,- € D([7) e quindi si pud scrivere, per ogni 2¢ ' ed in
particolare per ogni z2¢ I |J T, I’integrale:

L [(ro,)E; 1))

om | t—2 dg Vz¢T-|JT.

Si ha di piu la seguente

Pror. 1.5. - Nelle ipotesi del n. 1.1, si ha:

10)  lim b [ ot g = % < ramie,

1—-0

1 \
C*—z> Vz¢rT

ove <<, > rappresenta la dualita fra W=ipr.p(I) e Wi—vp',p'(),

1 1
l_’ i)— =1 e T* la variabile corrente su T.

Div. - Innanzitutto si ha, applicando la trasformazione (1.4),

L (o, )QE 1 (o, mm)(EH) L
Ziﬂr/ —z 2 —z
r

Vz¢r-yr

T

ove J-({*¥), per i1 modo col quale & stata definita la trasformazione
0F (v. propr. 1.2) e per le a) e b) del n. 1.1, appartiene a (I), &
F0 e verifica

lim  max {JAH)—1[=0
(1.11) o el
lim  max | I(JCH— D |=0,
enr

~—h)
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Si ha allora che per ogni z¢I':|JI*
1 (o)
2iw

{—2z

1 1
) — 5 <)), m—3> ' =

T

1 [(Jo,e)ET(HAC*, 1 1
Z\(@H 1o C*—-;( e )—27‘<(*((,rv)(§*), c*—___';>|£
N

1 ~ J(*
= "2; <C (To,'r’m - Yo'm)(C*)y C*( ) > (
J(0H —1
5 <K, Tt > <

< ¢4(2) || Yo, — Yo,xw llw—aipsppy + €2) || JoE*) — 1 || y1—aip) o' )5

ove <, > rappresenta la dualita fra W—1ip.p(') e Wi—p"P(l), e
¢4(2), c(2) sono costanti indipendenti da v; dalla (1.9) e dalla (1.11),
segue quindi Vasserto.

2. Caratterizzazione della traccia di una funzione di »(Q).

2.1. Nelle ipotesi del n. 1.1 su Q e su I, assegnata ¢ € W—1/p,p(I),
studiamo alcune proprieth della funzione di variabile complessa
2=, + %,

1 1
z»w(Z)=%<?(C), c—'_’__z> Vz¢r

ove <, > rappresenta la duality fra W—upp(l) e Wi—ip/p(l),
1-l-l,==1, e dove { =% + in.
b p

E immediato verificare che w € ¥(K) per ogni aperto K tale

che K[|I'=@; si ha di piu: vale infatti la seguente

Prop. 2.1. - Nelle ipotesi del n. 1.1 su e su U, indicata con W,
la restrizione di w ad Q, w, € Lr(Q).

DiM. - Per dimostrare che w,(2) appartiene ad 1.7(Q) & suffi-
ciente dimostrare che per ogni ¥(x,, x,) € D) si ha

l fw,(x, -+ 'iacz)q,(xl , xg)dx,dx, <c ” 4 HL’I(Q)
1]

con ¢ costante indipendente da ‘.
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Posto a tal fine per (G, n) € 0

“!’(xl E) “’z)
z,) + iy - x,)

2.3 fé&, 7)) = j = da, dx,
d

per un noto teorema di CALDERON-ZYGMUND (v. [1]) risulta per
ogni p’, 1 < p’ < + oo, poiche ¢ € DW):

I f”L”'(u) < A|[¥ |l

of || ,
H % || =4 1127
of
” o1 |y = A2 Tl

con A, A4,, A, indipendenti da {. Risulta quindi in definitiva
fe lep'(ﬂ) e

” f”leP'(o) = C, “ ‘l" ”L"(())

con ¢, costante indipendente da ¥; per il teor 1.1 esiste infine la
Iraceia v,f con y.f € Wi-1ip, ¢ () e vale la maggiorazione:

2.4) Il Yol fovpr=ips 2y < €5 il Fllwrs 20y S €16 1l 2200

con ¢, costante indipendente da .
Riprendendo la (2.2), poiché {(x,, x,) ha supporto compatto
contenuto in ¢}, risulta:

f"’l(wx + i)Y (x,, x,)dx,de, =
0

1 1
= [2@.“ <o +4n), = > Uz, 2,)0 | 1, =
g

G — ) +i(n — x,)
P — 1 4 3o z
= "2-6': << (P(; + in), Yo(f(wy ) >

dove <0 2 rappresenta la dualith fra W—unop(I) o WI—1/p' p/(1),
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Dalla (2.4) si ricava allora per ogni ¥ € 9(Q):

l [ w "y i)z, x,)dx,de, | =
Q

‘,m <G+ i), Yours 7)) > , =

<¢lle ”W_‘/?-P(n) ”Yof”wl’llp'-l"(m =

=< ¢6G || ¢ [lw=rimoy | ¥ ”L”'(n) =clly IlL”'(ﬂ)
con ¢, e quindi ¢, indipendenti da ¢. c. v. d.

OSSERVAZIONE 1. - Dalla dimostrazione fatta si ricava anche
|| w, “;c”(o) =ci¢ “W—I/p,p(p)

e ciod o — w, & una applicazione lineare e continua di W—1/p, P,
n X7(Q).

Sia ora Q' un aperto limitato di R* di classe O~ e di frontiera
I tale che Q sia strettamente eontenuto in Q’, sia poi Q”"=0'—Q;
risulta allora che Q” & un aperto di R*® di classe C> e di frontiera
I’|JI'; evidentemente, indicata con w,(2) la restrizione di n(z) ad
Q", tale funzione appartiene ad X(Q”). Si pud perd con ragiona-
mento analogo a quello svolto nella dimostrazione della prop. 2.1
dimostrare che w, € L?(Q"). Si osservi infine che anche o — w, &
una applicazione lineare e continua di W—1P»([') in H#(Q").

2.2, In virth delle considerazioeni svolte in 1.3, 1.4 poiché
w, € XAXQ) esiste la traccia y7w di w, su T e y71 € W—t/p.p(I);
analogamente w, ¢ X#/(Q"") ed esiste la traccia di w, su I'{J ",
detta v, w la traccia di w, su I' si ha v 7w ¢ W—up.p(l).

Si pone allora in maniera naturale il problema di sapere se
esistano relazioni fra y!w, v, e 9; in particolare se sia possibile
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dimostrare la classica formula (v =4 es. [6])
+ —p —
(2.5) YoW— Yo W=7,

valida, come & noto, se ¢ & sufficientemente regolare, per es. se
$ € D) (e quindi anche y7w e y;w sono in $XI).

11 problema ora posto viene risolto dalla seguente

Prop. 2.2. - Nelle ipotesi del n. 1.1 per ¢ e quindi per yg"w ‘e
Yo w in W—1p.2(I') 8¢ ha la formula:

(2.5) -{[,*‘w — Yo W=p¢ in W=ipo(I")

Dmm. - Sia ¢ € W—1p,p(I'), allora per la prop. 1.1 esiste una
successione }¢, | di funzioni ¢, € D(') che converge in W—2/p.»(T) a ¢.
Ad ogni ¢, si associ poi la funzione:

1 [e.)d .
2.6) we) = 5 f “‘c __lzf Vzgr;
T

llora per il ragionamento sopra fatto, esistono Fw, e yow,,
e inoltre

_'_
Yo

|| Y& w0 — Yo 1 L=t 0y < €5 | 90 — ¢ lw—2ipo2(r)

1Yo 0 — Yo 0 || yy—1ipppy < G5 || 0, — @ ”W—I’P'P(l‘)
quindi per % — co yiw, tende a yiw e yow, tende a yow in

W—1ip.p(T'); poichd infine per ogni  risulta Yjw, — Y, W, =9, si
ha, passando al limite per # — co:

th —Yow=29 in W—pe(I), c.v.d.

2.3. Siamo ora in grado di risolvere il problema- posto nel
n. 1.4 e ciod di caratterizzare 11 codominio della applicazione
o= v AFTAOY Gy YT e
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TEOR. 2.2. - Nelle ipotesi del n. 1.1:

1) se w € XP(Q) allora esiste la traccia ¢,w=¢ € W—1P,P(T) e
verifica la

1
(2.7) <o) g—z>=0 VzgQ;

2) viceversa, se v € W—1/p,P(l') e verifica la (2.7) allora la funzione
1 1
Wit =g <o) ;>  VzeQ
appartiene ad HP(Q) ed & lale che v,w, = o.

Di. - 1) Sia w(z) € X7(Q); per quanto visto nel n. 1.4 esiste
Yol € W=1pp(I') ed inoltre yo,.w € D(Ir); vale quindi la formula

integrale di CAUCHY per ogni 2¢ Q: ed in particolare ogni z¢Q:

1 [ro,<w)E)
2= {—2z
Ty

(2.8) =0 Vz¢Q.

Per la Prop. 1.5 si ha che per v — 0

1 (o))

2= tT—z

Pz

tende a

1 1
5im < (em)(T), e

per ogni z¢ I e quindi dalla (2.8) per © — 0 si ha la (2.9).

2) Dato o € W—1p.p{') che verifica la (2.7) si costruisca la
funzione w(z):

1 1
w(e) = 5= <ol 73> Vz¢T.
Per la (2.7) risulta
wE)=0 Vz¢Q
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e quindi detta w, la restriziore di w(z) ad Q” si ha w,=0 in
Q"”; quindi:

Yow =0 in W-ip.pI)

Risulta allora per la prop. 2.1 e per la prop. 2.2 che detta w, la
restrizione di w ad Q, w, €HAQ) o y,w, = Tj'w=cp in W—p.2(T),
c. v. d.

OsSERVAZIONE. — Per le ipotesi fatte nel n. 1.1, I' risulta com-
posto da un contorno esterno I'; e da un numero finito di conterni
r, Iy o, Ty a due a due senza punti comuni, tutti di classe C.

Fissati il punto z® (h =1, 2, ..., p) nell’aperto limitato di fron-
tiera T, sia !0 ({)} la successione costituita da tutte le funzioni

1
v, T—a™p v=0, 1, ..,; h=1, 2, .., p). Con il ragionamento
abituale che si usa anche nel caso classico si dimostra sl1ora che la
(2.7) equivale alle seguenti condizioni

(2.9) <o, 0, >=0 k=1, 2.

che dunque possono essere prese come condizioni caratteristiche
per la traccia su ' delle funzioni di J¢”(Q2).
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