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Salle quasi-algèbre commutative de fini te in un'epoea

di SALVATORE GHERTJBINO {a Pisa) (**)

Suuto. - Vedasi il ter20 alinea délia prefasione.

Le ricerche di economia astratta, cui da un dëcennio dedico
gran parte délia mia attività scientifica, rai hanno fatto conside-
rare alcuüe queationi di calcolo délie matrici che non potei inclu-
dere nella monografia del C. N. K. (l). Questa Nota présenta in
riassunto alcuni risult&ti di un lavoro in corso, nel quale si tro-

(*) Pervenuta alla Segreteria deU'U M. I. il 31 luglio 1962.

(+*) Pervenuta alla Se^reteiia deU'U. M. I. il 10 ottobre 1962.
I1) S, CuERUJiiNO: Calcolo délia Matrici, (Cremonese, Roma, 1957 .̂ Sarà

richiamata sciiv^ndo : «Mritriei ».
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Yerà la nozione di gruppi erolutivi di un sistema economico, (2) i quali
danno luogo ad algèbre commutative di matrici definite in un'epoca.
G-li elementi di detti gruppi sono trasformazioni lineari a coef-
ficienti funzioni del tempo, variabile nei cicli di produzione (in-
terval l i di regolari tà di un* epoca), ed operano sui vettori produ-
zioni-prezzi, surproduzioni-surlavori , o altri di una economia* Una
quas i commutatività lega le trasformazioni di un ciclo con quelle
operant i negli al t r i cicli délia stessa epoca.

Tali trasformazioni sono date dalle soluzioni del sistema di
equazioni diferenziali lineari ordinarie. con costrizioni lineari,
rappresentat ivo del mercato del sistema economico. I l particolare
aspetto délia matrice dei coefficient! ci dice che, in un'epoca illimi-
tata, le soluzioni non sono asintoticamente stabili, ma possono soddi-
sfare altre condizioni p e r l e quali rimandiamo allateoria generale, <3)

I n queste pagine ci occupiamo: délia commutatività di quelle
algèbre di matrici (che diciamo normali) i cui elementi hanno una
comune canonizzante ; délia scomposizione di un' algebra in sotto-
algèbre normali e di qulle le cui matrici sono funzioni del tempo
var iabi le in un ' epoca (definita al § 4), infine dicer te parti di algèbre
normali (quasi algèbre normali) le cui matrici sono permutabili coi
loro integral i , i quali ampliano le quasi-algebrefacendolerestare nor-
mal i . Seguono osservazioni su gli integrali generali dei sietemi
differenziali l ineari ordinari in una quasi-algebra definita.

1. Matrici con una s tessa canonizzante.

1.1 - Ogni matrice complessa A, di ordine n} è scomponibi]e
iU un sol modo nella somma A D -H- A J di due matrici, la prima
diagonalizzabile e con le stesse radici carattesistiche di A, la
seconda pseudo-nulla , fra loro permutabili. Se B = B D + B J è
u n a seconda matr ice decomposta corne A, accade che A e B sono
permutabi l i allora e solo che le loro parti principali, A D e Bp, e
complementari , A j e B j , sono a due due permutabili (4).

(2) II concetto di evoluzione economica fu intiodotto in una IVIemoria
dei Rend, Mat. di Eoraa, lel 1959, pp. 131-161 e y enne ripreso in ricerche
successive.

(3) Vedasi il trattato di SAKSONE e CONTI sulle equazioni differenziah
non lineaxû e particolarmente i lavori ivi citati di L. CESARI (Ann. Se,
IS". Pisa, 1939 e 1940) e di D. CALIGO {Rend. Ace. d'Italia, 1940).

(4) S. CHERUBINO : Permutabtlità e logarttmi délie matrici (Rend. Mat.
Eoraa, s V , vol. X I I I , 1954, pp, 221-238) §. 2 : questa propriété si dice
délia permutabihtà totale.
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Sia *$ una matrice che porti A alla forma canonica C = D-+- J
essendo D la matrice diagonale i cui elementi principali sono ]e
radici caratteristiche oc1; a,,..., aM, distinte oppur no di A, mentre
J è una matrice i cui elementi sono tutti uguali a zero tranne
quelli délia prima diagonale a destra parallela alla principale,
che indichiamo con a,, a,,..., ^n_1, numeri arbitrari generalmente
non tutti diversi da zero. Indicando coo I ( o la matrice che ha
uguali a zero tutti gli elementi, tranne quello di posto r sulla
diagonale ^principale, che è uguale ad 1, e con Jo) quella che ha
uguale ad 1 solo Tekmento di posto (r, r + 1 ) e gli altri tutti
zero, si quö scrivere :

« — 1

{1.1) A = TJ 2a,I<>> -f- 2 a, J ( r )

f r=i r=i

con Ie restrtrizioni, dovute alla permutabilità délie due parti :

<1J) (a,. - ar+1)a, = 0 ; r = 1, 2, „., n ~ 1 (5)

Supposto che B, oltre ad essere permutabile con A, sia portata
a, forma canonica di JORDAN dalla stessa matrice T, si puö porre
analogamente :

<1.2) B = T
S = l 8 = 1

e dovrà aversi, affinchè le due parti sian permutabili :

(LU) (fl, - ^+0 6,=0; r = 1, 2,..., » - 1

Le condizioni di permutabilità di A con B, per la permutabi-
lità totale^ risultano essere :

—•« —

<1.IV) arbr+i = b, a r + 1 ; r = 1, 2,..., n — 2

(5) C = J) H- J è la forma canonica di JORDAN. Si puö operare anche
sulla forma canonica da me data nel 1926, che sarebbe in questa circo*
stanza un pb meno maneggevoîe.
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Per ottenere queste condizioni si son calcolati i prodotti I(l)JCf>,
J(r>I(>>, J<r)J<*\

Tenendo presente che la parte complementare del prodotto
(D -+- J)(D' -+- J'K ciofc délie forme cononiche JORDAN di A e di B, è :
DJ'-t- JD'-t- J J ' — D'J-h- J'D <-J'J, e che J<'\T(I> non puö ooinci-
dere con alcuna Jis\ si tro^a che affinchè it prodotto AB = BA
sia canonizzato dalla stessa matrice T che canonizza A e B
occorre e basta che si abbia anche :

(i.V) arbr+x = brar+i = 0 ; r = 1, 2, . . . , » — 2

Dopo di ch3 la parte complemenfcare del pcodotti CO' è dato da

(1.3)

che, coincidendo con quella di C C, puö anche scriversi :

Dopo di che. Ie condizioni trovate permettono di costruire A«
piu ampia algebra commutativa canonizzata da T. Algebra-«or-(

male è uu' algebra commntativa Ie cui matrici hanno una comunk
canonizzante,

2. Indiei di canonizzabilità e di normalità.

2.1 - Sia sA un? algebra di matrici di ordine n, A un suo ele-
mento non nullo, T' una matrice che la canonizzi, <3/ 1' algebra di
tutte ie matrici canonizzate da T', e sia sfl! l a s u a intersezione,
certo non nulla, con sfl* Se tfÇ non esaurisce cf, vi sarà una ma-
trice non nulla B di sft canonizzata da una T"4= T', onde F algebra
SI" di tutte Ie matrici canonizzate da T" intersecherà d in una si"
contenente B. Se sd' ~*~ s&" non esaurisce sd vi sarà in ei una
matrice B', esterna ad o?' •+- sft'\ sulla quale si opérera corne su
A e B. Cosï continuando, essendo l'ordine di cf finito, si otterrà
un certo numero p di sottoalgebre çf, yf', ..., $î(p\ congiunte da cl
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eanonizzate rispcttivamente da T', T",... T(P), e dalle matrici di
attrettanti sistemi :

(2.1) (T'), (T"),..., (T(P>)

ciascuno contenente tutte le matrici che cauonizzano le eorrispon-
denti sottoalgebre :

(2-2) sd', rfV»,

Se si vuole, fil', fil",..., possono prendersi normali e allora lo
sono le (2.2): dunque, ogni sd P u 0 sempre suppoisi canonizzabile
(o normale) oppure somma di un numéro finito di sottoalgebre
canonizzabili (o normali). Ogni elemento di sd appartiene ad una
.delle sottoalgebre (2,2) oppure alla congiungente due o più dï esse.

Sia P' una matrice comune a più sistemi (2.1), ad es. ai primi
l > 1 e ad essi soltanto. Se <â' è la più ampia algebra canonizzata
da F', V intersezione di &' con sd dàuna sottoalgebra f̂' cojitenen-
te si' -+- 9Ü1 •+- ••* -+- sdKÏ) e canonizzata da P'. Se $£ non esaurisce
SrU y i s a r ^ u ï i a B ai sd esterna ad ç/( sulla quale si potrà operare
corne su B ; e Tia di seguito. Operando allo stesso modo sui sistemi
analoghi ai (2.1) e (2 2) cosï via via ottenuti, si pervenà ad un
certo numero i<p di sottoalgebre di sdi da euesta congiunte, i
cui sistemi canonizzanti :

(2.3) (T'), (f% ..., (T(*>)

saranno due a due* privi di elementi comuni.

1/ intero i si dice indice di canonizzazione o di normalitk, secon-
do chè si è operato con algèbre fil', £1",..., El',..., sempliaemeilte
canonizzabili, oppure normali. L'indice i dipcnde dalla scelta
délie matricî A. B. .. ; P ; B Es-^iido i un inteio po&itivo

esiste un valore minimo di esso che si dira indite principale di
canonizzabilità o di norcnalità di $i (6)-

(6) Saiebbe inteiossante dare un niotodo semplice e rapido per perve-
nne a quesio iuihce nunimo, in casi particulaii non banali.
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3. Quasi algèbre in un intervallo.

3.1 - Diremo clie $föt) è funzione deir intervallo (tQ, tt) se Ie
sue matrici, cioè i loro elementi, sono funzioni del paramento t
variabile in (t0, tj e se esiste una matrice T, costante in detto
intervallo, che canonizza (JORDAN) tutte le sue matrici. Fn'algebra
funzione di interv-allo si puö spezzare in algèbre canonizzabili,
o normali, congiunte da essa, ciascuna delle quali è costituita da
matrici come :

n n—l
(3.1) A(*) = 2 *r(t)Tr •+- 2 a,{t)T,

r=i sss=i

ove si è posto :

(3.2) Tr = T I(r) T-i ; Ts = T J<«) T"1

e Ie %r{t), atf) sono fnnzioni di t variabile in (£0, £,).
Consideriamo Tinsieme di quelle (3.1) per Ie quali Ie funzioni

%r{t) ed a,(t) si conservano reali e dello stesso segno, ad es. posi-
tive, zero compreso, in tutto (t0, t^ e taie che ogni combinazione
lineare a coefficient! reali non negativi appartiene aU'insieme
stesso. Ogni insieme come qnesto si dira una quasi-algebra deflnita
positiva*

Le funzioni ar(Q, as(i) relative alle matrici di una assegnata
quasi-algebra definita positiva siano integrabili in tutto (t0, t^
e poniamo :

(3.3) ocr(£) = ƒ ar(x)dr ; r = 1, 2,.. . , n

(3.4) as{t) = ƒ a,(T)dx ; a = 1, 2,.. . , » - 1

essendo (a, t) un sottointervallo qualunque di (t0, t^. Questi inte-
grali sono funzioni reali non négative di t in tutto (t0, tt) e sono
uguali a zero allora e solo che Ie loro funzioni integrande sono
uguali a zero in tutto 1'intervallo d' integrazione : inoltre due
integrali (3.3) oppure (3.4) sono identiGamente uguali in (/0, tx)
quando lo sono Ie rispettive funzioni integrande. Ne segue che Ie
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relazioni (L.I)-(LJLJL), ..., (l.V) sono soddisfatte anche quando ar(f)
%(t) ed aT(t), bs(t) si sostïtuiscono coi loro integrali; e quando:

(3.5) xrbr •+- ClrBr+i =

si mantenga (reale e) non negativa, altrettanto accadrà sostituendo
in essa i simboli che vi figurano con integrali, corne i {3.3)-(3.4).

Si puö perciö affei*mare che, amnliando una quasi-algebra
definita con gV integrali :

f
J

t

A(i)dx = 1 âr (t)Tr -h ^
r—i

a

dei suoi elementi, si ha ancora una quasi-algebra definita délia
stesso segne. Non solo, ma se quella da cui si parte è una
quasi-algebra commutativa (che potrà dirsi normale) anche la
quasi-algebra ampliata sarà commutatiTa (normale)*

Una quasi-algebra la diremo compléta se contiene gli integrali
estesi ad ogni sottointervallo di (i0, tx) di tutti i suoi elementi.
Essa conterrà i matrizzauti di ogni suo elemento (7), (oltre agli
esponenziali di esisi). Conterrà anche gli integrali generali di ogni
sistema differenziale lineare ordinario omogeneo di primo ordine
la cui matrice d^i coefficienti appartenga alla quasi-algebra com-
pléta, purchè in questa si prenda anche la determinazione iniziale
délia matrice incognita. Se il sistema non è omogeneo, occorrerè
che la quasi-algebra contenga pure il termine noto del sistema.

4. Quasi-aigebre ia un'epoca.

4.1 - Chiamiamo epoca una coppia di successioni di interralli
di tempo ;

(4.2) (t,, t\)Ah, «',),.-., ( ^ - i ,

tutti aperti, a destra, i secondi intercalanti i primi. Gli estremi
tç e t$ possoni essere rispettivamente —oo e -+-00 : allora F epoca
è illimitata a binistra. a dfestra, o da ambo i lati. Considereremo

13, n ,W, }>P 100-101
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solo epoche limitate e finite, sicchè N è u n intero finito assegnato.
Gli intervalli (4.1) si dicono di regolarità, quelli (4.2), che tutti o
parte possono ridursi ciascuno ad un punto, si dicono pause.
Puö accadere che Pepoca inizi con una pausa (f0, 10) : in questo
caso t\ puö essere —oo; analogamente per l'ultima pausa.

Un' algebra o quasi-algebra si dirk funzione di un'epoca, se Ie
sue matrici sono funzioni, ben determkiate, finite, integrabili e
derivabili quante volte occorre, in ciascun intervallo di regolaiûtà
dell' epoca, e mancanti di qualcuna o anche tutte queste proprieta
in ciascuna pausa.

Le quasi-algebre definite in un'epoca Ie supporremo sempre
ampliate con gl'integrali e i matrizzanti'(destri e sinistri) delle
proprie matrici. Esse conterraiino anche Tintegrale generale
di ogni sistema differenziale lineare ordinario la cui matrice dei
coefficienti e quella dei termini noti appartengano alla quasi-alge-
bra, purchè anche la determinazione iniziale délia matrice inco-
gnita si prenda nella quasi-algebra.

Ad es., se izf è una quasi-algebra, che per semplicità supponia-
mo commutativa e quindi normale, il s^stema differenziale lineare:

(4.3)

ha come integrale generale :

t

(4.4) T ( 0 - ®Z(t) . C +• ®l(t) 19TC(T)-iB(T)dT

con C matrice eostante arbitraria appartenente ad sfl.* ©R̂Q ma-
trizzante (unico) di A(t), con (a, t) appartenente ad un inter-
vallo di regolarità delP epoca. (è)

4.2 - Sapponiamo-soltanto che A(t) e B(<) siano permutabili ed
appartengano ad una quasi-algebra definita nell' epoca (4.1)-(4.2)
e sia T una matrice eostante che Ie canonizzi entrambe.

La A(0 sarà data con la (3.1), sicchè la sua forma canonica (di

(8) Si riconosce facilmente che Ie inverse delle matrici non singolar*
di una quasi-algebra appartengono ad essa.
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JORDAN) è:

n n—i

(4.5) 2 a,(0I<r> •+- 2 a,(OJ("
r—i 8=1

mentre quella di B(0 è :

(4.6) 2 pr(QI(O -hi*5/0JW
r=i 8=i

e valgonó Ie (1.1),..., (l.V).
Potrà il sistema (4.3) essere soddisfatto da una Y{t) canonizzata

dalla stessa T, cioè essere:

(4.7)

permutabile con A(Q e B(f) in tutta l'epoca?
Tenendo presente come si formano le parti principali e com-

plementari della somma e del prodotto di due matrici pemutabili,
il problema proposto si traduce nelle seguenti equazioni differen-
ziali lineari scalari:

(4.8) ^r^oc-nr + Pr; T = 1, 2, ..., H

de
j / i- bt) = as+1c, H- (afy)f -h 6,) ; s = 1, 2,. . . , n—1

con l'aggiuuta delle condizioni:

(4-l) «fc5 -H a^s+i == a,7], -^ a,+3c, ; s = 1, 2,..., n — 1

(4.11. a,+1c5 = a,cs+x ; ^ 6s+lCf = 6,ca+i ; « = 1. 2,. . . , n- 2

La compatibilità di queste equazioni è assicurata dalla permu-
tabilità delle matrici A(t), B(t) fra loro e con Y(t) ; ma la esistenza
di Y(t), cioè la compatibilità dei siptemi (4.8H4.9) fra loro e con Ie
condizioni di commutabilità non puö supporsi a priori. Ii'appar-
tenenza di A(£), B(t) ad una stessa quasi-algebra normale e defi-
nita e Jrf oompletezza di essa assicurano senz'altro 1'esistenza di
una Y(Q soddisfacente alle condizioni volute.


