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SEZIONE STORICO-DIDATTICA

Osservazioui sulla struttura aritmetica degli anelli
e degli anelloidi finiti.

Nota di ERMAISTNO MARGHIONNA (a Torino) (*).

Suiito. - Un classico teorema di ^YLOW afferma che, se V ordine N di
un gruppo finito G è divisibile per un numero primo p7 e se p* è la
massima potenza di p che dimde N, allora Gpossiede sottogruppi degli
ordini p*, p*-1,... p'2, p.

Si pub stabilire una propriété anaïoga per gli anelli finiti?
In questa nota si osserva che una siffatta estensione riesce in gene-

rale solo par&ialmente.
I risultati in proposito hanno per lo più carattere gruppale e ven-

gono qui enunciati quasi tutti per sistemi a doppia composizione
(preanelloidi, anelloidi) retti da postulati più deboli di quelli degli
anelli] tuttavia alcuni di essi ammettono dimostrazioni tanto sem-
plici che - a nostro avviso - passono offrir e prk di uno spunto per
compléments ed esercizi del corso d'A Igebra del primo anno di
Matematica.

Per questo motivo abbiamo dato alVesposizione un tono prevalen-
temente didattico insistendo in richiami, esempi, ed osservazioni
marginalia che i cultori d} Algebra potranno. non a torto, ritenere
sovrabbondanti.

CAP. I. - Richiami sui gruppi nilpotenti.

1. Sia G gruppo finito d; ordine

(PI s Pï> — ; Pk sono numeri primi distinti tra loro).

(*) Pervenuta alla Segreteria delPTJ. M. 1. il 15 settembre 1962.
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In virtù di un teorema di SYLOW si sa cUe G possiede almeno
un sottogruppo d'ordine p?% (i = 1, 2. . . k); taie sottogruppo prende
il nome di sottogruppo di SYLOW relative* al fattore primo ^i
del!' ordine JV.

Puö accadere che G possieda anche qualche sottogruppo di
ordiiie p—p?i ... p*r (̂  <iV); un sottogruppo siffatto viene cornu-
nemente chiamato sottogruppo di HÀLTJ (i sottogruppi di SYLOW
sono particolari sottogruppi di HALL).

Per questo motivo e per altri che saranuo chiari nel seguito,
dato un intero N = paip*- ••• Pjtki chiameremo fattori di Sylow e
fattori di Hall del numero Àr i suoi divisori del tip o pfi e

Pi* - P>-
I fattori di SYLOW verranuo considerati partioolari fattori

di HALL.

Ricordiamo ora che un gruppo si dice nilpotente oppure spe-
ciale se la serie centrale ascendente contiene l'intero gruppo
corne membro. Ogni sottogruppo di un gruppo nilpotente è pure
nilpotente. I gruppi abeîiani sono particolari gruppi nilpoienti.

Nei paragraf i successivi c'interesseremo soltanto di gruppi
nilpotenti finiti, e la précédente definizione verra sostituita dalla
sottoindicata condizione caratteristica: un gruppo finito G è nilpo-
tente se, e solo se, esso è un p-gruppo (cioè un gruppo avente
ordine uguale ad una potenza di un numero primo p) oppure il
prodotto diretto dei suoi sottogruppi di Sylow (l).

Ciö équivale al fatto che in corrispondenza di ogni fattore
di SYLOW p*i delP ordine N di G esista un sottogruppo di Sylow
S(pt)i d'ordine pf*, il quale sia normale in G, e di conseguenza
sia Yunico sottogruppo d'ordine pp. Il sottogruppo S(pt) risulta
Vinsieme di tutti e soli gli elementi di G aventi periodi uguali
a poten ze del numero primo pt e contiene certamente elementi
di periodo pt (2). Inoltre in corrispondenza di ogni fattore y. di

({) Pej' tutte queste propriété cfr. ad es:
Q-. ZAPPA, Gruppi,corpi, equazioni*l*j(X Xjigaori, ISTapoli, (1954) pp. 138-141 ;
H. ZASSBNHAUS, The theory of groups. Chelsea Publishing Company,

ISTew York, (1949), pp. 111-113:
A. Gr. KUROSH, Theory o f groups. Chelsea Pablisliîng Company. Ifew

York (1955), vol. I l , pp. 211-216.

(2) Le suddette proprietà del sottogruppo di SYLOW S(PJ) sono conse-
guenze del fatto che questo è normale in Gr e si ottengono applicando i due
teoremi di SYLOW. Cfr, ad es. ZAPPA, 1. c. in (*) pp. 128-130 e p 122.
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H A L L deir ordine N (u=j9*« ... p*f)t il gruppo nilpotente G ara-
mette uno ed un solo sottogruppo avente ordine UL ; tale sotto-
gruppo H di H A L L risulta prodotto dei sottogruppi di SYLOW
JS(JP,), ... S(p,) ed è anch'esso normale in G (H).

Il sottogruppo H è Tinsieme di tutti e soli gli elementi di G
che lianno periodo del tipo pf* ... p%* (0 < (J, , ecc.) (4).

Eicordiamo tra Faltro che se Aï9 ... . Ah sono sottograppi del
gruppo nilpotente G aventi ordini nl7 ... , nh ed appartenenti ai
sottogruppi di SYLOW S(.PI), ••• ; S{ph)t la loro unione è un sotto-
gruppo di G avente ordine wl.„nh e risulta prodotto diretto di
A^...,Ah(%

Nel seguitOj invece della nomenclatura moltiplicatn^a, dovremo
usare quella additiva. PertantOj in luogo del prodotto diretto di
sottogruppi parleremo di somma diretta; Yelemento neatro del
gruppo G verra chiamato zero ed indicato col simbolo 0; e il
periodo dL un elemento Arerra chiamato caratteristica (6).

(3) I I prodotto de i sottogruppi S pj)y..., S(pr) è un sot togruppo H di
HAF,L di ordine p. ==#***,.•<, Pr*r pörchè i sot togruppi fattori sono normal i
in G ed hanno ordini j?,*i 3 . . , p,*r ugual i a potenze di numer i p r imi di-
stinto.. Inol t re il sottogruppo Iï è normale in G, perohè S(pt),..., S(pr)

sono normali in Gr. I^on puö esistere un seeondo sottogruppo H! d 'ordine
p., perche il prodotto di H ed W — che sarebbe cer tamente un sottogruppo
di G- in quanto H è normale in G •— avrebbe ordine p.' —pJV ... pr^r^>p.

la qual cosa è assurda perché ji' non è un divisore di N*

(4) È ovvio che gli elementi di M hanno periodo del tipo pfi... p^r .
Viceversa ogni elemento g ai G aA^ente un periodo siffatto sta in H. I n
caso contrario il prodotto di H per il sottogruppo ciclico generato da g
sarebbe uu sottogruppo di Gr avente ordine \i" =p^i... p7?r*> ji, la qua l
cosa è assurda perché p," non è un divisore di N.

(5) Cfr. ad es. Z A P P A 5 1. c. in (4), p . 145.

(6) Si ricordi che per definizione un elemento g di un gruppo addi t ivo
Gr ha caratterist ica eguale ad un intero v^>0, se si ha

(1) V0 = O

e se v è il più piccolo in tero posit ivo per cui la (1) v iene verifioata. S i
dice invece che g h a carat ter is t ica zero (od anche infinita) se la (1) è
soddisfatta soïtanto quando 1'intero v è nullo. ed è ben noto che ques ta
seconda éventual i té implica che Gr sia infinito.
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CAP. IL - Problemi "tipo Sylow" relativi ai preanelloidi.

2. Supponiamo che an insieme R, eyentualmente infinito, sia
dotato di due leggi di cotnposizione interne, che chiamiamo
somma e prodotto. Indichiamo come al solito la somma e il pro-
dotto di due elementi x, y di R con i simboli x -+- y ed x - y (o
più semplicemente xy).

Diciamo che E è un preanelloide destro se esso soddisfa Ie se-
guenti condizioni :

I) R è un gruppo nilpotente rispetto alla somma.

II) Scelti comunque due elementi a, x in R, il loro prodotto
ax è un elemento di R; inoltre, indicati con 0 lo zero di R (cioè
Felemento neutro rispetto alla somma) e con a la caratteristica
di a nel gruppo additivo di R: risulta

(1.) a(ax) = 0.

Si osser^i che la (lg) è senz'altro Arerificata quando la carat-
teristica a di a è uguale al numero zero (7) (ed allora il preanel-
loide è certamente infinito).

Nel caso a >> 1 la (12) mette in luce che la caratteristica del
prodotto ax è uguale ad a op pu re ad un suo divisore.

Infine nel caso a = l 1' elemento a coincide con 1' elemento
0 di R, e la (12) porge, qualunque sia x}

(2j) 0.x = 0

(non è detto che debba aversi pure x.O = 0).

In modo del tutto analogo ai preanelloidi destri si definiscono
1 preanelloidi sinistri: basta sostituire nella II) la relazione (12)
con la condizione

= 0.

Per i preanelloidi sinistri risulta x.O = 0 comunque si scelga
1' elemento x.

(7) Si ricordi che? per Ie convenzioni che definiscono i multipli di un
elemento g di nn gruppo additivo, si ha 0 • g = 0 (in questa relazione il
primo 0 indica il numero zero, il secondo indica 1' elemento neutro del
gruppo).
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Uninsieme B che sia ad uu tempo preanelloide destro e preanel-
loide sinistro (rispetto alle stesse operazioni di somma e prodotto)

detto preanelloide bilatero (8). In un siffatto sistema R si
per qualnnque scelta di x,

0t) 5B.0 = 0.» = 0.

Introducendo la struttura di preanelloide si è rinunciato quasi
del tutto ad alcune délie più importanti proprietà degli anelli
ordinari. cioè alla commutatività della somma, all? associatività del
prodotto e alla distributività del prodotto rispetto alla somma. JNTon
crediamo che si possa lavorare efficacemente con preanelloidi
infiniti (ad esempio, quando gli elementi non imlli di un prea-
melloide bilatero hanno tutti caratteristica zero, 1' unico vincolo
per il prodotto è dato dalle (32), e le due operazioni sono eviden-
temente troppo libère!). I preanelloidi finiti sono invece strutture
-abbastanza vincolate, sebbene il legame tra le due operazioni sia
più debole dell'ordiuaria legge distributiva. La loro introduzione
in questo lavoro ha uno scopo essenzialmente critico (e lo stesso
4icasi per i vari anelloidi che compariranno nei paragrafi suc-
cessivi): si tratta di vedere fino a che punto si possono stabilire
teoremi *ftipo SYLOVV,, per sistemi a doppia composizione; e
questo programma sara realizzato parzialmente fra poco.

Griova tuttavia osservare che gli anelli ordinari sono partico-
lari preanelloidi bilateri.

Inl'atti il gruppo additiA ô di un anello è certamente nilpotente
Hpercliè abeliano); inoltre, per la proprietà distributiva del pro-
dotto rispetto alla somma. Ie relazioni

%[ax)

y.(xa) = x(<xa)

sono A âlide comunque si scelgano 1' intero relativo oc e gli ele-
menti a, x nell' anello, sicchè quando a è uguale alla caratte-
Tistica di a, risulta appunto (x.(ax) = ct{xa) = 0 (poichè aa = 0).

(s) Dato un gruppo adclitivo nilpotente esso diventa un preanelloide
bilatero ponendo ad es. a*cc —0 per qualunque scelta di a ed x: diventa
invece un preanelloide destro ponendo ad es. ax — a. Un esempio meno
banale compare nella suceessiva nota (1S) a piè di pagina.



294 EEAIANNO MAECHIOKNA

Introduciamo ora gFideali, l3 uni ta ed i divisori dello zero di
un preanelloide destro (sinistro) R, in modo che essi si riducano
ai ben noti enti dello stesso nome nel caso che R sia un anello.

Un sottoinsieme J di R viene detto idéale destro di R se
soddisfa le seguenti condizioni :

1) Z è un preanelloide sttbordinaio di R, cioè gli elemenfci
di I formano un preanelloide destro (sinistro) rispetto aile stesse
leggi di composizione definite in R] (9)

2) comunque si scelgano un elemento i di I ed un eleinenta
x in R il prodotto ix appartiens ad 1.

Se alla 2) si sostituisce la condizione che V elemento xi appar-
tenga ad T, diremo che 1 è un ideale sinistro di R; e se Pinsieme
/ è tanto ideale destro quanto ideale sinistro diremo che esso
è un ideale bilatero o più semplicemente un ideale di R.

Se R è un preanelloide destro (sinistro, bilatero), l'elemento 0
costituisce da solo un ideale destro (sinistro, bilatero); Pintero
insieme R è pure un ideale di R, Diremo che lo zero ed R sono
ideali impropri di R.

Ogni ideale, sinistro o destro che sia. (e cosippure ogni preanel-
loide subordinato di R) ammette corne elemento zero lo zero di R,

Corne in teoria degli anelli si verifica facilmente che la condi-
zione necessaria e sufficiente affinchè un sottoinsieme I di R sia
un ideale destro (sinistro) di 7̂  è che, scelti comunque due ele-
menti ix, i2 in I ed un elemento x in R, appartengano ad I
tanto la differenza i^ — i% quanto il prodotto ix (il prodotto xi).

Un elemento u ^ O di E viene detto imita, se si ha

xu — ux ~ x

comunque si scelga x in R. Non è detto che un preanelloide R
sia sempre dotato di unità; tuttavia se questa esiste è unica.

I/unità u non appartiene ovviamente a nessun ideale propria
(destro o sinistro) del preanelloide (10).

(9) Se M è un anello, i preanelloidi subordinati di It sono gli ordinari
sottoanelH.

(10) Quando il preanelloide R è finito tutti i suoi elementi hanno carat-
teristica posit iva; fra le varie caratteristiche ve n ' è una massiraa che è
multipla di tutte le altre, e prende il nome di caratteristica del preanel-
loide. L ' u n i t à di Rf se esiste. ha caratteristica uguale alla suddetta carat-
teristica massima. Le verifiche di qaeste propriété (ovvie estensioni di
analoghe proprietà degli anelli) sono molto semplici e le lasciamo al
lettore.
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Infine diremo olie uu elemento a =|= 0 è uu divisore dello zero
in R, se esiste un elemento b ̂ = 0 (eventualmente coïncidente
con a) il quale verifichi almeno una délie due relazioni ab = 0,
ba = 0 LJ ordine di un insieme gara, come al solito. il namero
dei suoi elementi.

3. Entriamo ora nel vivo dell'argomento, diniostrando il
TE o REM A 1. - Si consideri un preanelloide destro finito R il

quale abbia ordtne

{k > 1 ; oit ;> 1 ; Pu pi, » •> Pk fattori pr imi dist inti di N).

In corrispondenza di ogni fattore di Sylovr p«t delV ordine N
il preanelloide possiede uno ed un solo ideale destro (u) avente
ordine p*t (che chiameremo ideale di SYLOW relativo al fattore
pt ed indicheremo col simbolo S(pt))-

Cosippure, in corrispondenza di ogni fattore ^ di Hall del-
V ordine iV,

il preanelloide possiede uno ed un solo ideale destro a" ordine ^
(lo chiameremo ideale di H A L L relativo ai fattori p r imi pl9 .... pr

e lo indicheremo col simbolo H(px, ... , #r))

Essendo i fattori di SYLOW particolari fattori di H A L L , bas ta
dimostrare il teorema in relazione ad un fattore a di H A L L .

Poichè il gruppo additivo R+ del preanelloide R è u n g r u p p a
nilpotente. esso possiede un unico sottogruppo H (di Hall) avente
ordine uguale a [/., e tale sottogruppo è ovviamente ni lpotente
come tutti i sottogruppi di R+ (cfr. il n. 1); per tanto un even-
tuale ideale d 'ordine \i del preanelloide deve necessar iamente
coincidere con H, P e r verificare che gli elementi di H eostî-
tuiscono un ideale destro di R basta provare che

a) la differenza di due elementi di H appar t iene ad H (e
ciô è Arero perche H è un sottogruppo di R^~);

b) il prodotto hx di un qualunque elemento h di H per-
uu elemento arbi trario x di R appart iene ad H,

(àl) ISTon si esclude l'eventualità che l'idéale in esarae sia bilatero.
L'osservazione è valida anche per altri casi simili che si presenteranne-
nel seguito.
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A taie scopo ricordiamo che5 detta v la caraUeristica di h, la
<&efinizione di preanelloide destro impone che sia

vihx) = 0 :

<ïiö significa che la caratteristica v' delP elemento hx è uguale
a, v oppure ad un suo divisore.

D' altra parte V ipotesi che H sia un sottogruppo di HALL.
di ordine p*z ... p,<*r del gruppo nilpotente R + ci permette di
-affermare che la caratteristica v di un suo elemento h è del
tipo pfit ...p,Pr ( 0 < p t , ecc); quindi anche v' è del tipo pfit...pf$t •
i3ib basta per concludere che 1' elemento hx appartieae anch' esso
ad H (Cfr. il n. 1).

OSSBRVAZIONE 2. - Se invece di un preanelloide destro si
considéra un preanelloide sinistro E, si ottiene un enunciato del
intto analogo al Teorema 1. Si hanno allora ideali sinistri di
Sylow e di Hall. Se poi R è un preanelloide bilatero gli ideali d%
Sylow e di Hall sono pure bilateri; ciö avviene, per esempio, quando
M è un anello

OSSERVAZIONE 3. - Gli eventuali preanelloidi subordinatï S, ed
Hj di R i quali abbiano ordini del tipo

X = pr, (Y, < at)

v = pt% ... prXr ( 0 < Y t ^ a i ; eoc),

^sono rispettivamente contenuti neW ideale, di Sylow S{pt) e nel-
lyideale di Hall H(pt, ..., p,).

Ciö dipende dal fatto che i gruppi additivi di S) ed Hv sono con-
tenuti rispettivamente nei gruppi addifcivi di S(pt) H(pt. ..., pt) (

12).
In particolare S(pt) ed H(p%, ...,^,) sono gli unici preanelloidi
subordinati del proprio ordine.

OSSERVAZTONE 4. - In uu preanelloide bilatero finito E si con-
siderino due elementi h, h' appartenti a due ideali di HALL^ H
H', aventi ordini a, u/ primi fra loro (non si esclude che H, ed
eventualmente H', sia un ideale di SYLOW).

4'2) ïiitto questo perekè gli elementi di S) ed Hv hanno earatteiistiche
rispettivaraente del tipo p$% e p$i ..p^i (cfr. i richiami preliminari del
n. 1).
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II prodotto dei due elemenli h ed h' è certamente uguale allo
zero di R. In altri termini gli elementi non nulli di un ideale di
Sylow o di Hall sono divisori dello zero (13).

Infatti, per definizione <T ideale bilatero, 1'elemento hh' deve
a/ppartenere tanto ad H quanto ad H''; ma poichè H ed H' hanno
ordini primi fra di loro, essi hanno in comune soltanto lo zero;
di qui 1' asserto.

CAI\ III. - Ulteriori osservazioiii sugli anelloidi.

4. TIn preanelloide destro (sinistro, bilatero) il cui gruppo
additivo sia abeliano verra detto anelloide destro (sinistro, bila-
tero) (H).

Gli anelli sono particolari anelloidi bilateri.
I preaneLloidi sabordinati di un anelloide R sono anch'essi

4egli anelloidi, e verranno chiamati sottoanelloidi. Se E è un
anello, i suoi sottoanelloidi coincidono con i sottoanelli ordinari.

Si verifica senza difficoltà che la condizione caratteristica
affinchè un sottoinsieme H di un anelloide H sia un sottoanelloide
di R è che, scelti comunque due elementi h, h' di H, la differenza
k — h' ed il prodotto hh' appartengano ad H.

Diremo che un anelloide è commutativo se il prodotto di due
^uoi elementi qualsiansi gode délia proprietà commutativa.

Dimostriamo ora una proprietà molto semplice che si rivelerà
utile nella parte finale della trattazione e servira tra P altro a
metfcere in lace che un anelloide finito puö possedere talvolta, ac-
•canto agi' ideali di SYLOW e di HALL, qualche altro ideale.

LEMMA 5. - Si consideri un anelloide destro R, eventualmente
4nfinito, e si s%tpponga che esso possegga almeno un elemento g
uvente caratteristica v > 1 (15).

|13) Xon è detto perö che gli elementi in esame siano i soli divisori
-dello zero di R, Cfr. per questo il successivo n. 7 (teorema 8).

( 1 4 ) I nostri anelloidi non coincidono con gli enti dello stesso nome
<ihe compaiono in ~N. BOÜRBAKI, Algèbre, Chapitre I: Structures algébriques,

Hermann, Pa r i s (19 2); p. 138.

(15) Si verifica facilmpnte che in un anelloide destro (sinistro) inftnito

la totalità degli elementi avenu caratteristica diversa da zero costituisce
un ideale destro (sinistro).

Pe r la dimostrazione basta r icordare che in un gruppo abeliano addi .
t ivo JK^" l ' insieme degli elementi aventi caratteristica posi t iva è un sotto-
grtippo di J£-K
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T/insieme G degli elemenii di R le ctii caratteristiche sono divi-
sori dell'intero v (inclusi i numeri 1 e v) è un ideale destro
di R (16).

Siano g, g' due elementi qualsiansi di G ed x un elemento
arbitrario di R. Per dimostrare il Lifmma occorre venficare che
gli elementi g — g' e gx appartengono a G.

Per ipotesi si ha

quindi v(g — g') — 0 (17), epperö g — g' ha caratteristica xiguaîe
ad un divisore di v ed appartiene a G.

D'altra parte se g ha caratteristica a deve essere <z(g&) ^^ ̂
(ciö perché g ed x sono elementi di I?, e questo è un particolare
preanelloide destro; si ricordi la definizione di preanelloide data
alVinizio del n. 2). Ne segue che l'elemento gx ha caratteristica
uguale ad a oppure ad un suo divisore; ed essendo a. un drvisore
di v per ipotesi, la caratteristica di gx risulta un diTisore di v.

Si conelude che gx appartiene a G.

6. - È o\̂ Ario che, se inyece di un anelloide
destro si considéra un anelloide sinistro (biîatero) R, si ottiene
un enunciato del tutto analogo al Liemma 5. L'insieme G risulta
allora un ideale sinistro (feilatero) di R.

DEFINIZIONE. - Chiameremo anelloide ciclico un anelloide (de-
stro o sinistro che sia) avente il gruppo additivo ciclico (18).

(16) Quand o Tanelloide B ha oiâ ine finit o iY, Tordine À di G- non
dipende soltanto da v e da N, ma anche dalla base del gruppo additivo
JS + deir&nelloide (si pensi ad es. al caso N = 4, v = 2). E poichè 72+- è
somma diret ta dei suoi sottcgruppi di SYLOW, il probleraa di valutare
P o r d i n e X v iene ricondotto ail 'analogo problema per un gruppo abeliano
addi t ivo d 'ordine p& (p primo). L a re la t iva soluzione puö essere trovata
in R. CARMICHAEJ,, Introduction to iheory of gronps of finiie order, Dover
Publ . , iSew York , (1956) p. 103.

(17) Qui gioca l ' ipotesi che il gruppo additivo di M è abeliano.

(18) Ne! n . 9 dimostreremo che ogni anelloide distrilutivo cielico è un

anello commutat ivo. Per tan to convJeue dare un esempio di anelloide

finito cielico che non sia distributivo e quindi non sia un anello. Consi-

der iamo l ' ins ieme B foimato da quattro elemenii a, b. c, 0? i quali formino

TUI gruppo addit ivo ciclico del 4° ordine generato da a ed avente l 'e le '
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OSSERVAZIOSTE 7. - Sia E un anelloide cichco il qn%le abbia
ordine finito N. In corrispondenza di ogni divisore v delV ordine
y V anelloide possiede un unico sottoanelloide d'ordine v.

Pin precisamente: ogni sottogruppo G del gruppo additivo di R
è un sottoanelloide di E, ed a seconda che R sia un anelloide
destro* sinistro. bilatero} il sottoanelloide G risitlta un ideale de-
stro, sinistro, bilatero (come aL solito dicendo " ideale destro>}, o
sinistro, non escludiamo che 1'ideale stesso possa essere bilatero),

Per la dimostrazione si osservi che il grap po additivo R*
delPaaelloide. essendo ciclico, possiede un unico sottogruppo G
d'ordine v in corrispondeiiza di ogni divisore v di AT. Il sotto-
grnppo G è anclresso ciclico ed è l'insieme di tutti gli elementi
di R che hanno caratfceristica uguale a v o ad un divisore di v.
In virtïi del Lemma 5 possiamo dunque affermare che G è un
ideale di. E.

Se invece V anelloide ciclico R è tnfimto, non e detto che esso
possieda un sottoanelloide in corrispondenza di ogni sottogruppo
del suo gruppo additivo (a meno che non s'infcroducano ulteriori
ipotesi, come nel successivo teorema 9).

Ad esempio si supponga che R sia l'insieme dei numeri interi
relativi e che la somma sia TaddizLoae ordinaria. Il prodotto di
due elementi x, y di R venga definito dalle seguenti leggi : sia

mento 0 come elemento neutro ; più precisamente supponiamo olie sia

b = 2a , c==3a , 0 ̂  4a.

Introduciamo in R tui prodotto, in guisa che risulti

a .O^0-a = 0 . ft. 0 ^ 0 . 6 = 0 , c-O^O-c^O , 0-0 = 0 :

ed inoltre si abbia

a2 = a , ab — & , ac = a

ba^b , &2 = 0 , bc = b

ca = 0 , eb = 0 , c2 = 6.

Ii'insieme B di venta allora un aaelloide bilatero eiclieo del 4° ordine
(laseiamo al lettore Ie lelative verifiche), ma i] prodotto in esso defînito
non solo non è commutativo, ma non è nè associativo, nè distributivo
rispetto alla somma. Infatti risnlta

(b-hc) •
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uguale a zero se almeno uno dei due fattori è nullo ; sia uguale
ad un numero dispari se i due fattori sono entrambi non nulli.

L' iusieme R è un anelloide bilatero, ed il suo gruppo additivo
R+ è ciclico. Tuttavia il sottogruppo di R^ costitaito dall'insienie
dei nuraeri pari non è un sottoanelloide di R.

CAP. IV - Propriété degl'ideali di Sylow di un anelloide
distributivo finito.

5. Chiamiamo anelloide distribtttivo un insieme R (eventual-
mente infinito) nel quale siano ovunque definite due leggi di
composizione interne - somma e prodotto - in guisa che :

I) R sia un gruppo abeliano rispetto alla somma.

II) Valgano le due proprietà distributive (destra e sinistra|>
del prodotto rispetto alla somma.

GU anelli ordinari sono particolari anelloidi distributivi carat-
terizzati dal fatto che in essi il prodotto è anche associativo (yari
Autori riservano il nome di "anello non associativo., ad un anel-
loide distributivo che non sia un anello).

G-li anelloidi distributivi rientrano nella classe degli anelloidi
bilateri (19).

I sottoanelloidi di un anelloide distributivo sono anch/ essi
anelloidi distributivi.

Diciamo centro di un anelloide R V insieme degli elementi che
sono permutabili (rispetto al prodotto) con un qualsiasi elemento
di R. È noto che quando R è un anello il centro è un sotto-
anello di R. Hicordiamo pure che se R è un anello privo di
divisort dello zero accade che-

1) i suoi elementi non nulli hanno tutti la stessa caratteristica ;
questa è uguale al numero zero, oppure ad un numero primo p.

2) Se R è finito, esso ha ordine uguale ad una potenza p* dï
un numero primo p.

Queste due proprietà si estendono agli anelloidi distributivi
privi di divisori delio zero (2°).

(19) L a verifica è del tutto simile a quella indicata nel n 2 per pro-
v a r e che un anello è un particolare preanelloide bilatero.

(20) Sebbene la cosa qui non interessi, osserviamo che le proprietà 1)
e 2) rimangono valide anche lasciando cadere l'ipotesi che il gruppo-
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Ricordiamo infine che un anello finih privo di divisori dello

zero è un corpo (anzi un campo) (21); questa proprietà non si puö-

estendere agli anelloidi; esistono infafcti anelloidi distributivi

finiti privi di divisori dello zero i quali non sono anelli, e

quindi non sono corpi (2ï).

6. Definiamo ora la somma diretfca di sottoanelloidi di un

anelloide in modo del tutto analogo a quanto si fa per la somma

diretta di sottoanelli di un anello (*3).

Siano dati k > 1 sottoanelloidi Sx, JS2, .. , Sk di un anelloide-

distributiyo R, ciascuno dei quali abbia più di un elemento.

Diciamo che un sottoinsieme K di R (eventualmente coïncidente

additivo dell'anftlloide distributivo sia abeliano. La dimostrazione della 1)
è identica a quel] a che si adduce di solito per gli anelli nei vari trattati
(ad es. in JACOBSON, Lectures in abstract algebra, Van ï^ostrand, ISTGTT
York (1951), p. 74) La (2) è una conseguenza immediata del teorema di
CAUCHY (si allude a un noto corollnrio del 1° teorema di SYLOW; cfr. ad
es KUROSH. 1. c. in (*), vol. II, p. 150).

(21) Cfr. ad es. B. SEGRE, Lesioni di Geometria Moderna, Zanichellir

Bologna, (1948), p. 15.
(22> Si consideri un anelloide R formato da 4 elementi 0, a, &; c, tali

che il gruppo additivo di R abbia l'elemento 0 come elemento neutro a
sia un gruppo abeliano non ciclico del 4° ordine (si avià dunque 2a =
= 26 —2c=0, a + 6 = c, b -h c = a, c + ar=&), Introduciamo il prodotto-
in modo che si abbia :

0.0 — 0 , a-0 = 0.a. = 0 , 6-0 — 0.6 = 0 , c . 0 ^ 0 . c = 0.

Inoltre il prodotto degli elementi non nulli sia dato dalla tabella:

a% = b , ba == a , ca — c

ab = a , b2= c } eb — b

ac = c . bc = 6 , c2 = a.

Si verifica facilmente che R è un anelloide distributivo (ovviamente-
commutativo e privo di divisori dello zero) il quale non è un anello per-
chè il prodotto non è associative Risulta infatti (ab)b^za(bb); inoltre R
non possiede sottoanelloidi di ordine 2, poiehè a2 non coincide nè con a
nè con 0; ecc.... Quest'ultima proprietà ci servira nel seguito.

(23) Cfr. ad es. ZARISKI-SAMUEL, Commutative Algebra, "Van CTostrand,.
New York, (L958), Tol. I, p. 175; o anche N. BOURBAKI, 1. c. in (14)? p 133.

Il BOURBAKI preferisce chiamare la somma diretta di sottoanelli col
termine «composé direct de sous-anneaux ».
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<eon R) e somma diretta di SVi ... , Sk, se sono soddisfatte le due
condizioni sottoindicate Â) e B) :

A) L' insieme K è la totalità degli elementi x di R che si pos-
sono rappresentare in uno ed un solo modo come somma di h
^elementi x a , xt, . ., xh estratti rispettivamente da Slt S2 , ..., Sk.

Inoltre ogni elemento dl ciascuno degli tnsiemi S1: S& Sk

deve essere permutabile rispetto alla somma con ogni elemento di
^ciascuno dei rimanenti sottoinsiemi (questa condizione di permu-
tabilità è superfiua nel caso degli anelloidi distributivi che
stiamo ora trattando^ perche la somma è supposta commutativct ;
la condizione è perö necessaria per certe estensioni di cui parle-
remo nel n. 8).

Tenuta presente la definizione di somma diretta di sottogruppi
di un gruppo additivo (u), la condizione A) équivale alla pro-
priété che V insieme K sia un sottogruppo del gruppo additivo R~*~
Si R e sia somma diretta dei gruppi additivi dei sottoanelloidi

s19 s t i . . . , s A .
B) Per ogni coppia di elementi xt, yh estratti da due sotto-

<inelloidi St, Sh (i=\=h) dev'essere xtyk=0.

Gli elementi xl> x2i ..., xh vengono detti componenti di x ri-

spetto ai sottoanelloidi S13 fif2. ... , Sk.

Due elementi di K

\1^ x = xx -+- xt H~ ...-»- xk

uguali se, e solo se, risulta x7^yt per ogni i=l, 2, .... h.

LJ elemento 0 appartiene ovviamente a K ed ha tutte Ie compo-
nenti nulle.

Un elemento xr di Sr appartiene pure a K ed ha nulle tutte
Ie componenti all'infuori dell7rma, che è appunto uguale ad xr.
X^alla condizione A) si deduce che due sottoanelloidi distinti St,
Sh hanno in comune soltanto lo zero di R.

(24) Cfr. ad es. ZAPPA, 1. o. in (*), p. 97; B. L. VAN DER W\KKDEN7

Modern Algebra, Chelsea Publishing Comp. ^ew York, (1950), Volume 1,
-p. 147; P. DUBREIL et M. L DUBREIL-JACOTIN, Leçons d'Algèbre Moderne,

Dunod, Paris (1961); p. 263. Joëlle opère qui citate si usa perö ia nomen-
«elatura moltiplicativa invece di quella additiva.
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Per la propriété distributiva del prodotto rispetto alla somma,
il prodotto di due elementi x, y dati dalle 14). 24); ha Fespressione

xy = ^x,yt H- 2xtyh (i, h — 1} 2, .... k; i^h)

Ma per la condizione B) i termiai délia seconda somniatoria
wono tutti nulli. quindi risulta

e poichè ogni prodotto parziale xty( app-trtiene al sottoanellolde
Si (̂ t) Vt sono elementi di S,), accade che il prodotto di due
elementi cc, y di K è anca'esso uu elemento di K. D'altra parte
pure la differenza x — y dei due elementi x3 y, avendo F espres-
sione

x~~y = Z(x{ — yt) {n)

è u u e l e m e n t o d i K ( p e r c h e xt — yte St p e r o g n i i = 1, 2, . . . . k),

Pertanto Vinsieme K è un sottoanelloide di R; di più risulta

xry =x,yr e iSf.

yxr = yrxr e iSr .

comunque si scelga 1' elemento y di K dato dalla (24); laonde
ogni sottoanelloide S,, è un ideale (bilatero) del sottoanelloide K.

Esponiamo ora alcune semplici prop rie tk della somma diretta
K, in gran parte estensioni immédiate di risultati analoghi della
teoria degli anelli (:'6j. Tali proprietà yerranno applicate f ra
poco ai problemi "tipo SYLOW,, relatiyi agli anelloidi distributiyi
finiti.

Poichè risulta

(4:4) yx =

(25) Questa relazione è vera anche quando si lasci cadere 1'ipotesi che
il gruppo additivo di R sia abeliano, perché, per definizione di somma
diretta. ogni elemento ace- di S{ è permutribrle rispetto alla somma con
ogni elemento yh di Sh per qualunque iz^zh*

(26| Cfr. ad es. ZARISKI-SAMUBL, oppure IN". BOURBAKI, 1. c. in p ) .

20
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dal confronto della (34) con la (44) si deduce che xy = yx se, e
solo se, si ha xty^-=^yixt per ogni i=l, 2, ... k; epperö K è un
anelloide commutativo se, e solo se, tutti gli addendi 8t sono
commutativL

II confronto delle (34), (44) niette anche in evidenza che in K
un elemeuto y è permutabile con un elemento arbitrario x (cioè
y appartiene al centro di K) se, e ©oio se, ogni componente y%

di fj è permutabile con la corrispondente componente xt di x
(il che significa che yt appartiene al centro di S,).

Pertanto se K è un anello si ricava - cosa del resto ben nota-
che il centro di K e la somma diretta dei centri degli addendi
Sx, Sz, ... Sk. Si Yede subito che la condizione necessaria e §uffi-
ciente affinchè un elemento

u— ul-\-ut ... -+- uh

delP anelloide distributivo K sia Vunità di K è che le sue compo-
nenti uif u2, ... ui siano diverse da zero e siano le unità degli
addendi Slf *Sg, ..., Sk-

Introduciamo ora un terzo elemento variabile in K

Z — Zx -H 02 + ... H- Zk.

Si ha

(xy) z — %(xtyt)zt, x(yz) = Sas, (y^t)

quindi risulta (xy)z = x(yz) se, e solo se, si ha

per ogni i = 1, 2, ..., k.

Si deduce che V anelloide distributivo K è un anello (cioè il
prodotto definito in esso è associativo) se, e solo se, i singoli
addendi Sl9 S s , ..., Sk sono anelli (i7).

Se gli addeudi S l5 Ss, ..., Sk di K sono più di due, è lecito
parlare di somma diretta di h addendi (1 < h < h) scelti comun-

(27) Questa proprietà risuïta vera anche quando si lasci cadere IMpotesi
che il gruppo additivo R^~ dell'anelloide ambiente B sia abeliano Basta
osservare (in asrgiiinta alle öonsidera/ioni precedenti) che il gruppo addi-
tivo iT"1" della somma diretta K (K cB) è abeliano, se, e solo se, i gruppi
additivi degli addendi Si} S2,*-, S& sono abehani.
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que fra di essi ; si verifica facilmente che questa nuova somma
diretta, che verra indicata col sixnbolo H^ è un ideale di K.

Gli elementi non nulli appartenenti agli addendi S{ oppure
agli ideali Hj sono ovviamente divisori dello zero di K; infatti,
se un certo ^ è ad esempio somma diretta di Sl7 <S2. ..., Shi

esiste almeno un altro addendo S,. della somma K, diverso dai
precedenti, tale che, comunque si scelgano due elementi non
nulli x, y, il primo in Hj, il secondo in Sr, si ha xy — Q.

La condizione necessaria e snfficiente affinchè Vanelloide K pos*
sieda per divisori dello zero soltanto gli elementi appartenenti ai
vari ideali S{ ed H3 è che dascuno degli addendi St - pensato
come anelloide a se stante - sia privo di divisori dello zero.

Invero, se esiste un divisore dello zero non appartenente a
nessuno degli ideali St ed Hjy accade che un tale elemento

x = xx •+- x 2 -f- ... -f- xk

ha tutte Ie componenti non nulle, ed esiste in E un altro ele-
mento non nullo

tale che xy = 0, quindi 2xty{ == 0. Tutto ciö è possibile se, e
solo se, qualche anelloide Si ammette divisori dello zero.

Osserviamo infine che Ie proposizioni enunciate in questo
numero continuano a sussistere anche lasciando cadere Pipotesi
che il gruppo additivo dell' anelloide ambiente R sia abeliano
(tutto ciö segue immediatamente dalF esame delle dimostrazioni
qui esposte).

7. Fatte Ie premesse necessarie, mostriamo ora come lo studio
di vari problemi relativi ad un anelloide distributivo finito possa
essere limitato agli anelloidi aventi ordine uguale ad una potenza
di un numero primo.

Sia E un anelloide distributivo di ordine

(Pi> Pa —>Pk nunieri primi distinti; fe> 2).

Poichè E è un particolare preanelloide bilatero, si deduce dal
Teorema i (n. B) che E possiede un unico ideale S(pi) d'ordine
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pt
ai in corrispondenza di ogni fattore di Sylow p,*,- delVordine N;

e se i fattori di Sylow sono almeno tre, R possiede un unico
ideale H(p,y ... p,.) d}ordine jx =p*t ...p.°Vm corrispondenza di ogni
fattore a di Hall delV ordine N. I vari ideali S[pt) ed H(p,, ...jör)
sono rispettivamente i cosidetti ideali di Sylow e di Hall dello
anelloide R, e sono tutti bilaterl (si ricordi 1'osseryazione 2
del n, 3).

D'altra parte, poichè i guuppi additivi R+ ed H+ delF anelloide
R e delP ideale H{pt, . . . , pt) sono nilpotenti (perché abeliani),
accade che Z?4" possiede un unico sotfcogruppo di SYLOW S+{pi)
d'ordine pt

ai, e questo è proprio il gruppo additiro dell'ide-
ale >$(#(); inoltre è ben noto che R*' risulta somma diretta dei
snoi sottogruppi di STLOW, ed H* è somma diretta di S*(p,)}...,
S+(pr) (si ricordino i preliminari del n. 1 sui gruppi nilpotenti).
Infine, se teniamo conto anche del fatto che il prodotto di due
elementi arbitrari x t, yn appartenenti ad ideali di Ssxiow diffe-
renti è uguale allo zero di R (osservazione 4 del n. 3), possiamo
enunciare. in base alla definizione di somma diretta di sotto-
anelloidi (n. 6), il

TEOREMA 8. - Un anelloide distributivo R (F ordine

è somma diretta dei suoi ideali di Sylow S{py), S(pt), ..., S{pk), ed
ogni suo ideale H di Hall d'ordine M- =pt

ai ... p,ar è somma diretta
degVideali di Sylow S(pt). .-., S\p~).

Inoltre, in virfcu. délie proprietà délie somme dirette enunciate
nel n. 6, si puö senz'altro affermare che:

a) il suddetto anelloide R e commutativo se, e solo se. i suoi
ideali di Sylow sono tutti commutativi;

b) R possiede un'unità u se, e solo se, ogni ideale di Sylow
S(Pi) possiede un'unità u,. Allora u risulta somma délie varie u t .

c) Gli elementi non nulli appartenenti ai vari ideali di
Sylow e di Hall delV anelloide R sono dlvisori dello zero in R.
La condizione necessaria e suffidente afflnchè essi siano i soli
divisori dello zero in R è che ciascuno degVideali di Sylow -
pensato come anelloide a se stante - risulti privo di divisori
dello zero.

d) R è un anello se, e solo se, ognuno dei suoi ideali di
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Sylow è un anello. In tal caso il ceniro di R risitlta la somma
direita dei centri dei suoi ideali di Sylow (J8|.

8. Definiamo preanelloide distributivo un insieme R (even-
tualmente infinito) nel quale siano ovunque definite due leggi
di composizione interne - somma e prodotto - in guisa che :

I) G-li elenienti di R formino un grnppo nilpotente rispetto
alla somma ;

II) yalgano le due propriété distributive (destra e smistra)
del prodotto rispetto alla somma.

Si vede senza difficoltà che un preanelloide distributivo E è
un particolare preanelloide bilatero (la veiifica è del tutto siniile
a quella indicata nel n. 2 per provare che un anello è un pre-
anelloide bilatero).

Ovviamente gli anelloidi distributivi introdotti nel n. 5 rien-
trano nella classe dei preanelloidi distributivi, in quanto il loro
gruppo additivo (essendo abeliano) è un gruppo nilpotente.

Orbene la trattazione svolta nei n.n. 6, 7 a proposito degli
anelloidi distributivi puö essere ripetuta senza cambiamenti di
sorta per un preanelloide distributivo M (con la convenzione di
chiamare ancora sottoanelloidi i preanelloidi subordinatj di i?5 e
di riten ere commutativo un preanelloide in cui il prodotto sia
eommutativo).

Iufatti in detta trattazione l'ipotesi che il gruppo additivo di
R sia abeliano non interviene mai in modo essenziale, perché le
proprietà dei gruppi abeliani ivi adoperate sono godute pure dai
gruppi nilpotenti piii generali.

Dun que il teorema 8 continua a sussistere anche quando nel
sno enunciato si sostituiscano gli anelloidi distributivi con i pre-
anelloidi distributivi.

(28) Si veiifica seuza difficoltà che in un anelïo finito JR ogni elemento
nilpotetite x di esponente h^>i (ciö significa che xh — 0, ed h è il mi-
nimo esponente per cni la cosa si verifica) appartiene a qualcke ideale
di Sylow oppure è somma di elementi mlpotenti dello stesso esponente h
apparteventi ad tdeali dt Sylow differenti.

Una proprietà analoga è goduta da un elemento idempotente (cioè da
un elemento non nnllo x per cui si abbia x2 = x).
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CAP. T. - Qualche condizione sufficiente affiachè un anel-
loide distributivo sia un anello commutativo.

9. Esponiamo ora alcuni criteri molto semplici i quali permet.
tono di decidere che, in certe condizioni, un anelloide distributivo
è un anello commutativo.

Precisiamo dapprima Ie considerazioni svolte nell' osservazione
7 in relazione agli anelloidi ciclici.

TEOREMA 9. - Sia E un anelloide distributivo dclico (eventual-
mente infinito). E è un anello commutativo. ed ogni sottogruppo
del suo gruppo additivo è un ideale.

Si supponga inoltre che E sia dotato di imita. Allora E risulta
isomorfo alV anello degli interi relativi oppure alV anello délie
classi di resti mod. N, a seconda che V anelloide stesso sia infinito
oppure abbia ordine N (2ö).

Ija proprietà è da ritenersi nota almeno parzialmente, tuttavia
per comodità del lettore ne presentiamo una dimostrazione.

Indichiamo con a un generatore del gruppo additivo ciclico
B~*~ delP anelloide E, e consideriamo tre elementi qualsiansi di R,

x = ma, y = na, z = qa,

ove m. n, q sono numeri interi relativi.

Poichè il prodotto gode délia propriété distributiva rispetto
alla somma, si ha

xy — {ma) (na) = {mn)a2,

yx = (na) (ma) — (nm)a2;

dunque il prodotto è commutativo.
D' altra parte visulta

= [(mn)a2](qa) = (mnq)[a2 - a]

x(yz) = (ma)[(nq)at] = (mnq)[a • a2]

(29) Di qui si deduce facilmente clie, se un anelloide distributivo non
ciclico possiede un'unità u, i multipli mu dell' unità (m: intero relativo)
formano un anello ciclico, il quale è isomorfo all'anello degli interi rela-
tivi oppure all'anello delle classi di resti mod. N9 a seconda che Ia carat-
teristica di u sia uguale al numero zero oppure ad un numero iV*.



0SSEBVAZI03STI STJIXA STRTJTTURÀ ARÏTMETICA DEGILI ANELLI, ECC. 3 0 9

ed essendo a2 • a = a • a* (per la commutatività del prodotto), si
ottiene

{xy)sf = xlyz),

epperö il prodotto è anche associativo. Ciö basta per concludere
che V anelloide B è un anello commutativo.

Dimostriamo ora che ogui sottogruppo proprio H* del ffruppo
additivo B*~ è un ideale di E (nel caso finito la cosa è vera
indipendentemente dal fatto che 1' anelloide B sia distributivo ;
clr. Fosservazione 7).

Invero H+ è anch'esso un gruppo ciclico (30), laonde risulta
generato da uu elemento b — ra (dove r è intero ^positivo): gli
elementi di H~*~ sono quindi del tipo

hz=sb = (sr)a

ove s è un intero relativo. Per provare che gli elementi di J3+

costituiscono un ideale di B, basta verificare che il prodotto di
un elemento qualsiasi heu* per un elemento arbitrario x=ma
dell'anello B appartiene ancora ad H~*~. Invero

hx = [(sr)a] [ma] = (srm)at,

e poichè a* è un elemento di H ed è cosi del tipo t a (t intero
relativo), risulta

hx = (srmt) a = (smt) (ra) •= (smt) b ;

perciö anche hx è un multiplo di b ed appartiene ad £T.
Introduciamo ora 1' ipotesi che V anello ciclico B sia dotato di

un5 unità u. Poichè u non appartiene a nessun ideale proprio
di i2, e di conseguenza - per quanto detto sopra - a nessun
sottogruppo del gruppo additivo B*~} si puö affermare che u è
anch'esso un generatore di i£"*~, sicchè ogni elemento di B è del
tipo mu (con m intero relativo).

Orbene, se B è infinito, 1' isomorfismo tra B e V anello degli
interi relativi si ottiene ovviamente associando ad ogni elemento
mu di B 1'intero m; se invece B ha ordine finito N, Fisomorfi-
smo tra B e 1'anello delle classi di resti mod N si ottiene as-

(30) Cfr. ad es. ZAPPA, 1. c. in (4), p. 5L.
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sociando ad ogni eleraento mu di B (m = 0, 1, 2, ..., N—1) la
classe di resti j m | individuata da m.

Coii ciö il Teorema è completamente dimostrato.

OSSERYAZIONE 10. - Condizione necessaria e sufficiente affinché
wn anelloide B d}ordine N — pf* ... pk*k (pl. ...,, j9* nuraeri primi
distinti) sia ciclico è che i suoi ideali di Sylow siano tutti ciclici.

La condizione è ovviamente necessaria. Infatti se B è ciclico
ogni sottogruppo del suo gruppo additivo R+ è ciclico, epperö lo
sono an che i gruppi additivi degli ideali di SÏL.OW di i?.
Viceversa se gli ideali di SYLOW sono tutti ciclici, accade che il
gruppo B+ - essendo somma diretta dei gruppi additivi
&+(Pi)3 ..-, S+ipk) degli ideali di SYLOW - è anch'esso ciclico,
perche i predetti sottogruppi di R*~ sooo ciclici ed hanno ordini
Ĵ i*1: •• i Pkah Sb due a due primi tra loro. Si noti che la proprietà
in esame ha carattere essenzialmente gruppale ed è valida anche
per anelloidi non distributivi.

Tenuto conto del fatto che un anelloide d' ordine primo p è
ciclico, si puö enunciare il

CojaoLLARio 11. - Un anelloide distributivo finito avente ordine
primo p, oppure ordine p^pt ... ph uguale al prodotto di k
mumeri primi distinti, è un anello commutativo.

Invero un anelloide siffatto è ciclico, e perciö è un anello com-
mutât ivo (Teorema 9).

OSSERVAZIONE 12. - Passiamo ora ad una proprietà stretta-
mente legata al Teorema 9.

Sia B un anelloide distributivo, eventualmente infinito, il oui
gruppo additivo B+ ammetta un numero finito di generatori ; si
supponga inoltre che ogni sottogruppo di R* sia un ideale
bilatero di B (3l).

Allora Vanelloide B è un anello commutativo ed è somma di-
reita di r>Q ideali ciclici iwfiniti e di s^>0 ideali ciclici finiti
aventi ordini uguali a potenze di numeri primi (3 )̂.

(31) Un esempio Tbanale di anelloide H ch.e goda délia proprietà i a
esame è dato da uno zero-anetlo, cioè da un anello in cui il prodotto
di due elementi qualsiansi sia nullo.

(32) ü o t i a m o che se R non si r iduce al solo elemento zero, almeno uno
dei due numer i r ed s è diverso da zero. Li'anelloide B è finito se. e solo
se, 'si ha r = 0.
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Kicordiamo che il gruppo abeliano R* - essendo per ipotesr
dotato di un numero finito di generatori - puö ritenersi somm&
diretta di k = r * s sottogruppi ciclici Si3 S2,..., Sk, ciascuno^
dei quali o è infinito oppure ha ordine uguale ad una potenza
di un numero primo (33).

Consideriamo ora due elementi xf, yu estratti da due dei pre-
detfci sottogruppi, diciamo S t, Sk (i=\=:h). Poichè St ed Sh sono per
ipotesi ideali di E, accade cite il prodotto x,yh appartiene ad
entrambi. InoUre St ed Sk hanno in comune soltanto lo zera
{poichè R* è somma diretta di S^ S%} ..,, SA); perciö xîyk^^0.

Tenuta presente la definizione di somma diretta di sottoanei-
loidi richiamata nel n. 6, possiamo dunque affermare che V anel-
loide distributiro E è somma diretta degF ideali Si, S25 ...^ Sk .

D'altra parte i suddetti ideali sono anelîoidi distributivi ciclici,
epperö sono anelli commutatiri (Teorema 9). Si concîude che la
loro somma diretta è un anello commutatiyo (cfr. ancora il n. 6).
e con ciö la propriété è dimostrata.

Notiamo infine che la proprietà stessa non puö essere inyertita.
Esistono infatti anelli commutativi che, pur risultando somme
dirette d? ideali ciclici di ordine primo, non posseggono un ideale
in corrispondenza di ogni sottogruppo del loro gruppo additivo (M).

(33) Si tenga presente il teorema délia base principale dei gruppi abe-
liani. Cfr. ad es. 25ASSENHAUS, 1. c. in (*), p . 91 o anche Z A P P A , 1. c. in (*),
p. 120.

(34) Ad eserapio si consideri l 'anello H costïtuito da quattro elementi
0, a ; bj Cj i quali rispetto alla somma formino un gruppo non ciclico de!
4° ordine avente Telemento 0 corne elemento neutro; inoltre i prodot t i
degli eleraenti non nulli di B siano definiii nel modo seguente :

&« =

C&zzz

b

b

0

, ac = C

0

ca = c , ,

(Lasciarao al lettore la verifica che l ' ins ieme B munito délie s u d d e t t e
operazioni è effettivamente un anello).

Oibene, B è un anello coramutativo che ammette l 'e lemento a come
nnità e possiede tre sottoanelli A, B, C, d? ordine 2 i quali sono formati
r ispett ivamente dagli elementi 0, a\ 0, 6; 0, c.

I sottoanelli B e C sono ideali di K; di più B è somma diret ta di B
e C. Tuttavia il sottoanello A non è un ideale di B.
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10. Dimostriamo ora il

13 - ün anelloide distributivo finito R, dotato di unità,
èl quale abbia ordlne p* (p: numero primo) è un anello com-
mutativo (35).

In virtu del Teorema 9 possiamo senz' altro affermare che la
proprietà suindicata è valida quando il gruppo additivo 2?"*"
*delF anelloide R è ciclico (ed allora Fipotesi che R sia dotato di
unità appare superflua).

Supponiamo dunque che R+ non sia ciclico : i suoi elementi
non nulli avranno tutti caratteristica p, ed R~*~ puö considerarsi
.generato dall'unita u e da un altro elemento non nullo a, il quale

coincide con nessuno degli elementi u% 2u, ..., [p — l)u.
Ogni elemento di R è dunque del tipo mu -+- na, con m. n — 0,
...,P~I.

Consideriamo tre elementi qualsiansi di R

(35) Se si sopprime Tipofcesi che B sia dotato di imita, il Lemma 13
won è più Tero. Esistono infatti anelloidi distributivi di ordine p'2, anzi
^ddirittura degli anelli. i quali non sono commutativi.

Ad esempiOj per p = 2 si consideri 1' anello R costituito da quattro
^element! 0, a, &, c, i quali rispetto alla somma formino un gruppo non
«sielico avente l'elemento 0 corae elemento neutro; inoltve i prodotti degli
-elementi non nulli di R siano definiti nel modo segnente

a% — 0 , ba = a , ca — a

ab~0 , &2 = b . eb = b

ac = 0 , bc — c , c2 = c

^anehe qui la Terifica che l'insieme B munito delle operazioni suindicate
«ïa un anello viene lasciata al lettore).

Ij'aaello R evidenteraente non è commutativo. Facciamo infine presente
che la propriété espressa dal Lemma 13 non si estende agli anelloidi
distributivi dotati di nnità ed aventi ordine p* con % > 2. Esistono ad
esempio anelli non commutativi dotati d'unità ed aventi ordine 8 (p = %
G& = 3). Il lettore provi a costruivne uuo avente tutti gli elementi non
nulli di caratteristica 2.
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Per la distributivifcà del prodotto rispetto alla somma si ha

xy = mimtu -+- n^m^a -f- mLn2a -+- n{nta
2,

yx = m^m^u +- n%mfl -f- ro^a -+- n%nxa
x ;

sicchè risulta ocy=yx, e Fanelloide è commutativo.

Per verifioare clie il prodotto è anche assoclativo si calcolino
- setnpre mediaate la proprietà dlstribativa - i due prodotti {xy)z
ed oc{yz\

Tenuto conto che a2*a=:a'a2 (per la già provata commiita-
iività del prodotto), si vede tosto che

{xy)z = x{yz).

Si conclude che R è un anello commutativ^o.

Sebbene non iafceressi il segaLto, notiamo che il centro di un
unelloide dislributivo d'ordine p%> il quale non sia commutativo,
si riduce al solo elemento zero.

Uu aaelloide E siffatto è cerfcamente noa ciclico (Teorema 9);
quindi tutti i suoi elementi nou nulli hanuo caratteristica p. Se
il cenfcro di B non si ridacesse al solo elemento 0, esisterebbe
in B uu elemeuto a^=0 permatabile con ogai elemeato di B e
perciö anche con uu elemeafco b che insieme ad a sia atto a
formare uua base del gruppo additi^o di R. AUora essendo ab=ba,
i) prodotto di due elementi qualsiansi di B

x = mLa -f- nj>, y = mfa -f- ntb

((mn nl, mti n2 = 0, 1, ..., p — 1) rlsulterebbe commutativo contro
il supposto.

14. - Si consideri un anelloide distributivo flnito R,
dotato di unità, il quale abbia ordine

op pu re

{Pu Pti -'> Pr> Qi, qti .... q, sono numeri primi distinti fra loro).
Is'anelloide B è un anello commutativo.
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Oj per il teorema 8, anehe gl;ideali di SYLOW di B sono
dotati d'unità. D' altra parte poichè gVideali suddetti hanno
ordine uguale ad un numero primo p, oppure al quadrato di an
numero primo q3, si deduce dal Corollario i l e dal Lemma IS
ehe gV ideali stessi - essendo anelloidi distributivi - sono anelli
eommutativi. Ciö premesso, il teorema 8 permette di concludere
ene 1' anelloide B è un anello commutativo.

CAP. Yï. - Sui prolblemi "tipo Sylow" relativi agli anelli
finiti.

11. Tutti i risultati determinati in precedenza per i vari pre-
anelloidi ed anelloidi sono Talidi evidentemente anche per gli
anelli. Vogliamo ora esporre qualche altra proprieià degli anelii
che, a differenza di quelle già Yiste, non puö essere estesa nem-
meno agli anelloidi distributivi.

TEOREMA 15. - 8e Vordine N di un anelïo fiwito B è divisibile
per un numero primo p, Vanello possiede almeno un sottoawello
d'ordine p (36).

Naturalmente la proprietà non è banale per
Poichè il gruppo additiyo B~* di B ha ordine N divisibile per

jo, esso contiene qualche elemenio di caratteristica p (37).
Per il Lemma 5 e per la successiya Osservazione 6 possiamo

affermare che la totalità degli e]ementi di caratteristica p deïlo
anello B foima - insieme allo zero - un? ideale G di B. Ovyia-
mente F ordine X di G è del tipo p$ , perché se X ammettesse
qualche fattore primo q=$=p, 1'ideale 6r, pensato come gruppo
additivo, dovrebbe contenere qualche elemento di caratteristica q,
contro la definizione dello stesso G.

Se p = 1 il teorema è dimostrato, altrimenti si procède come
segue.

(36) Se inTece di un anello considerfamo un anelloide disiributivo B7

non possiamo più dedi«rre che B possegga qualclie sotioanelloide d'ordinep
dal fatto che 1'ordine N di B sia divisibile per un numero primo p Esi-
stono infaiti anelloidi disiributivi del quari'oidine che non possiedono
nesstin soiioanelloide di erdine % ad eserapio 1'anelloide descritto nella

nota (22) a piè di pagina.
(") Cfr. ad es. ZAPPA, 1. c. in (*), p, 122.
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I) Se G non possiede divisori dello zero. esso è certaniente un
eorpo - perche è aa aaello fimto - ; quindi G possiede un sotto-
anello d'ordiae p: il sofctocorpo formafco dai malfcipli dell'unifcà (38).

II) SupponLaaio che G possieda dei divisoci dello zero. Esi-
etono allora in G almeno dae elementi a 4= 0, b ̂ = 0 per cui
nh — 0 (noa si eselude, a priori, che sia a = b). Coasideriamo
F ideale destro Gv deli'anello G f >roiato dai multipli destri ag
cielPelemento a (con g yariabile in G) (39).

Sono possibili due casi':

TI„) Per ogni ge G risulta ag — 0, e quindi anche a 2 = 0 .

Allora il sottogruppo ciclico A generato da a enti'O il gmppo

additivo di G, sottogruppo formato da

a, 2a, 3 i , ..., (p - l)o, pa (pa = 0) («),

è un sottoanello d'ordine p dell'anello G (più precisamente uuo
zero - anello); ed il teorema è dhnosfcrato.

riö) In G esiste qualche elemento ^^=0 tale che pure a|/4=Ö
ê supponiamo pure che sia g —a, perché se fosse a~ = 0 il

teorema sarebbe di nuovo dimostrato).

Allora l'idéale Gt non si riduce ai solo elemento 0 (ciö acca-
deva nel caso IIa), ma nemmeno puö riempire tutto (x, perché
«iô potrebbe accadere soltanto se a due scritture distinte qual-
«iansi agy, agt corrispondessero sempre due elementi pure di-
stinti, mentre per gl=ztb, ^2 = 0 si ha agi — agt=0. Quindi Gi
è nn sottoanello proprio di G avente ordine pr <p$-

Se y — 1 il teorema è dimostrato. In caso contrario si ripete
sopra Gx il ragionamento svolto sopra G (a partire dal comma I
e proseguendo, se è necessario, fino al comma IIÖ): si troverà o
un sottoanelio d'ordine p (ed il teorema allora è dimostrato)
oppure un sottoanello G2 avente ordine p§ con jp<p 5 <2? T . Si
ripete allora su G% il ragionamento svolto per G e Érn e cosï via.

(3S) Ofr. ad es. B. SEGRE, 1. e. in (2i), p. 38.

P) GL è nn ideale destro di G, perché, seelti comunqae due elementi
i : a9z *a Gr̂  e(^ u a eleniento g ia Gr, accade che

1) agt — ag,2 = a{gL — g%) è un elemento di Gt ;

2) (agt)g = cfc(</4gr) è pure un elemento di Gr4 .

(40) Si ricordi ehe l'elemento a, appartenendo a G. ha cavatteristica p.
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È ovvio cbe, proseguendo in questo modo, dopo un numéro
finito di passaggi si trova un sottoanello d7 ordine p, non potendo
il procedimento dar luogo ad una successione infinita di anelli
con ordini decrescenti

ciascuno dei quali ha ordine maggiore di p.

OSSERVAZIONE 16. - Sappfamo che, se pa è la massima potenza
di un numero primo p la quale drvida 1'ordine N di un anello
R, allora R possiede un unico sottoanello d5 ordine p a : F ideale
di STLOW S(p) relatiyo al fattore primo p (si ricordino il
Teorema 1 e Ie osseryazioni 2. 3 del n. 3, tenendo presente che
un anelîo è un particolare preanelloide bilatero e che i vari
preanelloidi subordinati coincidono con i sottoanelli di R)>

D'altra parte il Teorema 15 ci dice che R possiede anche
qualche sottoanello d'ordme p, il quale per a > l è contenuto
propriamente nel predetto ideale d'ordine p<* (Osservazione H
del n. 3).

Supponiamo ora a >> 2.

Ci si chiede: l'aneîlo R possiede dei sottoanelli aventi ordini
intermedi pa~1

) p*—2* ..., pv?

In altri termini, è possibile assegnare per gli anelli una pro-
posizione analoga al primo teorema di SYLOW per i gruppi ?

Sappiamo che in certi casi particolari - ad esempio per gli
anelli ciclici (Cfr. Tosservazione 7) - si puö rispondere afferma-
tivamente al problema posto.

TuttaYÎa la cosa non riesce in generale; anzi pub accadere
talvolta che V anello R non possieda nessun sotioanello avenie une
degli ordini intermedi pa~1, .... p2.

Ad esempio, si supponga che R sia un cowpo finito d'ordine £>*,

Gli eventuali sottoanelli di R, doyeudo essere finiti e priyi di
diyisoii dello zero (perché il campo R non ne possiede), sono
corpi ; essi sono cioè sottocampi di R.

D'altro canto è noto che per oc>2 il campo E ammette dei
sottocampi d'ordine p$ con 1 < f < a, se, e solo se, Fintero ,8
divide a (41).

(4*) Cfr. ad es CARMICHAEL, 1. c. in (16); p. 260.
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Basta perfcanto scegliere a uguale ad un numero primo mag-
giore di 2, affinchè il campo B non possieda sottoanelli degli
ordini pa~2, . . . ^ l

17.- Sia B un anello finito d'ordine pa (<x>2), il
quale possegga un ideale I d'ordine p$ (0 < p < a — 1). Allora B
possiede almeno un sottoanello d'ordine

IJ' anello quoziente B''= Rjl ha ordine p«—P, e; per Ie ipotesi
fatte, si ha pa~~$>pl.

Dal Teorema 15 si deduce che B' possiede aîmeno un sotto-
anello proprio A' d? ordine p,

Consideriamo ora l'omomorfismo f di B su B,' che associa ad
ogni elemento a di B Telemento di B' costiluito dalla classe
laterale I'-f- a; sia J. la totalità degli elementi di B che sono-
controimmagini degli elementi di A( nelTomomorfismo f. L'in-
sieme A è notoriamente un sottoanello di B', proviamo che il suo
ordine è p$+\

II nucleo deiromomorfismo è costituito dalP ideale I, il quale-
ha ordine p®; dunque il grado dell'omomorfismo è pK Poichè A'
ha ordine p, si conclude che 1' ordine délia sua immagine inversa
A è p.p$

12. I risultati di carattere generale sui problemi "tipo
relativi ad un anello finito (Teoremi 1, 8, 15) sono completati dal
seguente :

TEOREMA 18. - Sia B un anello finito d'ordine

(h> 1; £>n Pu •••> Pk numeri primi distinti).
U anello B possiede qualche sottoanello An avente ordine

n=pi ...pk

uguale al prorloito di un qualsivoglia numero di fattori primi
distinti delVordine N.

L3 anello R possiede pure qualche sottoanello Am avente ordine

m=pt~.php*s...pft
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ove pt. . . . .p/, , p,, ... pt sono fattori primi distinti delVordine K,
•e P*sj —jPft sono Ie massime potenze di ps. ...,pt che dividono N.

(Naturalmente affinchè il teorema sia significativo occorre che
ma n < iV, w% < N).

Sappiamo gih che in corrispondenza di ogni fattore primo p,
e di ogni fattore di SYLOW p*f dell'ordioe N, Y anello B possiede
almeno un sofctoanelio APi ed un unico ideale (di SYLOW) S{Pj),
arventi ordini rispefctivi pt e Pjaj-

Orbene un sottoaiiello An di ordine n puö essere costruito
come somma diretfca dei sottoanelli Ap^ ..., Ap ; analogamente
ïïn sottoanello Ani di ordine m paô essere ottenato come somma
diretta dei sottoanelli APi, ...,APh, S(ps), ..., 8(pt). Infatti :

a) Fnnione An dei gruppi additivi APt, ...^ APh dei sottoanelli
APt, ...,APti è un sottogruppo d'ordine n =pt ...p^ del gruppo
additivo R+ di R; di piu An risalta proprio la somma diretta
di Ap.* ...,Apk (la proprietà è stata ricordata al termine dei pre»
Mminari del n. 1 - in linguaggio moltiplicativo invece che addi-
iivo - a proposito dei gruppi nilpotenti; essa Tale naturalmente
anche per i gruppi abeliani che intervengono nella questione
attuale).

b) Detti Xj, xr due elementi qualsiansi estratti da Ap .
Ap {j ̂ = r) si ha XjXr = 0 perché xs ed xt. sono elementi
degV ideali di SYLOW S{pj) ed S(p,) (si ricordino a questo proposito
Ie osservazioni 3, 4 del n. 3).

Ciö basta per concludere che An è un sottoanello dJ ordine n

delP anello E ed è somma diretta dei sottoanelli Ap . -.., APh (si

tenga presente la definizione di somma diretta data nel n. 6).

I n modo analogo si eonduce la dimostrazione per provare la
esistenza di Am.
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Nota. Il lavoro [1] del BALI/IEU è quello che présenta maggiori pnnti
<li contatto con la nostî a trattazione, in quanto la proprietà che un pre-
•anelloide distributivo finito sia somma diretta dei suoi ideali di SYLOW
(da noi osservata nei n.n. 7, 8) è già segnalata da detto Autore nel caso
particolare. ma significativo, degli anelli finiti. In una rivista bibliogra-
fica un recensore ha affermato che il risultato del BALLIBU era già stato
stabilito in precedenza dal VANDÏVER nella memoria [11].

Quest'ultimo lavoro è molto interessante; tuttavia occorre aggiungere
•che gli anelli finit! considerati dal VANDIVER {flnite algebras] non sono
i più generali, perche commutativi e dotati di unità.

Gii altri Autori da noi citati — in modo particolare il REDEI — si
occupano per 3o più dei problemi riguardanti la classificazione degli anelli
che possiedono un ideale in corrispondenza di ogni sottoanello o addirit -
tura di ogni sottomodulo; a siffatti problemi si riconducono alcune que-
stioni relative agli anelloidi distributivi di cui abbiamo dato soltanto
qualche cenno nel n. 9 délia presente esposizione.

Queste notizie sono state tratte dal « Mathem. Reviews » e dal
* Zentralblatt für Mathematik». l̂ "on sempre ci è stato possibile leggere
i lavori dianzi citati.
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