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Comportamento degli elementi curvilinei
composti in un'omografia

Nota di ANNA COMOGLJO (a Torino) (*)

Somniiirio. - Conte nelVintroduzione.

Nel presente lavoro assegno (n. 2) i gruppi continui finiti dl
omografie che trasformano in sè un elemento cornposto jEk,»» {*)>
( 0 3 (*

Per ottenere Ie formule del n. 2, mi sono appoggiata sul risul-
tato di un calcolo assegnato nel n. 1, (che potrà seryire anche in
altre occasioni), inteso a stabilire il modo di operare di una sosti-
tuzione lineare sulla rappresentazione analitica dell' E2i m con-
siderato.

1. Consideriamo nello spazio ordinario un elemento composto
J£2,4 avente come centro T origine, corne tangente l'asse X e come
piano osculatore il piano Z = 0, rappresentato analiticamente dai
due sviluppi in serie:

Y= A,X" + AZX3 -+- A4X* + A5X
5 -+- A6X* -4- [7]

Z= B,XS -+- B4X* H- B,X5 -4- £6X6 + B7X
7 + [8]

essendo le A e Ie B costanti assegnate (A% =}= 0} -B3 =j= 0). Se si
applica ad esso una trasformazione lineare

_ p0X •+• PtY-t-ptZ
1 -H s0X -*- SiY -h s%Z

(1.1)

"l+Sfll+SjTH-

1 -+- s0X H- Sj Y -H s2Z

{*) Pervenuta alla Segreteria delP U. M. I. il 27 giugno 1962.
{*) Per la nozione di elemento composto v. i lavori [7], [5], [6], [S]T

[10], [12], [13], citati nella bibliografia. I risultati qui pubblicati sono già»
stati citati dal Prof. TERRACINI nelle sue conference fl'2], [13].

(2) IJ easo m = 0 era già stato trattato precedentemente.
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èale cbe muti il punto X — 0, Y = 0, Z ~Q nel punto x ~ 0.
t/ = 0, 2 = 0 , la re t ta Y = /£ —Onella retta y -= s = 0 ed il piano
j? = 0 nel piano 0 = 0, si ottiene ancora un elemento composto
M2,t, in condizioni del tutto analoghe a quelle dell'elemento dato.
per la cui rappresentazione analitica adottiamo le espressioni

1 -h a4x
4 H- a5x5 -+- a6x

G -+- [7]

r 0 = 63cc3 -4- &4cc
4 -h b5x

5 ~h b6x
Q -+- 67x

7 -h [8]

dove le a e le b dipendono dai coefficient! A e B, e dai parame-
t r i délia trasformazione. P . e. si ha subito

mentre per i coefficienti a e b successivi, un calcolo che non
l'iproduciamo qui^ il quale non offre nessuna difficoltà, ma si
^îomplica notevolmente man mano che si procède con l'indice del
coefficiente a o &, porge :

Po

e
Po

Po
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~l (28B3C
3

Po

pCL Hj9

4H
Po

l - 21ptCDG -4- 5

l -*- po/),

C5K -

32p2
0CDK -f 2OpC2

4ove si è posto

— (p.s, ~h p1sQ)A4 — {posz -^ p2s0)B4

-4-
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H = qxA4

J — g,il6 -h- g2£6 — §0(^,^5 -H g255) -H (s? — s1JL2)(^1^4 -h q%BA

-+- 2s^syAz -h 2s0SjjB3 — slAA — s2B4 -4- s{

K= B4 — so^3

— s0B5 H- {si — s1Ai)B4 —(si —

2. Osservando le equazioüi (1.2) del paragrafo précédente, si
puö dedurre che condizione necessaria e sufficiente affinchè un
JS2to di equazioni:

(2.1)

/ z=
sia invariante per una trasformazione lineare del tipo (1.1), è che siar

ql=pl , rt=pî

(Poi Pu Pu Qzi SOJ S J J S2 pa rame t r i a rb i t rar i ) . L7 E2,o è qu ind i mu*
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tato in sè dalle omografie che costituiscono il G1 :

X = ;1 -+• s0X -+- sï Y -h S%7J

1 + &Z + Sj Y •

Le omografie del grappo (2/2) trasformano in sè eiascuno degli
oo2 Z?2,o aventi rappreseutazione analitica (2.1), infatti non dipen-
dono dal valore dei 'coefficienti At e Bz dell7 elemento considerato.

Ripetendo ora Ie stesse considerazioni per un E2,m (m = l, 2,
3) si trova (per ognimo) un grappo continuo finito. a 7 — 2m pa-
rametri, di omografie per Ie quali VE2.m è invariante.

Inoltre si puö notare che Ie omografie che matano in sè un
E2,m devono necessariamente trasformare in sè 1' E2,w—i ? conte-
nuto nelVE2]m considerato. Qnindi per ogni valore di m avremo
un gruppo di omografie apparèenenti a quelle trovate per m — 1.
ovviamente con un numero minore di parametri arbitrari.

Effettiv^amente per m = 1, cioè per V E2,x di 'equazioni :

(2.3)
( Z = B3X* -+• ̂ 4Z^ -+- [5]

si ottiene il G5 costituito dalle omografie (2.2) dove
sg rimangono arbitrari, mentre

(2.4)
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Per m = 2, cioè per VE2,2 di equazioni :

Y = AtX* -+- ̂ L3Z
3 -4- ̂ L4Z

4 H- [5]

Z = BZX* -f- £4Z4 -t- £5Z5 + [6]
(2.5)

si ha il (r3 costituito dalle omografie (2.2) dove p0, s0, sg sono
ancora arbitrari, px, g2 sono dati dalle (2.4) ed inoltre

35 - 1SA4BÎ — tlA^Bt -f-

1SA3BSBA)

(2.6)

Infine per m = 3, cioè per l'Et,» di equazioni:

(2.7)
Z =

[6]

JB3Z
3 -+- ̂ 4 Z 4 H- £ 5 [7]

si trova il gruppo continuo Gr, costituito dalle omografie (2.2) dove
s0 è l'unico parametro arbitrario, mentre

I [9(2A2BÎ - 4^3J5354 H- SA4Bt -

(2.8)

ed i rimanenti coefficient! si ottengono dalle (2.4), (2.6) perpô=l, eioè

(2.9) gi = r, = l , J P , = g , 9S = SB7'
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(2.9) pt = -?±- \Z(AtBt - 2A3B3) + s0AtB3],

Nelle formule (2.8), (2.9) non compaiono i coefficient! A6 e B7

dell'elemento dato; quindi si puö concludere cite se un'omografia
trasforma in se un E2,n si comporta in modo analogo rispetto a
ciascuno degli oo"2 E2,z aventi in comune l'J^, 2 in essi contenuto.
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