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Comportamento degli elementi curvilinei
composti in un’omografia

Nota di ANNA ComocLIO (a Torino) (%)
Sommario. - Come nell’ introduzione.

Nel presente lavoro assegno (n. 2) i gruppi continui finiti di
omografie che trasformano in sé un elemento composto Ei » (%),
(0 <<m=<3), ().

Per otftenere le formule del n. 2, mi sono appoggiata sul risul-
tato di un calcolo assegnato mel n. 1, (che potrd servire anche in
altre occasioni), inteso a stabilire il modo di operare di una sosti-
tuzione lineave sulla rappresentazione analitica dell’ B ,» con-
siderato.

1. Consideriamo nello spazio ordinario un elemento composto
E, 4 avente come centro 1’origine, come tangente 1’asse X e come
piano osculatore il piano Z = 0, rappresentato analiticamente dai
due sviluppi in serie:

Y= 4,X?+ 4,X} + A, X* + A, X5 + A X® + [7]
7= B,X?+ B,X* + B,X® + B,X® + B,X" + |8]

essendo le 4 e le B costanti assegnate (4,730, B,=%=0). Se si
applica ad esso una trasformazione lineare

_ PX+p Y +p, 7
Tl 485X +85,Y + 8,7

(1.1) .
. Y+ q,Z

T 145, X+5,Y+ 8,7

. r 2
T 145, X +8,Y + 8,7

z

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’ U. M. I. il 27 giugno 1962.

(1) Per la nozione di elemento composto v. i lavori [7], 18] (6], [8],
[10], [12], [18], citati nella bibliografia. I risultati qui pubblicati sono gia
stati citati dal Prof. TERRACINT nelle sue conferenze [12], [18].

() Il caso m =0 era gia stato trattato precedentemente.
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tale che muti il punto X =0, Y=0, Z=0 nel punto x—=0.
y=0, z2=0,laretta Y =7 =0nella retta y = 2=10 ed il piano
Z =0 nel piano z=0, si ottiene ancora un elemento composto
E, ., in condizioni del tutto analoghe a quelle dell’elemento dato,
per la cui rappresentazione analitica adottiamo le espressioni

— 2 3 4 5 6 7
s Y = a,2° + a,2* + ax' + azx’ + ax’ + [7]

/ z= b + bt + by’ + b’ + b,a” + [8]

dove le a e le b dipendono dai coefficienti 4 e B, e dai parame-
tri della trasformaziome. P. e. si ha subito

(1.2) ag=%24, . 5,="18;

2

Do DPo

mentre per i coefficienti @ e b successivi, un calcolo che non
riproduciamo qui, il quale non offre nessuna difficolta, ma si
-eomplica notevolmente man mano che si procede con ’indice del
coefficiente a o b, porge:

1 r
a; =—(29,4,C + p, &) ’ b4:72 (BB,C + p,K);
Do bo

1.3)

-
Gy = (69,4,C* — 2p,q,A,D + 3p,CG + ng))
Do

by = £ (9B,0* — 3p,B,D + 4p,CK -+ piL);
Do

1
a5 = (149,4,C + 9p,C*G — 12p,q,4,CD ~+ 4psCH —

Po

— 2pog, A, E — 3psDG + pol),
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by = % (28B,C* + 14p,C'K — 21p,B,CD — 3p;B,E — ApiDK-+
Po

{1.3)
-+ 5p§CL +p§M);

i .
g = (429,4,C* + 28p,C*G — 56p,q,4,C2D + 14poC*H —

Po
— 14p3q,4,CE — 21p;CDG + 5poCI + Tpog,A,D* —

— 4peDH — 2poq, A, F — 3psEG + pod),

b, = 2 (90B,C* — 108p,B,CD + 48p,C*K — 24p;B,CE —
Po

— 32psCDK + 20psC2L + 6pyCM + 12poB,D* —
— 3psB,F — 4psEK — 5paDL + psN)

dove si & posto

C=pso —p,4,

D =p A; + p,B; — (pss, + P,Sy)A4, + posﬁ

E=p A, + py B, — (Do8) + P1So) A5 — (PoSy + P280)B; + 8o(0o81 +

+ P,80)4, + 8,(peSy — PrAs)A, — posz

F=p,A,+ p,B, — (P8, + P1Sp)As — (PoSs + P280) By + So(Pos, +
+ P,180) A5 + 84(PeSy + Py8,)B; — Sg(Posx + 1S}y + (8,4, +

+8,B; — 28,8, 4,) (DS — P14 o) —5,(p1A;+ Py By —pys, 4,)4, -i—poS;
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G=q,4; + QzBs — 1S4,
H=qA, + ¢,B, — s,{¢,4; + ¢ By) + q,(s5 — 5,4,)4,

I=q,A; + q,B; — sy{q, 4, + ¢,B,) + (sz — 8, 4,)q,4; + q,B;) —

— q,(sz — 28,8,4, + 5, 4; + 8,B,)4,
J = q,4; + ¢, By — s\{q,45 + q,B;) + (Si — 5,4,)(q, A, + q,B) — (33 —
i — 28,8,4, + 8,4, + $,B,)(q,4; -+ q,B;) + q,(s: —_ 3s§slA, -+

+ 28,8,4; + 28,5,B, — 5,4, — 5,B, + s:43)4,

K =— B, —s,B,
L= By — s,B, + (so — 8,4,)B,
M = B, — $,B; + (5o — 5,4,)B, —(so — 28,5,4, + 8,4, + $,B,)B;

N =B, — 8,8, + (54 — 8,4,)B, —(80 — 28,8, 4, + 8,4, + $,B,) B, +
+ (so — 38¢2;S,A, + 25,8, 4; + 2848,B; —s, A, — s,B, + sz:)Ba
2. Osservando le equazioni (1.2) del paragrafo precedente, si

pud dedurre che condizione mnecessaria e sufficiente affinche un
E; o di equazioni:

s Y= A4,X?*+[3]
(2.1)
? Z = B, X? + [4]
sia invariante per una trasformazione lineare del tipo (1.1), & che sia:
2 3
q1 = Po s ¥y = Po

(Po> D1y Pss Gs» Sos S, Sy parametri arbitrari). I’ B, , & quindi mu-
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tato in sé dalle omogratie che costituiscono il G,:

o DX DY +p 7
Tl 48, X +8Y+ 5,7
poY +q,Z
’ — . dod T4.s
2.2 Y=1+ 8o X +8,Y + 8,7
2= pﬁZ

148, X +5,Y + 5,7

[ ]

~

Le omogratie del gruppo (2.2) trasformano in s& ciascuno degli
oo? B¢ aventi rappresentazione analitica (2.1), infatti non dipen-
dono dal valore dei ‘coefficienti 4, e B, dell’elemento considerato.

Ripetendo ora le stesse considerazioni per un Hy s (m =1, 2,
3) si trova (per ogununo) un grauppo continuo finito, a 7 — 2m pa-

rametri, di omografie per le quali 1’ B, , & invariante.

Inoltre si pud notare che le omografie che mufano in sé un
E.,m devono necessariamente trasformare in sé 1 E, p—, conte-
nuto nell’ B, ,, considerato. Qunindi per ogni valore di me avremo
un gruppo di omografie appartenenti a quelle trovate per m — 1,

ovviamente con un numero minore di parametri arbitrari.

Bffettivamente per m =1, cioe¢ per U E,, di’ equazioni:

Y=A4,X*+ A,X° + [4]

™
&

7= B, X% + B,X' + 5]

si ottiene il G4 costituito dalle omografie (2.2) dove p,, ps;, Sy, S1,

s, rimangono arbitrari, mentre
= 2 [(1 — p)B, + 2
pl‘_?)A:E; [( —‘Po) fian soBs]
2.4)

[(p, — 1)384,B; — 24,B,) + s,4,B;]
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Per m = 2, cioe per I'E, , di equazioni:
Y=A4,X*+ 4, X%+ 4, X*+ [5]
(2.5)
Z = B,X?® + B,X*+ B, X%+ [6]

si ha il G, costituito dalle omografie (2.2) dove p,, $,, S, sonc
ancora arbitrari, p,, g, sono dati dalle (2.4) ed inoltre

Pe= 3[(p(,--- (9ABB~18AB3——-11AB4+
94,Bs

+ 184,B,B,) + B,(p, — 1)(34,B; — 24,B,) —
(2.6) — DoS,A,B; B, + 25,B,(24,B, — 34,B,) + syA, B3]

s = ( 64,B,B, — 94,B% — TA,B +
! 3A3B3[p° 1(64.5, : )

+ 94,B,B,) + s,4,By(B, + s,B,)]
Infine per m = 3, cioé per I’E, ; di equazioni:

Y=A4,X*+ 4,X%+ A, X*+ A.X® + [6]
(2.7)
Z= B,X? + B,X*+ B;,X*+ B, X%+ [7]

si trova il gruppo continuo G, costituito dalle omografie (2.2) dove
s, @ 'unico parametro arbitrario, mentre

py=1,

Sy = - [9(24,B% — 44,B,B, + 34,B; — A,B,B,) +
27A B3

(2.8)
+ 38,B,(24,B, — 34,B,) + s,4,Bi]

ed i rimanenti coefficienti si ottengono dalle (2.4),(2.6) per p,=1, cioé

— 25 _ 54,
pl*—3AZ s %—-3337

(2.9) g =r,=1 y
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S
(2.9) Py =—"
*"94,B:

[3(4:B, — 24,B;) + s,4,B;y],

— S
Sl - 3:’1283 (B:( + soBa)

Nelle formule (2.8), (2.9) non compaiono i coefficienti 4, e B,
dellelemento dato; quindi si pud concludere che se un’omografia
trasforma in sé un E,; si comporta in modo analogo rispetto a
ciascuno degli oo® K, ; aventi in comune I’E, , in essi contenuto.
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