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Una costruzioiie di una classe di spazi af fini generalizzati.

Nota di ADRIANO BARLOTTI (a Firenze) (*) (**)

Santo. - Si costruisce una classe di spazi afflni generalissati nel senso di
Sperner.

Znsammeufassung. - Wir konstruieren eine Klasse von verallgemeinerten
affinen Rdumen im Sinne von Sperner.

1. È ben noto che nello studio degli spazi grafici (]) il caso
piano si differenzia nettainente da quello degli spazi di dimensione
maggiore od uguale a tre : mentre esistono numerosi tipi di piani

(*) Pervenuta alla Segreteria delP.XT.MJ. il 18 aprile 1962.
(**) JJavoro eseguito neU'ambito del Gruppo di ricerca matematica n. 8

del C. F . R.
(l) Per la nozione di spazio grafico si vedano, p. es., B. SEGRE [3], [4]?

Gr. ZAPPA [6],
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« non desarguesiani », negli spazi a tre o più dimensioni vale
sempre il teorema del DESARGUES.

In un recente lavoro (cfr. [5]) E. SPERNER ha introdotto la
nozione di s-pazio affine generalizzalo : si tratta di una struttura
geometrica definita assiomaticamente nella quale i postulati espri-
menti le proprietà grafiche sono opportunamente indeboliti in
modo da ottenere una geometria non desarguesiana a più di due
dimensioni (2). Fra Paltro egli ha indicato come si ottenga tutta
una classe di tali spazi mediante una costruzione che è suggerita
dal procedimento noto in geometria descrittiva col nome di « me-
todo delle proiezioni ortogonali ».

Scopo di questa nota è di indicare come si possa ottenere una
classe di spazi affini generalizzati nel senso di SPERNER, con una
costruzione che si ricollega ad un altro noto metodo della geome-
tria descrittiva, il « metodo della proiezione centrale ». Poichè in
questo metodo il piano si rappresenta in un modo più semplice
del puntOj e la definizione di spazio • affine generalizzato si basa
sulle nozioni di punto e di retta, il procedimento che indicheremo*
risulterà,- più precisamente, ispirato dalla rappresentazione di una
struttura « duale » di uno spazio affine a tre dimensioni.

2. Sia 7T un qualunque piano proiettivo. Scegliamo in esso una
retta, hf che chiameremo retta fondamentale, e un punto, H, appar-
tenente ad h (che diremo punto fondamentale). Fissiamo poi due
rette, f e t, passanti per H e distinte fra loro e da h.

Partendo da questi elementi possiamo costruire uno spazia
affine generalizzato nel.seguente modo. Definiamo prima di tutta
i punti e Ie rette dello spazio in questione o. come diremo in
seguito allo scopo di distinguerli dagli elementi omonimi di izr

gli jS-punti e Ie /S-rette.
Un jS-punto, A, è una qualunque coppia (ÏAfA) di rette di ir

che siano incidenti sulla retta fondamentale, distinte da questa^
e non passanti per H.

Le S-rette sono di due tipi diversi. Chiameremo £-retta di
prima specie una qualunque coppia (TrFr) di punti di TT, presi in
modo che nessuno dei due appartenga alla retta fondamentale.
Le S-rette di seconda specie sono Ie coppie (TrR) di punti di 7u,
con Tr£h, TP~\EH e R=\EH. Diremo B il punto caratteristica

(2) Dello stesso problema, in maniera diversa, si è occupato anche
GK BWALD; cfr. [1].
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di r'. Per indicare che i è un S-punto o che r è una S-retta di
prima o di seconda specie useremo rispettivamente Ie scritture:

A ~ (tAfA), r ~ (TrF,.), r ~ (T,.B).

Chiameremo spazio affine generalizzato, *$, generato dal piano TC
i'insieme degli S-punti e delle £-rette quando si definiscano la
appartenenza degli £-punti alle iS-rette e il parallelismo fra Ie
jS-rette come segue.

Un S-punto A ~ (tAfA) giace su (3) una retta di prima specie
r ~ (T,.Fr) quando Tr ed Fv appartengono rispettivamente a IA ed JA-

L' &-punto A ~ (tAfA) appartiene ad una /S-retta di seconda
specie r ~ (Tt.R) quando R appartiene alla congiungente i punti
tÇ)tA, e ff)fA, ed inoltre Tr = h{]tA.

Due S-rette di prima specie, r~(TrFr) ed u~(TuFu), Ie chiame-
remo parallèle quando Ie rette HTr ed HFr coincidono rispetti-
ramente con HTU ed HVFU.

Infine due $-rette di seconda specie, r ~ (TrE) ed u ~ (TUU)
diremo che sono parallèle quando coincidono Ie rette HR ed HU(4).

Si verifica facilmente che per lo spazio cosi definito sono sod-
disfatti i postulati Al - Al di SPERNER (cfr. [5], § 1).

Il primo di questi asserisce che due S-punti distinti, A ~ (IA
[A) e B ~ (tsfB), ammettono una, e una sola, jS-retta, r, che li con-
^iunge. Se ÏA {] fo è diverso da tn [\ h, la r è la *S-retta di prima
specie (ÏA [\ ts, fAf\ fs)- Se invece IA [\ h = ÎB f] h la r è una
S-retta di seconda specie, e precisamente la (TrR), dove con R si
indica T intersezione delle rette &* fl *) U (fa H/) e (tBf]t)[}{fB(]f) (5)
ed è Tv=sh[] ÎA. In ogni caso, se A=\=B la £-retta AB esiste
ed è unica, e quindi vale il postulato Al.

Passiamo al postulato A2. Indichiamo con n -h- 1 il numero
cardinale (finito o infinito) che indica quanti sono i punti di una
retta del piano 7c. Si riconosce subito che ogni S-retta, è incidente
precisamente con n jS-punti. Se la S-retta è di prima specie,
r ~ (TrFr), tutti e soli gli S-punti di essa si ottengono congiun-
gendo gli n punti di h, diversi da H, con T,. ed Fr. Qualora in-
vece la jS-retta sia di seconda specie, r ~ (TrR), i suoi n S-punti

(a) Oppure : appar t iene a, è incidente a, ecc.
(4) Osserviamo esplicitamente che due ret te di specie diversa non sono

mai parallèle.
(5) Si osservi che queste due rette, essendo t E|= /, sono determinate in

modo unico, e sono dist inte se A=\=B. Inol t re la loro intersezione è cer-
tamente diversa da H.
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si ottengono congiungendo Tr con Ie coppie di punti tagliate su
t ed f dalle n rette per E, diverse dalla EH Besta cosi provata
in ogni caso la validità di A2.

Il postulato A3 segue in modo del tutto immediato dalle défi-
nizioni date per il parallelismo.

Resta ancora da provare il postulato A4, e cioè che dati un
/S-punto, P, ed una S-retta, a, esiste una e una sola S-retta, b
passante per P e parallela ad a. Se a è di prima specie, a~(TaFa)9

anche b è di prima specie e risulta

Tb ̂  tP f! iH U Ta), Fb^fp(MHU Fa).
Qualora invece a sia di seconda specie, a ~ {TaA)9 si ha b ~ (TbB)
dove B è Tintersezione della retta HA con la retta (t f\ tp) \J
U (/Tl f?)) nientre Tb = hf\ tp. Eesta cosï provato che lo spazio
costruito è uno spazio affine generalizzato nel senso di S P E R N E R .

3. Chiameremo piano dello spazio affine generalizzato, o
semplicemente ^-piano ? un insieme formato da almeno due S-rette

—distinte e da tut4i gli *S-punti ehe apparfcengono a~queste, con la
condizione che siano verificate le due seguenti proprietà :

1) la congiungente due >S-punti distinti qualsiansi d e l l ' S -
piano appartiene all7 S-piano ;

2) due rette dell' ^S-piano o sono parallèle, oppure si inter-
secano in un jS-punto dell' *S-piano.

Se il piano TT, che sta alla base della nostra costruzione, non
è desarguesiano, due xS-rette distinte ed incidenti non è detto che
individuino in generale un S-piano. Si riconosce tuttavia facil-
mente che in ogni caso (qualunque sia cioè la natura del piano
TT) lo spazio costruito contiene un cerfco numero di S-piani.

Uno di questi è costituito da tutti e soli gli S -punti per cui
risulta t^^fA, dalle S-rette di prima specie per cui è Tr = Fr,
e dalle $-rette di seconda specie, r ~ {TrE), per Ie quali r isulta
R = Tr. È subito visto che per gli elementi di questo tipo valgono
Ie condizioni 1) e 2), e quindi 1' insieme di essi è un S-piano.
Questo risulta isomorfo al piano affine che si ottiene trasforman-
do per dualita -K, dal quale siano sfcati soppressi il punto H e Ie
rette del fascio avente per centro H.

Altri n S-piani si ottengono nel modo indicato qui di seguito,
in corrispondenza agli n punti di h diversi da H. Fissato un
punto K (=|E2Z") SU h, le 8-rette dell'^S-piano, (K), che si ottiene
in corrispondenza a üT, sono Ie >S-rette di seconda specie r~(KE);
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gli &-punti ai (K") sono dati da P ~ (tPfP) con K=tp[\fp. È
subito visto che due £-punti di (K) sono uniti da una retta che
è ancora di [K), mentre due S-rette di (K) che non siano paral-
lèle si incontrano in un punto di (K). Quindi (K) è un £-piano.

Un terzo tipo di S-piano si ottiene nel seguente modo. Fissia-
mo in 7i un punto M non appartenente ad h, e consideriamo Fin-
sieme, cp ,̂ formato dagli &-punti (tpfp) con Mefp, dalle S-rette
di prima specie (TrFr) con Fr = M e dalle S-rette di seconda
specie (TrB) con B s= f [\ (M (J Tr). È subito visto che per gli
elementi di ym valgono ancora la 1) é la 2) e quindi CÇM è un
jS-piano. Ad ogni punto di TT non appartenente ad h è associata
un ^-piano di questo tipo, e si ha cosï un insieme di n% $-pianL

Un altro insieme di $-piani, x^, di tipo del tutto analogo a
quello ora considerato si ottiene scambiando nella definizione di
®M il ruolo di fp e Fr rispettivamente con tp e Tr per quanto
concerne gli S-punti e Ie jS-rette di prima specie, e assumendo
come jS-rette di seconda specie di -ZM quelle {TrR) per cui è
B ^ t fl (M U Tr).

L' esistenza degli S-piani fino ad ora incontrati porta che per
ogni jS-punto dallo spazio affine generalizzato costruito nel n. 2
passano almeno 2n H- 1 jS-piani.

4. Qualora il piano 7r possieda delle particolari omologie pos-
siamo dedurne la presenza di altri /S-piani dello spazio affine
generalizzato S.

Sia oc un?omologia di TT avente per ceutro un punto 0(=\=H) e-
per asse la retta fondamentale h. Consideriamo T insieme, ©ÏL, di
tutte Ie /S-rette di prima specie, r ~ (TrFr), tali che Tr ed Fr si
corrispondano nella a e F insieme, $, formato da tutti gli jS-punti,
P ~ {tpft) con tp ed fp corrispondenti nella oc. È subito visto che
due S-rette di cR, o sono parallèle, o hanno a comune un S-punta
di §, mentre due S-punti, Px e P2 . di &?, se tp^ e tp2 JXOJI si incon-
trano su h, hanno a comune una /S-retta di IR..

Consideriamo ora un punto K(=\~ H) della retta h e siano P e
Q due iS-punti di $ con tp{\ tq = K. La retta PQ è allora di
seconda specie e quindi non appartiene ad GR. Indichiamo con ©ft*
1' insieme delle S-rette di seconda specie che si ottengono come
intersezione di >S-punti di §. L' insieme formato dagli S-punti
di ^ e dalle S-rette di IR, H- CR-* è certamente un S-piano se per
Ie S-rette di IR* valgono le seguenti proprietà:
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a) Mssato K e K comunque si prendano P e Q7 con tp [) IQ =
=̂= K) la S-retta PQ è sempre la stessa.

b) Le S-rette di IR* sono tutte parallèle.

Qtieste due proprietà sono certamente verificate se le due
rette t ed f si corrispondono neïla a. È subito visto infatti che
in tal caso per Ie S-rette in questione risulta R = O.

Se il piano -K risulta (a, /i)-transitivo; ed è IZea, a5|=i e a = zf,
allora per ogni jS-punto P dello spazio JS passa almeno un jS-piano
del tipo ora indicato.

5. Kei caso che il piano TT sia desarguesiano, S è un ordinario
spazio affine. Per riconoscere ciö basta completare lo spazio £
a,ggiungendo gli 5-punti « impropri » (corrispondenti alle « stelle »
di jS-rette parallèle) e Ie >S-rette improprie. Si riconosce allora,
quando si scambino fra loro le parole S-punto ed /S-piano, che
la costruzione data è equivalente a quella indicata da L. LOMBARDO
KADiCE_(cfr. [2]) per costruire uno spazio grafico a tre diiaensioni
partendo da un piano desarguesiano.
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