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Sur Papproximation de la fonction par les moyennes
arithmétiques de sa série ultrasphérique

par D. P. Gurra (a Allahabad, India) (¥) (*¥)

Summaire. - Nous démontrons un théoréme pour U approximation de la
fonction (0, @) par les moyennes 5,* de Cesaro d’ordre k de la série
correspondante ultrasphérique sur une sphére.v

1. Soit f(9, ¥) une fonction, définie pour 0 <0 <<=, 0 <<¢<<2m;
la série ultrasphérique est la suivante:

i

n o2r°
1 " —~1
(L) 6, ooy I (n+ ;)/ /[sin, b sin® (6 — o) " F .
"= o6
fio, @) P4 (cos ) sin 6’d6’de’
cos 1’ = cos 6 cos 6’ + sin 6 s8in 6’ cos (0 — ¢').
Nous supposons que la fonction
r—4
(1.2) fio’s ¢’){sin? 6’ sin® (o — ¢')} *

est absolument intégrable sur la sphére S. Aussi dans le cas
k < 2), nous supposons que la fonetion

Y\ k—2x r—2
(1.3) (cos 5) flo', ¢'){sin?6’sin® (¢ — 9')} 2

soit absolument intégrable sur S. Suivant KoGBETLIANTZ [1], nous

(*) Pervennta alla Segreteria dell’U. M. I. il 4 aprile 1962.
(**) Extrait du These présentée & L’université de Allahabad en 1958,
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désignons par f(Y) la fonction

, 1 fio’, o')ds’
(14) )= 2n(sin Y)2* / o 15’

Cy [sin?6'sin? (p — ¢')]®

ot I’intégrale est prise sur une circorférence Cy dont le centre
est le point (0, ¢) sur la sphére S, ds’ est élément d’arc de Cy ot le
rayon sphérique de cette circonférence est égale a Y.

Désignons maintenant par ¢(Y) la fonction

AT()
r (;) r (% -+ )\)

et par ¢, (x) et o (x) les fonctions suivantes:

(1.5) o(T) = [f(]‘) — J sin?\ Y,

b (x) = [ (x — typ—10(t)dt, p>0

x

94(%) = pa—p ]‘(w — tr=g(t)dt

[}

M. OBRECHKOFF [2] a démontré le théoréme suivant:

Soit pour un p=0, un «, 0 <<« <1, on ait
j | o,(7) | dv = o(fr+20+a), ¢ — 0.

Alors pour cﬁ ona, p+ri+1>=k=p+ 2+«
cﬁ—A:o(n—a), E>p+2i+a
clf,—-A:o(logn-n-a), E=p+2t+q

oy 6tant les moyennes de Cesaro d’ordre k de la série (1.1).
Nous avons démontré le théoréme nouveau suivant :
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THEOREME. — Si pour p>0, —1 <r <oo, on a

I .
| o,it) | 1\r+1
f tlZ-zl dt=o0 logz ’
t

K
alors pour 6, on a

on — A =o(log n)y+1, ow k=gp+\

2. Nous donnerons d’abord quelques lemmes.

LeEMME 1. - Désignant par sh(w)la moyenne arithmétique d’ordre
p de la série

1) S (1 + NP (cos ),

nous avons pour p =0,

0wt d<w<r, E>0;

O/n).+p——k o 1
_ a5t (o) + (mp)

(p)
22) $n () = dw? - O<o<n<m;

nr+p—k
0 (,;k"+;\+1> ’

0<w<Cy<m, )\+[p]+12k.

[cf. M. N. OBRECHKOFF [2].
Levmme 2. - M. KoeBETLIANTZ [1] a démontré que sous les con-

ditions (1.2) et (1.3), on a

n
- j ¢(V)sw(1)dY + o(1), k> X,
V]
pour chaque n, 0 <»n << m.

" 3.. En nous appuyant sur les lemmes, il suffit de prouver

n
8.1) [ 9(w)sh Hw)do = of(log n)™+1].

0
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En intégrant par parties nous avons

n

/ 9(0)shH(w)do

0
n

62 =[ 3 (— 000 [+ (= 17 [ omlols oo,

p=1 ;

Si p n’est pas entier, p =m + ¢(0 <o < 1), nous avons d’ aprés
la définition la dérivée d’ordre non entier,

mn

f & () (0)do

[}

—golmtl)
il — G)f do) (t — )98y, ' (t)diE

1_ 3 [ bt / )b (w)dew

0 ¢ w
= = [ S [ — o)l [0 — wprrenauld

(3.3) F(')Fu_) [ D dt [ ¢m(u); f (t —w)—(w —-u)a—ldw%

Par la substitution v —=u + (! — u)f, nous trouvons

i . 1
: (1 — o)T'(s]
f(t — 0))'f0(w — u)o—1doe =f(1 — E)*UEG—ldE = —(————1—1—(%‘& .

w
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Par conséquent,

N n
J #torsPwidn = | o bat
0 0

mn
(3.4) = By pa()sr(n) — ] Dp(t)si()dt.

D’ aprés (3.2) et (3.4) on aura
| "
J Ej q;(u))sﬁ-'-l(w)dw
o

= [ 3 (—1)9—1¢p(o,)s£,9—1’(m)J: +(—1)'”§¢m+1(n)s&m’(n) -
p=1
n

— ’ tbp(u)sgn ) (u)du z

o

B8b8) =J,+J,+ J;.
(2.2) donne que
(3.6) J,=o0(1), si g<p.
D’ aprés I’inégalité (2.2) nous avons
(8.7) s = 0(1).

Donc on a
K
J =o(l) +(— 1)m+1] <l>p(u)s£f')(u)du

0

n
— 1ym+:
oy [ e

0

=o(l) +

(— 1y

I‘(p+1)L'

(3.8) = o(1) +
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Nous écrivons

R~

n

L:( [-i—/ )chp(u (p)( uwydw =1L, + L, .

0 4
n
On obtient
i
n
u
)x wr+artps® )(u)du = O(np+22+1) / 2’1(4_ z)x ult+2dtp du

0

g 1
¢ w= =

= o(np+27~+1)[ ; — ut+2+p H—::i% at 2 "+ + Pp)
w=0

w

fmx+p( f'tl_*_z)'dt ]

0

A‘.

1\7+1
= o (log n)r+1] 4 o(nr+22+1) [ w2r+p (log 1;) du

3.9 = o[(log n)+1].
a B
' d
L,= J upqap(u)s‘yf’ Ywydu = 0[ f u? | @ (u) | up+—Q:1+1J

(3.10) = o(log n)r+1,

S~

Le théoréme découle des (3.8), (3.9) et (3.10).
Je suis obligé a Prof. B. N. PrasaD pour sa direction bienveil-
lante pendant la préparation de cette note.
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