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Famiglie di serie non prolungabili e non lacunari
e serie non prolungabili con "tratto ridotto» (*(.

Nota di FULVIA SKOF (a Milano) (**)

Sunto. - Si stabilisée un criterio sufficiente di non prolungabilità che pone
in relasione l'ampie&za del « tratto ridoHo » con Vandamento del modulo
dei coefficienti ; si segnala una famiglia di serie non prolungabili per
Ie quali la sola condizione è imposta — come al solito — ai moduli
dei coefficienti, ma è tale da non implicare alcuna lacunarità.

Summary. - A sufficient condition for non-continuability of a power series
2 aTCzn is established, in which the amplitude of « tracts of vanishing
relative length » is connected with the behaviour of \ aM |.

A family of non-continuable series is also shown, for which conditions
are satisfied, concerning7 as u$ual} only the séquence \ aw | and for which,
however, any lacunarity does not exist.

Both results are obtained by the use of a known Gr. ïticci's theorem*

1. LSTTRODUZIOSTE. - Fra i teoremi riguardanti Ie serie f\z) =
oo

= S anz
n non prolungabili (che possiamo supp >rre aventi raggio

o

di convergenza 1) vi sono quelli dei due seguenti tipi:

1°) criteri sufficienti che impegnano la successione j | an \ j
dei moduli dei coefficienti. imponendole certi caratteri di lacunarità
lungo I Ih | (h = l9 2, 3,...) con Ih ^ (1 — 6)nA ̂  m ^ (t -v- e)wA. (0 <
<Z ö < 1), oppure lungo | Jh |, essendo Jh un «tratto ridotto » con-
centrico con Ih ; allora Hm j am \^m < lim | ain \^

m = 1 per m e J r :
= U Ih, m —>- -+- oo ;

2°) teoremi che assicurauo la non-prolungabilita di «quasi
tutte » Ie f\z) con an = &ne

lrn (%n — | an \ ) al variare comunque della
successione j yjniod 2TT) |, col tenere fissa | an |.

In questa Fota ei proponiamo di stabilire:

1°) un criterio sufficiente di non-prolungabüita (vedi TEO-
BBMA I): Ie condizioni in esso richieste individuano classi §>(®h,

(*) Lavoro eseguito nell'ambito deirattività del Gruppo di Ricerca
2S". 14 del Comitato per la Matematica del C. ET. K per Panno ace. 1960-'61.

(**) PerveDuta alla Segreteria deirU.M. I. il 23 marzo 1962.
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v/ij '1> 2) di serie f(%) che verranno definite nel n. 2. Si viene cosï
a porre in relazione, come è naturale, l'atnpiezza del tratto ridotto
Jh{<=. Ih) con Pandamento di \\am\ i, m e ƒ = Ĵ  U I8 U I3 U ... ;

2°) l'esistenza di elassi di sexie f[z) non prolungabili (vedi
TEOREJIA II) che rientrano nel detto criterio e che tuttavia non
presentano caratteie di lacunarità poiché in esse | am l1/"*—*-1 per
m e I, m —*• H- oo, e per Ie quali la successione j yjmod 2n) | è com-
pletamente libéra.

Alcuni criteri, per forme speciali della successioce ®h che regola
Fampiezza del tratto ridotto Jki si trovano in Gr. Eicci [2], e pre-
cisamente per Ie seguenti espressioni di ®k:

Vh log nh dore (e8 -h 1) log nh ^ Vh — o(nh/\og nh).

Tattavia, in questi criteri non è considerata la possibilité di valori m
eccezionali entro Ih—Jh) e neppure la possibilité di considerare coef-
ficienti ^=1=0 per ogni m e Jh e abbastanza grandi in guisa da
consentire anche Fesistenza del limite | »m|J/m—^ 1, m e J = Jl U
U J% U J8 U ..., w —*- H- oo, come invece si trova nel nostro criterio
(TEOREMA I).

Un criterio, nello stesso ordine di idee del nostro, e che tutta-
Tia non rientra in qnesto, si trova in M. E. NOBIJE [1]. D'altronde
anche il nostro criterio non rientra in quello di M* E. NOBLE.

2. La classe S(cpftJ vh; TJ, S) di serie di potenze.

Sia \nh\ =(nlf n8? n3....) una suc?essione crescente di interi
assoluti; sia 6 un numero reale, 0 <: 6 < 1.

Si consideri la successione j Ih i di tratti

Ih = (1 - 6 ) n f t ^ m ^ ( l + 6)Hfi (h = 1, 2, 3,...)

e la loro riunione I = I] U J% U 73 U ....

Sia jcp ĵ una successione di numeri reali tali che

0 < cp7i < »A/2, 0 < lim (<pA/log nh) ^ •+• oo

(e quindi <p̂  —+- H- OO).
Sia */] un numero reale, 0 < o < Ô2 • lim (%/<pA), e si consideri la
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successione j Jh | di iratti

Jh = nh - V7) • %?A ̂ « * < » f t + V v %?I

e la loro riunione J = JjU J2U J.4U ....
(È evidente che per fe^feo(yj) è JhÇ.Ik, J^I: diciamo J,t tratto
ridotto).

Sia j vft j una successione di interi assoluti.
oo

D E F . - Diremo che una serie di potenze f{z) = 2 ans
n appartiene

o

alla classe S(<j>A, vA; yj, o) lungo la successione di tratti Ih, q u a n d o

sono verificate Ie condizioni seguenti:
(a) lim [ an \1ln = 1 (il raggio di convergenza è 1)

(p) | anh l
1/^ —^ 1 per h —*- H- OO

(e quindi. a maggior ragione, | anjj1/^—^ 1)

(y) lim | a?n ix/9A <^ 1 per me I — Jy m —*- -t- ex)

(S) esiste un numero reale S > 0 taie che sia

I »« l 1 ^ < e™ (̂< 1) per m e Jh. (h = 1, 2S 3,...)

(v) e queste due condizioni (y) e (5| sono verificate quando si
escludauo da Ih (cioè da Ih — Jh, Jh complessivamente) al più vA

valori ecoezionali di m per i quali am è vincolato soltanto dalla
(a), e inoltre vk verifica la seguente condizione :

se <pA/log nk - + O O , v;i = o(<pA/log (»A/?A))

se tpA/log nh —- p <: -+- oo, vA = massirno intero <Z 2Sp — 1.

OSSERVAZIOXI. - 1°) In Jh j per ^ abbastanza grande, esiste il
yalore eccezionale m -= nh.

2°) Sia \nt\ una successione estratta dalla successione \nh\
(essa è definita da h = h(l\). e denotiamo con ï^ cp;, v, Ie successioni
corrispondenti a \nL\. Allora è evidente che

(2.1) S(^, vA; v), o)luago|IA | Ç % . , vz ; v), 8) lungo | Jt\.

Ne segue, ad esempio, che se X è un valore limite (finito o
infinito) di <pA/vA, si puö estrarre dalla successione \nh\ una suc-
cessione parziale \nf\, in modo che esista il limite lim^/v ï = X} e
inoltre vale (2.1).

Senza alterare la generalità si potrà quindi sempre supporre,
quando sia utile. Fesistenza di determinati limiti.
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8°) Sia 0 <9y<^6. Diciamo Ih' il tratto costruito con 6', come
Ih è costruito con 0. Allora ogni S lungo j Ik | è, a maggior ragione,
<Slungo(IA'| (tutte Ie volte che Jh^lh

f per h abbastanza grande,
cioè tutte Ie volte che yj < 6'2 liin wA/<pA).

4°) Sia 0 < er < 1. Si vede che il complesso delle condizioni
{a),..., (v) è ancora verificato quando a <pA, 8 si sostituisca cpA' —
= <7 • cpA, 8' = 8/<y. Perfcanto

S(<pA, vA; ^ 8 ) 5 % / , vA; Ti, 80 lungo \Ik\.

(Infatti risulta Jh'5.Jh] inoltre, se cpA/logwA—-H-OO è <p///log (%/?,/) oo
00 e • a)i/ log Y^LI^I) j s e <pf / l o s %ƒ "—*- p <C H~ <^Ö è <&* / l o g nf •—*- p' — cp e

risulta 8'p' — (8/<r) . ap = 8p).
In base a questa osservazione, nel caso <p/4/log nk •—•- p < + o o

si puö sempre supporre, quando sia utile, p abbastanza piccolo,
per esempio 0 < o < 1.

5°) Sia O<8 '<[8 . Controllancio Ie condizioni (a),... (v) si vede
facilmente che

se <ojlognu—^ + oo, allora è S(ïpA, vA ; y), 3)SS(cpA, vfe; 7j} 8');

se (pA/log nh —•*- p < -+- oo> rat'fernaazione précédente non è pin
valida poiché o'p^Çôp e potrebbe aversi troppo elevato il numero
vh degli interi eccezionali m e Ih,

3. I risultati.

TEOREMA. I. - Ogni f(z) e S(cpA, vA; o, 8) non è prolungabile quando
1 numeri -/) e o possono essere scelti in g m sa da avere

l i m (log %)/<p/, < 8 <g v) < ö2 Hm n;,/^pft.
h —»- +oo ?i —* +oo

(Se yjlog nh —+ +oo, per Oss. 5°j al n. 2, il teorema vale con 8 < TJ).

OSSERVAZIOKE. - Quando esiste c, O < c ^ l / 2 , tale che cnh<^<fh

45x%/2) allora siamo nel caso o^/logn^^^ 4-oo; J/( ha la semiam-
piezza > Vc^ A ; nelle condizioni (p) e (y) si puö sostituire nh in
luogo di cpA; la condizione (8) è soddisfatta da una successione di
coefficienti atn per la quale lim | ain l

1!"1 < 1, m 6 IA (salvo la suc-
cessione delle eventuali eccezioni): questo équivale a porre am = 0 ,
ai fini délia non-prolungabilità. È evidente che, cambiando 6, si
puö assumere Jh ^ Ih. D' altronde nft • c/log (l/c) <C <pA/log (nhl®h) ^
^Lnh* 1/(2 log 2), e quindi la (v) richiede soltanto vA •= o(%).
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Si ottiene cosï, corne caso particoîare, il classico teorema di
P A B R Y :

TEOKEMA (FABBY). - Ogni f(z)e§(<pA, o(nh)) rh 8) con ®h > cnh

non è prolungabile.

In S(<PAJ
 v;t; î %) esistono serie di potenze (non-proiungabili in

forza del Teorema I) per Ie quali la successione | | an \ | dei mo-
duli dei coefficienti non ha alcuna struttura lacunare. Precisamente:

ÏEOKEMA I I . Fissati 0 < 8 < 1, ] nh\, ) Ih\ e r(n) con

0 < T(W) ̂  n, T(w)/log n — •+ co

esistono infinité successioni \ ocw | di numeri reali e positivi an per

^/n — 1, aJ{T(w) ^ ^ 1 per me I,

H c^e ogtn seWe ofi potewze f(z) = 2aMe*ïHz" non è prolungabile
o

comunque venga scella la successione i yn U

Se ®k è ia/e cfte Inf ^(m)/<ù} •—- -h oo joer h — - H - OO, allora ogni

e di questo tipo apportiez e, comunque si scelga j yn !, «Ha

4. La classe Sl{vh),

In uno studio di GL Bicci [2] sulla localizzazione di un punto
eritico delle serie di potenze su J 0 | = 1, si trova un criterio che
qui riporteremo : il suo enunciato conduce a individuare claesi di
serie di potenze che denoteremo con 3l(vh). Conviene introdurre
la seguente definizione.

Siano f(z), \nk\, 6 (O < 9 < 1), \Ih\, I definiti corne ne] n. 2.
Consideriamo la funzione ausiliaria

,J u log - -+- 4

e anche la funzione ausiliaria
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dove K^>0 è indipendente da fe, e \vK\ è una successione di nu-
meri reali tale che vh = o{nh).

Poniamo la seguente definizione :

DEF. - « Diremo che la serie di potenze f(z) appartiens alla
classe 3t(vh) lungo la successione \lk\ di tratti Ih, q u a n d o esisfte

un numero J T > 0 (indipendente da h) tale che si abbia

lim | an | x\n = 1, \an |XK —-*• 1 per h —- -+- oo
n

= 1, 2, 3, ...)

quando, per quest'ultima condizione, si escludano al più vh (cioè
al più [yft]) valori eccezionali di m. Il numero v£ dei valori ecce-
zionali di m deve soddisfare v* <vh.

Nel caso in cui sia vh=O[l) {vk limitato) il numero v^ delle
eccezioni in Ih non dovrà (più ristrettivamente) superare il mas-
simo intero minore di t>0 =- lim vn, cioè v^ ^ massimo intero mi-
nore di <v0 y>.

Nello studio citato di Gr. Ricci si trova dimostrato un criterio
che, in seguito alla definizione di classe St(t?J sopra introdotta.
puö essere enunciato come segue:

(A) « Ogni f{2)e$(vh) non è prolungabile ».

5. Un'osservazione sul criterio {A) del n. 4.

Il criterio che si trova in Gk EICOI [2], p. 9, richiede. nel caso-
di vh limitato e vo = \*mvh che sia v^ <^v0 — 1. Tuttavia, basta mo-
dificare lievemente il procedimento dimostrativo per consentire la
successione vh di numeri reali >. 1, e vA <^ (massimo intero minore
di v0 = lim vh). A questo scopo basta osservare che, oltre la disu*
guaglianza | g(m)lg(nh) \ < v^ exp <b(u, v0 -H 1) dimostrata in [2].
pag. 27, vale anche quella analoga

lö.l) | g(m)!g(nh) | < V exp *(w, v0 -h 8) (vQ ^ 1, S > 0),

essendo S > 0 indipendente da h e da m, e poi considerare v0 -H O
in luogo di 70 (cioè VQ = ^0 H- S). Infatti, a p. 27, si trova (l)

g{m)lg{nh) | ̂  t;0
2 exp | ^0 log (u/vQ) -h s% log (u/v0) -+ ^0(3-7 -+- sA -f- ŝ 1) |

(4) Segnaliamo che nella disuguaglianza qui ricordata (G*. Bicci [2]f
p. 27), per errore di trascrizione. raanca il fattore vQ del prodotto vo(...)
del secondo membro, ma il procedimento è condotto come se questo vi
fosse scritto.
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dove s^v, £ft3 &̂  possono essere scelti piccoli quanto si vuole, par
<li diradare la successione \nk\ in una saccessione parziale. Poniamo

tp^iu, tïo) = vQ | log (u/vt)) -+- 3*7 4- zh ~+- s^ ( -+• eJ7 log (M/^0),

€ diradiamo | nh \ in ̂ uisa da avere 3"7 f- th -f- ê 1 < 8*9 e \z1^ \ <Cc.
Allora risulta

^i(u, v0) ^ ^0 i l o g {u/v0) H- 3*9 i H- o log {ujvQ)

Consideriamo adesso

*(«, IÏ„ + 8) = K +- 8) I log (tt/(v0 + 8)) + 4 | ̂

^ K -+- 8) ! log (u/v„) — %/v0 -f- 4 | (M ̂  v0 H- 8j

•e quindi

. i;(l -h 8) — *,(w, t;0) ̂  0"lu0 H- 8(3 — 8) > 0, per 8 < 3.

Poiché v0 = lim vh — o puö essere assunto prossimo a lim vh quanto
si vuole, risulta o < 3̂  e quindi

| g{m)lg(nh) \<Lvo
l exp 0 ^ v0) < v„2 exp 4>(̂ ? vö -H 8)

•e la (5.1) è dimostrata.
Per la validità délia proprietà Si[vh) basta osservare che nel-

Tespressione della funzione ^h(u) il coefficiente Kl\nhvh*) ha il
numeratore K costante abbastanza grande, e che per v0 ̂  1 risulta

K' K' K

dove i^ è la nuova costante K'l(\ -+- S)2.

6. Un'osservazione sulla funzioiie ausiliaria 0>(u, v) di )

Sussiste il seguente lemma, che Arerrà usato nel n. 7:

LEMMA. - Sia T(U, V) — u2/n — *(a, v), dove

u log -*-4) per l<u<v
u

v log - •+- 4 per 1 <v<u.
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Per ogni 1 ̂  v < n/2 risulta

Min T(W, V) = T( Vnu/2, v) = — « | log (w/t?) •+- c i/2, (c = 6-30 ...).

DIMOSTRAZIONE. - Coniinciamo con Fosservare che <&(u, v) è,
per ogni v, funzione continua crescente al crescere di te, essendo

<!>„ = log (U/M) -+- 3 > 0 per l <^u<^v;

<J>M = V / M J > 0 per l <^v <Lu.

Essendo poi

TM = 2ujn — log (V,M) -I- 3 per 1 ̂  w <; t? ;

xw = (2w* — nv)lnu per 1 < ^ ^ ^

risulta :

per l^«*^<y e per v^w < V^^/2; TK > 0 per M > \/nv/2,

e ne segue Fasserto.

7. Dimostrazione del Teorema I.

Dimostreremo il Teorema I provando che, assegnata §(9^, v^;

1°} se ^pfe/log nh —-*- -f- 00, esiste 1^ tale che ^ ^ ^ v ^ — 1, vh =
= o{nh) e inoltre §(<pA, v^; yj, S J Ç â l ^ ) (si tenga presente che in v̂
è computato définitivamente F indice nh fra quelli eccezionali);

2°) se (p^/log nh —^ p < -t- 00. esiste v^ tale che v̂  — 1 = (tnas-
simo intero < lim vh < 4-00) e S(<pft, % ; vj, SjÇgl^h).

Allora dal criterio (4) seguirà il Teorema I.
I n base alPosservazione 2°) del n. 2, passando eventualmente

ad una successione parziale, possiamo in ogni caso r idurci ad una
delle seguenti circostanze:

a) 9 J log ^ - + oo; <fjnh — c con 0 < c ̂  1/2 ;

6) cpjlog nh — -+- 00, <tJnh — 0 ;

c) cp /̂log nh — p < +• 00.

a) II caso a) condace al teorema classieo di E. F A B U Y (vedi
Osservazione al n. 3). La dimostrazione in questo caso procède in
modo analogo a qaella del caso b) e non la riporteremo.

b) Basta dimostrare che i v£ valori di m eccezionali per la
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efo(vh), contenuti in Ihi sono da ricercarsi fra gli al più vh valori
di m eccezionali per la S(<ph, vA; vj, 3), fra i quali è compreso
anche l'indice m = nh. Con questo risulterà dimostrato v£ <; vA — 1
e quindi assumendo Vh = vft — 1 ri stilt a ^ = o(wj e S(<p/i; vA; v], o) c

Denotiamo con v&' e v//' due ïiumeri maggioranti rispettivamente
del numero dei valori m eccezionali per la §(<pA, vA; vj, 8) nell'in-
sietne J^ — Jh (m = nh± u, VWAÇ>A <C u^fbh/2) e nel tratto ridotto
J^ escluso m=^nA, cioè m = wjtdb^ l^u^y^n^h, e inoltre
siano v '̂ e v^" scelti in modo da avere

Vft' - h V A " -f- 1 = VA .

(Si tenga presente che per h abbastama grande anche m^n^ è
valore eccezionale e pertanto va computato in vh).

Poniamo

Vh = vA — 1 — vA' -h vA" = eA<pA/log («J©A), (eA — 0 -+ ).

In Ik — Jh risulta

Vft =3 O(cpft) rr; O ( V ^ A ^ A ) = °(u)

e quindi

per h abbastanza grande. Dunque

log Wh(u) = log

= Vk\ log h4 4- log z H- loff

L'espressione

(già considerata nel lemma) per V ^ A ^ A ^ W ^ Ô M A ammette deri»
yata ru positiva; pertanto il minimo di r(u, v) viene assunto nel-
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l'estremo sinistro dell'intervallo. ed è

T(W, VU) 2> 7)0)A — Vu | l o g (

Infatti, per la scelta di -u/M si ha

log —*—=J— H~ 4

= — <pft • (sA l o g £A)/l0g (n/(/cpA) -H 0(©A)

Si ha anche, tenuto conto olie vale (p)- ed è vA = o[

log (Klnhvh*) -f- log | anA | = O(log wfc) +• o{

e risulta quindi, in definitiva,

(7.1) log Wh(u) ̂  v]cpA -h o(<th) per m e 7A — Jk.

Da (7.1) e da (y) segue

I am | fg lF;i(w) per me Ih — Jh,

salvo al più vA' = o(cpA/log (w*/«pft)) valori di m eccezionali.
Consideriamo il tratto ridotto J/ t. P e r il lemma (yedi n. 6) il

minimo delFespressione T(U, vh) si ha per u=.\fnhVhl2 e vale
— vu i log (nhjvh) «+- c 1/2. Quindi per m e Jh, m^nh e t?A = vA — 1,
risulta

log Wh(u) ̂  — ̂  oh log ̂  — log Eh -H log log ̂ l • l/log ~ -+- O(CP̂ ) =

e quindi

(7.2) logVA(«)

Da (7.2) e da (S) segue

| | ̂  W J ) me
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salvo al pilt V = o(cpA/log (%/tp̂ )) valori di m eccezionali. Poiché

Vfc <I vA' H- vA" = vh — o(<Djlog (nhl<fk)) = 0(©A) = <>(»*)>

sono verificate Ie condizioni per @l(vh) ed è S <= Sl(̂ A) in questo caso.

c) Sia cpA/log n/y — p > 0; si pub supporre 0 < p < 1 (vedi Os-
servazione 4°), nel n. 2).

Diarao a vA' e vA" significato aualogo a quello attribuito nel
comma b), e cioè siano due numeri maggioranti rispettivamente
del numero dei valori m eccezionali per la §(©*, vft; v], Sj conte-
nuti in J* — Jh & Jh escluso m = n ; i, scelti in modo da avere

(m =• WA e definitivamente valore eccezionale).

Scegliamo v̂  > vA — 1 — v;/ n- vA"s e precisamenre :

se 2op è intero, sia vh = 2(8p — 1) — 1/2

se 2oo üon è intern, sia vh = 2(op — 1) — (1/2) Mant (2âp).

Essendo vh limitato, per ogni m e Ik — Jh (cioè per m=^
k®k < u ^ ®nh) risulta vh<iu quando h è abbastanza grande.

Il minimo valore deirespressione x(tfr, vh) si présenta alFestremo*
sinistro delPintervallo, e risulta

T(U, vh) ̂  ÏJ<PA — l«*/2) log n/é -H o(cp̂ ) > 8ïpA — (vkl2) log n^ -+- o(«A).

Ne segue

log Wk(u) ̂  % — (1 H- t?A/2j log nA -+- o(cpA).

Fissato e = 1/(88) se 2Sp è intero, s = (1/88) Mant (28p) se 28p non è
intero, si ha, per h > h^i),

nh < p •+- e

e quindi

l°g ^A(^) ^ (8p — SO — 1 — 1̂ /2) log nu = £§ log Â > cpft • sS/(p H- s)

da cui segue, ricordando (y) :

am per

e ft abbastanza grande, salvo al più vA' valori di m eccezionali*
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Per meJh, da considerazioni analoghe a quelle svolte prece*
dentemente, risulta

log Wu(u) I> — (1 -+• Dfc/2) log nh -+- o(log nk)

e quindi, per la scelta di Vk, si ha

2> — o(p — 1/48) log nk -+- o(log nh)j se 28p è intero
log H, (te)

1 ^ — 8|p—(l/4S)ManH28p)ilog»Jfc-i- o(lognk)y se 2Sp non è intero.

Fissato, corne sopra ,̂ e <[ 1/(48) oppure a <C (l/4o) Mant (28p) rispet*
tivamente nei due casi, si ha, per h 3> ht(s),

<Pk > (p - s) log nk,

e quindi per la (S):

log | am | < — 8(p — s) log MA ,

da cui segue

| am | <: ^(tfr) per msJh, m^nhr

salvo a] più v "̂ valoii di m eccezionali.
Il numero v^ dei valori m eccezionali per la SL(vh) verifica

dunque la relazione

d'altra parte si ha, per l'ipotesi f{z)*€ S (^ , v ;̂ r\y o):

\tk — 1 = massimo intero < (28p — 1) — 1

= massimo intero < 2(Sp — 1)

= massimo intero <. Vh

da cui

v^ = massimo intero < Vh.

Risultano soddisfatte le condizioni &{vh) e pertanto S(ÇÏI,

Dal criterio (il) segue l'asserto anche in questo caso, ed il teo-
rema risulta completamente dimostrato.
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8. Dimostrazione del teorema II.

Basterà mostrare che ad una qualunque classe S(ÇA, n ; y\} S)
(vedi Del al n. 2), con j ÇA | tale da avere

I n f T(m)[y>h •—- -+- oo.

appartengouo infinité serie di potenze che verificano le proprietà
richieste dal Teorema II (e non sono prolungabili, in base al
Teorema I).

Infatti, per una qualunque serie f{z) = 2 a)(e*rnsf
w € ${yh, vft; rh 8)

o
risulta lim aj/w = 1, e risultano inoltre valide a raaggior ragione
le proprietà seguentx :

lim %^{m) ̂  1 per me Ik — Jh, (h = 1. 2, 3,...),

(o) ïïm a^T(m) fg 1 per m e J;,} (fe == 1, 2, 3....), w i - + o o

[infatti da <x,H®h < e~s segue
da e ui (S)]? e per quanto riguarda la validità di (y) e (S") sono al
più eccettuati complessivamente v̂  valori eccezionali di m nel
tratto Iti.

In corrispondenza di questi valori m' eccezionali, am è libero
e si puö scegliere in modo da avere ocĴ T1'—*-1; d'altra parte esistono
successioni | am ) che verificano (p), (y), (f) e per Ie quali esiste il
limite a^ T ( m > =l .

Poiché la classe §(cph5
 V

A; vj, S) è indipendente da yw, il teorema
risulta dimostrato.
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