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Famiglie di serie non prolungabili ¢ non lacunari
e serie non prolungabili con “tratto ridotto, (¥).

Nota di Fonvia Skor (a Milano) (*¥)

Sunto. - Si stabilisce un criterio sufficiente di non prolungabiliti che pone
in relazione Uampiezza del «tratio ridotio> con l'andamento del modulo
dei coefficienti; si segnala wna famiglio di serie non prolungabili per
le quali la sola condizione é imposta — come al solito — ai moduli
dei coefficienti, ma ¢é tale da non implicare alcuna lacunariti.

Summary. - 4 sufficient condition for non-continuability of a power series
I a,z" ¢s established, in which the amplitude of «tracts of vanishing
relative length » is connected with the behaviour of |a,, |

A family of non-continuable series is also shown, for which conditions
are satisfied, concerning, as usual, only the sequence | a, | and for which,
however, any lacunarity does not exist.

Both results are obtained by the use of a known G. Riccr’'s theorem.

1. INTRODUZIONE. — Fra i teoremi riguardanti le serie fiz)=
(o]

= 2a,2" non prolungabili (che possiamo supp rre aventi raggio
0

di convergenza 1) vi sono quelli dei due seguenti tipi:

19) criteri sufficienti che impegnano la successione ||a, |}
dei moduli dei coefficienti. imponendole certi caratteri di lacunarita
lungo | I, | (h=1, 2, 3,...) con I, =(1L — O, <m (1 + O)n,, (0L
<< 6 <1), oppure lungo | J, !, essendo J, un «tratto ridotto» con-
centrico con I,; allora lim|a,|Y” <lim!a,|Y¥" =1 per mel=
=VUI, m— +c0;

2°) teoremi che assicurano la non-prolungabilitdh di «quasi
tutte» le f(z) con a,=uq,eY, (x, =|a,|) al variare comunque della
successione {y,(mod 27)}, col tenere fissa | «, |.

In questa Nota c¢i proponiamo di stabilire:
1°) un criterio sufficiente di non-prolungabilith (vedi TEo-

REMA I): le condizioni in esso richieste individuano classi §(e,,

(*) Lavoro esegunito nell’ambito dell’attivita del Gruppe di Ricerca
N. 14 del Comitato per la Matematica del C.N.R. per 'anno ace. 1960-'61.
(**) Pervepnuta alla Segreteria dell’ U. M. I. il 23 marzo 1962.
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v,; 7, 8) di serie f{z) che verranno definite nel n. 2. Si viene cosi
a porre in relazione, come & naturale, ’ampiezza del tratto ridotto
Jyc 1) con VYandamento di ||a, ||, melI=I UL, ULU..;

2°) Vesistenza di classi di serie f{z) non prolungabili (vedi
TroreEMA II) che rientrano nel detto criterio e che tuttavia non
presentano carattere di lacunaritd poiché in esse |a,, [¥™ —1 per
m € I, m — + oo, e per le quali la successione |y, (mod 27)}| & com-
pletamente libera.

Alcuni criteri, per forme speciali della successione o, che regola
Pampiezza del tratto ridotto J,, si trovano in G. Ricct [2], e pre-
cisamente per le seguenti espressiomi di o,:

T—1

%h/logr Py s Ny (T => 0)}
V,logn, dove (€8 + 1)logmn, < V, = o(n,/logn,).

Tuttavia, in questi criteri non & considerata la possibilita di valori m
eccezionali entro I, — J,, e neppure la possibilith di considerare coef-
ficienti @,, 50 per ogni m € J, e abbastanza grandi in guisa da
consentire anche Yesistenza del limite |a,|'/"—1, meJ=J, U
UJ,UJ;U.., m— + oo, come invece si trova nel nostro criterio
(TEOREMA T).

Un criterio, nello stesso ordine di idee del mostro, e che tutta-
via non rientra in questo, si frova in M. E. NosLE [1}. D'altronde
anche il nostro criterio non rientra in quello di M. E. NoBLE.

2. La classe §(9,, v,; 7, 3) di serie di potenze.

Sia {mn,|=(n,, n,, n;...) una successione crescente di interi
assoluti; sia 6 un numero reale, 0 << 6 < 1.
Si consideri la successione | I, | di tratti

L=(1—tm<m<(t+0m, (=12 3,.)

e la loro riunione I=I1, U, UT, U...
Sia |9, ! una successione di numeri reali tali che

0 <o, =m,/2, 0<lim(g/logn,) <+ oo

(e quindi ¢, — + oo).
Sia 1 un numero reale, 0 < 4 < 6% . lim (n,/0,), e si consideri la
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successione |{J,| di tratti
— [T —
Ji=ny — Vo-mz, <m < n, + Vi ng,

e la loro riunione J=J, UJ,UJ, U...
(E evidente che per h>>hyn) & J,<1I,, J<I; diciamo J, tratto
ridotto).

Sia {v,| una successione di interi assoluti.

[v.0)
DEr. ~ Diremo che una serie di potenze fiz) == a,2" appartiene

0
alla classe §(o,, v,; M, 8) lungo la successione di tratti I,, quando
sono verificate le condizioni seguenti:
(«) lim | @, |¥* =1 (il raggio di convergenza & 1)

(B) | any, (e — 1 per h— + oo
(e quindi, a maggior ragione, | an; |t/"; — 1)

(y) lim | a,, |9, <<1 per me I —J, m— + oo

(3) esiste un numero reale 3 > 0 tale che sia
la,, [Ven << e—¥(< 1) per medJ,. (h=1, 2, 3,..)

(v) e queste due condizioni (y) e () sono verificate quando si
escludano da I, (cioé da I, —J,, J, complessivamente) al pin v,
valori eccezionali di m per i quali @,, & vincolato soltanto dalla
(x), e inoltre v, verilica la seguente condizione:

s€ (Phllog W), = + o0, Vo = O(CPh/log (W’h/?hn

se ¢,/log #n;, — o < + oo, vy = massimo intero << 2% — 1.

OsSSBRVAZIONL. - 1°) In J,, per h abbastanza grande, esiste il
valore eccezionale m = u,.

29 Sia | %, | una successione estratta dalla successione |n, |
{essa & definita da h = h(l)), e denotiamo con I;, o;, v, le successioni
corrispondenti a {n,!. Allora & evidente che

(2.1) Sley, vy; 1, 3)1lungo | I, 1 S 8(¢,, vi; 4, ) lungo | I,].

Ne segue, ad esempio, che se 2 & un valore limite (finito o
infinito) di ¢,/v,, si pud estrarre dalla successione |#,! una suc-
cessione parziale |, |, in modo che esista il limite lim ;,/v_,:)\, e
inoltre vale (2.1).

Senza alterare la generalith si potrd quindi sempre supporre,
quando sia utile. I'esistenza di determinati limiti.
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3°) Sia 0 < 8" < 8. Diciamo I, il tratto costruito con 6’, come
I, & costruito con 6. Allora ogni §lungo { I, | &, a maggior ragione,
Slungo | I,' | (tutte le volte che J, <1, per h abbastanza grande,
cioé tutte le volte che % <6 lim n,/o,).

4°) Sia 0 <o <{1. Si vede che il complesso delle condizioni
{@), ..., (v) & ancora verificato quando a ¢,, 3 si sostituisca g’ =
=09, 8 =38fs. Pertanto

S(9ns Va3 % 8) E8(ey vy M, 9 lango | I, 1.

{Infatti risulta J,'S.J,; inoltre, se ¢,/logn,— + oo & ¢,/ /log(n,/9,’)co
oo« o log(m/e,); se oflogn,—p < +oco & ¢flogn,—p —op e
risulta 8'p’ = (3/s) - op — 3p).

In base a questa osservazione, nel caso g¢,/logn, —p << + oo
si pud sempre supporre, quando sia utile, p abbastanza piccolo,
per esempio 0 < o < 1.

5°) Sia 0 <3 < 3. Controllando le condizioni (x),...(v) si vede
facilmente che

se o,/log n, — + oo, allora & §(y,, v,; 0, 8) S 8¢y, vys 0 8);

se o,/logn, — » =~ + oo, Vatfermazione precedente non & pil
valida poiché &'p < dp e potrebbe aversi troppo elevato il numero
v, degli interi eccezionali me I[,.

3. I risultati.

TeorEMA I. - Ogni f(z) € 8(g;, v,; 1, 3) non é prolungabile quando
i numeri n e & possono essere scelti in guisa da avere

lim (logm)fe, <3< 0 <9 lm m/9,.
00

h— 4 h — 400

(Se p,/log m, — +o00, per Oss. 5°) al n. 2, il teorema vale con 3 7).

OSSERVAZIONE. - Quando esiste ¢, 0 << ¢ < 1/2, tale che ¢en, < ¢,
{< n,/2) allora siamo nel caso g¢,/logn,— + co; I, ha la semiam-
piezza = Venm,; nelle condizioni (§) e (y) si pud sostituire #, in
luogo di ¢,; la condizione (8) & soddisfatta da una successione di
coefficienti @, per la quale lim|a, | <1, me I, (salvo la suc-
cessione delle eventuali eccezioni): questo equivale a porre a,, =0,
ai fini della non-prolungabilith. E evidente che, cambiando 6, si
pud assumere J,=1I,. D’altronde =, -c/log(l/c) < o,/log(n,fe,) <
<m,-1/i2log?2), e quindi la (v) richiede soltanto v, = o(n,).
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Si ottiene cosl, come caso particolare, il classico teorema di
FaBry:

TEOREMA (FABRY). - Ogni f(z) € Slo,, o(n,); 7, 8) con o, = cn,,
non & prolungabile.

In §(¢,, v;; 0 €) esistono serie di potenze (non-prolungabili in
forza del Teorema I) per le quali la successione {|a,|! dei mo-
duli dei coefficienti non ha alcuna struttura lacunare. Precisamente:

TeoreMA II. Fissati 0 < 0 <1, 1n,}, | I} e t(n) con
0 <t(n) < m, t(n)/logn — + co

esistono infinite successioni |«, | di numeri reali e posilivi «, per
le quali

lime®=1, oM™ __ 1 per mel, m— + oo

0
e tali che ogni serie di potenee flz) = 2 «,6,2" non & prolungabile
0

comunqgue venga scelta la successione v, !.

Se o, & tale che Inf t(m)/c, — + co per h — + oo, allora ogni
mel

serie di questo tipo appbartie'ne, comunque st scelga |y, !, alla classe
&(¢ns vas M, 9)-

4. La classe &R(v,).

In uno studio di G. Riccx [2] sulla localizzazione di un punto
eritico delle serie di potenze su |z|=1, si trova un criteric che
qui riporteremo: il suo enunciato conduce a individuare classi di
serie di potenze che denoteremo con &(v,). Conviene introdurre
la seguente definizione.

Siano flz), im, !, 6 (0<<0<1), | I,{, I definiti come nel n. 2.
Consideriamo la funzione ausiliaria

S u<10g2+4) per I<u<w
Plu, v)=
( v(log%—f 4) per i<v<wu

e anche la funzione ausiliaria

) K u2
Wh(u):WeXp;nj— b, vh)g <lay |
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dove K> 0 & indipendente da h, e {v,}| & una successione di nu-
meri reali tale che v, = o(n,).
Poniamo la seguente definizione:

Der. - «Diremo che la serie di potenze f(z) appartiene alia
classe R(v,) lungo la successione |I,| di tratti I,, quando esiste
un numero K > 0 (indipendente da %) tale che si abbia

lim | @, |¥" =1, | O, [HP0—- 1 per h— + oo
|6, | Z ¥, () per m=mn,+uel,, min, (h=1, 2, 3,..}

quando, per quest’ultima condizione, si escludano al piu v, (cioe
al pin [v,]) valori eccezionali di m. Il numero v; dei valori ecce-
zionali di m deve soddisfare v} <w,.

Nel caso in cui sia v, = O(1) (v, limitato) il numero v; delle
eccezioni in I, non dovrad (pit ristrettivamente) superare il mas-
simo intero minore di v, = lim»,, cio# vf < massimo intero mi-
nore di v,».

Nello studio citato di G. Ricot si trova dimostrato un criterie
che, in seguito alla definizione di classe &(v,) sopra introdotta.
pud essere enunciato come segue:

(4) «Ogni f(2) € &(v,) non & prolungabile».

5. Un’osservazione sul criterio (4) del n. 4.

Il criterio che si trova in G. Ricor [2], p. 9, richiede. nel caso
di v, limitato e v,=1im v, che sia vj <v,— 1. Tuttavia, basta mo-
dificare lievemente il procedimento dimostrativo per comsentire la
successione v, di numeri reali > 1, e v, < (massimo intero minore
di v,= lim v,). A questo scopo basta osservare che, oltre la disu-
guaglianza |g(m)/gn,)| < v, exp ¥(u, v,+ 1) dimostrata in {[2].
pag. 27, vale anche quella analoga

(5.1) | g(m)igln,) | < v exp Dlu, v,+3) (5,1, 3> 0,

essendo 8 > 0 indipendente da % e da i, e poi considerare v, + &
in luogo di V, (cioé V,=wv,+ 8). Infatti, a p. 27, si trova (')

glm)Igin,) | < ve® exp | v, log (w/v) + & log (u/ve) + (37 + ¢, +23) |

(*) Segnaliamo che nella disuguaglianza qui ricordata (G. Ricci [2],
p- 27). per errore di trascrizione, manca il fattore v, del prodotto wv,(...)
del secondo membro, ma il procedimento & condotto come se questo vi
fosse seritto.
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1 . . . .
dove ¢y, ¢,, ' possono essere scelti piccoli quanto si vuole, pur
di diradare la successione {n,! in una successione parziale. Poniamo

(1, vo) =, | log (ujv,) + 37 +¢, +¢,' | + ¢, log (u/v,),

e diradiamo |, | in guisa da avere 37 +¢, +¢; <39 e |, | <.
Allora risulta

G (u, v,) < v, ilog (w/vy) + 39 | + 5 log (u/v,)
Consideriamo adesso

Oy, v, + 8) = (v, + 9) | log (u/(v, + 3)) + 41 =>
= (v, + ) | log (u/v,) — d/v, + 4| (= v, +3)

€ quindi
d(u. v, + 3) — D (8, vy =01y, + 33 —3) > 0, per 8 < 3.

Poiché v, = lim v, — 8 pud essere assunto prossimo a lim v, quanto
si vuole, risulta 8§ <3, e quindi

| glm)/g(n,) | < v," exp ®,(u, v,) < v, exp P(u, vy + )

¢ la (b.1) & dimostrata.

Per la validita della proprieth &(v,) basta osservare che nei-
Vespressione della funzione W, (u) il coefficiente K/(n,v,?) ha il
numeratore K costante abbastanza grande. e che per v, =1 risulta

K’ K’ K
#n, (v, + 3)? = 10 (L + 3)? - Vg

dove K & la nuova costante K'/(1 + 3)2.

6. Un’osservazione sulla funzione ausiliaria ®(u, v} di RK(v,).

Sussiste il seguente lemma, che verra usato nel n. 7:
LeMMa. -~ Sia t(u, v) = n}n — d(u, v), dove
v
S u(log%+4) per 1< u < v

P, v) =
l v(log—:'—i—tl) per 1 <o u.
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Per ogni 1 < v <<n/2 risulta
Min t(u, v) = Vmv/2, v) = — v {log (n/v) +c /2, (c =630..).

DimosTRAZIONE. ~ Cominciamo con Dlosservare che ®(u, v) &,
per ogni v, funzione continua crescente al crescere di u, essendo

¢, =log (v/u) +3 >0 per 1 < u<w;
¢, =vju >0 per 1 < v w.
Essendo poi
7. = 2u/n — log (v,u) + 3 per 1 < u < v;
T, = (2u* — nv)/nu per 1 <v < w,

risulfa:
7, <0 per 1<u<v e per v<u< Vno2; t,>0 per u> Vnv2,

e ne segue l'asserto.

7. Dimostrazione del Teorema I.
Dimostreremo il Teorema I provando che, assegnata §(¢,, v,;
0, 8):
1°) se g,/log m, — -+ oo, esiste v, tale che v, =>v, —1, v, =
—o(n,) e inoltre S{¢,, v,; M, 3) < R(v,) (si tenga presente che in v,
& computato definitivamente 1’indice », fra quelli eccezionali);
2°) se g,/logn, —p < + oo. esiste v, tale che v, —1 = (mas-
simo intero <<lim v, << + oo} & §(9,, v,; % 9) < K(v,).
Allora dal criterio (4) seguirad il Teorema I. ‘
In base all’osservazione 2°) del n. 2, passando eventualmente
ad una successione parziale, possiamo in ogni caso ridurci ad una
delle seguenti circostanze:
a) ¢,/log n, — -+ oo, @u/1, —¢ con 0 < c << 1/2;
b) g/logm, — +oo,  g,[n, —0;
) gu/log i, — p < + oo,
a) I1 caso @) conduce al teorema classico di E. FaBry (vedi

Osservazione al n. 3). La dimostrazione in gquesto caso procede in
modo analogo a quella del caso b) e non la riporteremo.

b) Basta dimostrare che i v; valori di m eccezionali per la
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&(v,), contenuti in I,, sono da ricercarsi fra gli al piu v, valori
di m eccezionali per la §(y,, v;; =, o), fra i quali & compreso
anche V’indice m = n, . Con questo risulterh dimostrato vy <v, — 1
e quindi assumendo vn=v, — 1 risulta v, =o0(n,) e S(ou, vs; 4, 6} <
< &iv).

Denotiamo con v’ e v, due numeri maggioranti rispettivamente
del numero dei valori m eccezionali per la §(¢n, vi; %, 3) nell’in-
sieme I — Jp (m = ny % u, \/Mwh <u < mi/2) e nel tratto ridotto
Jr escluso m = m;, ciot m=mnyxtu, 1<u< Ve, e inoltre
siano v;’ e v;”’ scelti in modo da avere

vn’+v;,"+ 1= V.

(Si tenga presente che per h abbastanza grande anche m=—mn,; &
valore eccezionale e pertanto va computato in v,).
Poniamo

vh=vp— 1 = v + ' = gonflog (n,/9,), (er—0+).

In I, — J, risulta

v = 0(9s) = 0 ( Vamyzs) = o(u)
e quindi

v < Voo < w
per h abbastanza grande. Dunque

Q(w, vy = v;{log (wfv,) + 41,

log ¥)(u) = log ¥alu; v,)=
u!

w K H
=@—vh(loga—h+4)+logm+ log | an,, |

I/ espressione

9

(w, vi) = %’ — vy (log%+ 4)

3

(gid considerata mel lemma) per Vvnuon < < m;, ammette deri-
vata 1, positiva; pertanto il minimo di <{u, v) viene assunto nel-
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Pestremo sinistro dell’intervallo. ed &
t(u, vi) =0, — v, | log ( \/vﬁ@/vh) + 4| = 99, + ofw,).
Infatti, per la scelta di v, si ha
nfrog VI vale .
. 3 ~log e +%10g%’+loglog%‘+4 +%log %:
= — @y« (s, 1og ep)/log (4/9,) + 0(04) = 0(0n).
Si ha anche, tenuto conto che vale (B)-ed & v, =o0(n,):
log (K/m,v,%) + log | an, | = O(log n;) + 0(9s) = 0(9),
e risulta quindi, in definitiva,
(7.1) log Ws(u) = 195 + 0(¢4) per me I, — Js.
Da (7.1) e da (y) segue
L | < Wi(u) per me I, —J,,

salvo al pitt v," = o(v,/log (w4fes)) valori di m eccezionali.

Consideriamo il tratto ridotto J,. Per il lemma (vedi n. 6) il
minimo dell’espressione t(u, v,) si ha per w = Vmn,v/2 e vale
— vy {log (ny/v)) + ¢ 1/2. Quindi per me J,, mEn, ¢ vy=v, —1,
risulta

. $h Mn n n
log ¥y(u) = — 5 9 log o log ¢, + log log ;;:’ - 1/log of + o(op) =

= — (e4/2)gn + o(o4),

e quindi
(7.2) log Wi(1) = ofos).
Da (7.2) e da (3) segue

la,|SWw)  per meJi, mAmn,
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salvo al pitt v, = ole,/log (n,/ex)) valori di me eccezionali. Poiché
v v 4+ vy = 0, = o(o,/1og (1,/9,)) = o(es) = o(na),

sono verificate le condizioni per &(v,) ed & & < &(v,) in questo caso.

¢) Sia g,/log n,~—p > 0; si pud supporre 0 <p <1 (vedi Os-
servazione 4°), nel n. 2).

Diamo a v,’ e v,” significato aunalogo a quello attribuito nel
comma b), e cioé siano due numeri maggioranti rispettivamente
del numero dei valori m eccezionali per la 8(g, v,; 1, 8) conte-
nuti in I, — J, e J;, escluso m = n,, scelti in modo da avere

v, v 1=y,
(m = n;, & definitivamente valore eccezionale).
Scegliamo v, > vy — 1 = v,’+v,”, e precisamente:
se 26p & intero, sia v, = 23 — 1) — 1/2
se 28 non & intero, sia v, = 2(3p — 1) — (1/2) Mant (23p).

Essendo v, limitato, per ogni m e I, — J, (ciod per m = n, = u,
Vo, < u < On,) risulta v, < u quando h & abbastanza grande.

Il minimo valore dell’espressione t{u, v,) si presenta all’estremo
sinistro dell’intervallo, e risulta

T, va) = n9n — (0p/2) log ny + 0(9,) = o), — (v4/2) log ns + olwy).

Ne segue

log Wi(u) = 8o;, — (1 + v,/2) log n, + o(v}).

Fissato ¢ = 1/(8%) se 2% & intero, ¢ = (1/83) Mant (28p) se 23 non &
intero, si ha, per h = h,(s).

o —e<guflogmy <p+e
e quindi
log Wy(u) = (80 — 6 — 1 — v,/2) log m, = €3 log ns > 04 - 3f(p + ¢)
da cui segue, ricordando (y):
|a

m I é ‘Fh(’“’) per m € I’l - Jh

e h abbastanza grande, salvo al pi v’ valori di m eccezionali.
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Per m e J,, da considerazioni analoghe a quelle svolte prece-
dentemente, risulta

log Wiu) = — (1 + v/2) log n;, + o(log ny)
e quindi, per la scelta di v, si ha

Jog () = — o(p — 1/48) log n; + o(log m,;), se 2% & intero
og\l ,(u
et =>—8lp—(1/48)Mant(23p){logn,+ o{logn,), se 28p non & intero.

Fissato, come sopra, ¢ < 1/(43) oppure e < (1/43) Mant (23p) rispet-
tivamente nei due casi, si ha, per h = h,le).

@r > (p — <) log ns,
e quindi per la (3):

log|a,, | << —6(p — ¢)log na,

da cui segue

'amléwh(u’) per m e Jy, m:{:nh,

salvo al piu v»” valoii di m eccezionali.
Il numero v, dei valori m eccezionali per la &R(vy) verifica
dunque la relazione

v;f < +w' =vw—1;
d’altra parte si ha, per D'ipotesi f(z)€ S(¢r, va; 7, 9):

ve — 1 = massimo intero < (28 — 1) —1
= massimo intero < 2(3p — 1)
— massimo intero << v

da cui

vp = massimo intero << vy.

Risultano soddisfatte le condizioni &(wx) e pertanto S(pn, va;
My S)Egﬁ(vh)'

Dal criterio (4) segue Vasserto anche in gquesto caso, ed il teo-
rema risulta completamente dimostrato.
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8. Dimostrazione del teorema II.

Basterd mostrare che ad una qunalunque classe §(pn, vi; 2, 9)
(vedi Def. al n. 2), con |¢n} tale da avere

Inf <(m)/pr — + oo.
mel,

appartengouno infinite serie di potenze che verificano le proprieta
richieste dal Teorema II (e non sono prolungabili, in base al
Teorema I).

oo}
Infatti, per una qualunque serie f{(z) = 2 «,e7,2" € &(n, Vu; %, 9)
0

risulta lim «)/® =1, e risultano inoltre valide a maggior ragione

le proprietad seguenti:
/
B w1
(1) l_i—lﬂyj,'f(m)él per me I, —Ju, (h =1. 2, 3,..), m — + oo
(3) Tim o250 <1permed,, (h=1,2 3...), m— +oco

jinfatti da AL segue a(itOm)) w(mlioy <=0, alltim) < g—=3¢,/t(m)
da cui (3)], e per quanto riguarda la validita di (y) e (5) sono al
pilt eccettuati complessivamente v, valori eccezionali di m nel
tratto In.

In corrispondenza di questi valori m’ eccezionali, «, & libero
e si pud scegliere in modo da avere WM™ v 1; d’altra parte esistono
successioni |, | che verificano (B), (y), (8) e per le quali esiste il
P—_— t/r(m) __
limite =, ' = 1.

Poiché la classe §(on, v,; 7, 3) & indipendente da vy, , il teorema
risulta dimostrato.
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