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Corrispondenze tra spazi proiettivi a connessione costante.

di MarIUs SToKA (a Bucarest, Romania) (¥)

Sunto. - Basandost sui risultati di G. Vranceanwu sulle corrispondenze tra
spazi proiettivi [2], [3], {4], I autore defermina le connessions proiettive
costanti che definiscono corrispondenze tra spazi A, ed Ey e le trasfor-
maziont puntuali associate loro.

Poi U autore determina le connessioni affini corrispondenti alle con-
nessiont proiettive scoperie mella prima parte. Si ottengono cosi dieci
connessioni affini costanti localmente euclidee e due connessioni affini
variabili che corrispondono a connessioni proietiive costanti.

Negli ultimi anni, il prof. G. VRANCEANU e la sua scuola di
geometria di Bucarest, hanno ottenuto una serie di risultati nella
teoria delle corrispondenze tra spazi proiettivi e nella teoria
degli spazi a connessione affine localmente euclidea.

Il prof. G. VRANCEANT ha determinato la condizione necessaria
e sufficiente perch® =*;, rappresenti le compounenti del tensore
proiettivo tra due spazi 4, ed E, [3] ('). Nello stesso tempo, occu-
pandosi del gruppo di movimenti di una corrispondenza, il prof
G. VRANCEANU ha dimostrato che una corrispondenza tra due
spazi proiettivi pud avere un gruppo ad n® — % + 2 parametri al
pil, questo massimo essendo raggiunto [4].

Nel caso della corrispondenza tra piani proiettivi, il prof.
G. VRANCEANT ha determinato una condizione molto semplice per-
ché questa ccrrispondenza sia di prima specie, di seconda o di
terza. Nel caso in cui il tensore proiettivo w*,, & costante, egli ha

3
dimostrato che il tensore pud essere ridotto ad una delle forme

— 2 2 —1-
1) Thy = — T, =+ 1, ©°), =1;
R e 1.
2) == — 7w, =1;
2 __ 1.
3) = =1;

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. I. il 20 gennaio 1962.
(!) Pag. 492,
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secondo che la corrispondenza & di prima, di seconda o di terza
specie [2].

Nel caso della corrispondenza di terza specie, il prof.
G. VBANCEANU [4] e G. G. Veanceanu [5], [6], [7], [8], hanno
ottenuto una serie di risultati importanti specialmente nel caso
delle corrispondenze a caratteristiche rette.

Studiando gli spazi 4; a connessione affine costante localmente
euclidea, P. MocaNU ha dimostrato che possiamo ridurre questi a
12 forme canoniche distinte di fronte al gruppo affine [1].

In questo lavoro ci occuperemo delle corrispondenze tra spazi
proiettivi a connessione proietfiva costante. Nella prima parte
determiniamo le connessioni proiettive costanti le quali definiscono
le corrispondenze tra spazi A; et E;, le trasformazioni puntuali
associate a loro ed i loro gruppi di movimenti.

Poi determiniamo le connessioni affini corrispondenti alle con-
nessioni proiettive scoperte mnella prima parte. Otteniamo cosl dieci
connessioni affini costanti localmente euclidee e due connessioni
affini variabili le quali corrispondono a connessioni proiettive
costanti. Nello stesso tempo mostriamo che due delle connessioni
affini costanti determinate da P. MocaNU si riducono ad altre
connessioni attraverso trasformazioni non lineari. '

Le dimostrazioni dei teoremi di guesta nota saranno pubblicate
in due memorie che appariranno nella Revue de Mathématiques
Pures et Appliquées.

Siano due spazi affini Az, y, 2,) e E(u', u? u?) tra i quali &
definita la corrispondenza

(1) uw' = u'(x, Y, 2) (t=1, 2, 3).

Se la connessione affine dello 4, & Iy, allora la connessione
proiettiva dello spazio &

‘itijk = I‘iik _ SZ

— 3% - To=T%; 4, 4, k=1, 2, 8).

Il prof. G. VRANCEANU ha dimostrato [3}] (*) che, perche =i,

(?) Pag. 492.
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fosse il tensore associato della corrispondenza (1), bisogna che

@ oty 2 M Ly M =0,
(@ g, ky, 1, s=1, 2, 3)
2) ‘%{5_"@15 P Myrty — My, =0,
dove
S kg = ?%; — 2%% + Ty T,

. a"rijk
? Z'[J'h = 'n."s.,-'lr‘i,z -+ “6?67 .
Tenendo conto che il tensore =%, & costante, possiamo supporre
che almeno una delle componenti n',,, ©',;, & non nulla.
Abbiamo dunque da considerare i seguenti casi

10 iy 0, Wy ==y = 0
20 mly, 0, nly = 7wy, =0;
3° ey =0, 7l 0, wlyy=0;
40 0, nly; 40, w5 =0;
5° w4 0 (h, k=2, 3).

Risolvendo in ciascuno di questi casi il sistema (2), (2') otteniamo
un numero di connessioni proiettive costanti le quali attraverso
trasformazioni lineari di coordinate, si riducono alle seguenti
connessioni distinte:

|Ls] My, =1, wy=c (5=0, 1);
[LLy] mhy =13

[IITy) m,=—2, 7, =78, =1;
(IVy] nly, =nd, =1;

[VP] 7r123 =—nl,=1;
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| S B, 3 4.
[VIp] =l =~ 7wy =1
_— ] 2 F - .
[VIL,] m, =l =wt, =1, n¥, = — 2;
1 — 2 o8 .3 __ 1 o3 .
[VIIIP] “ls—nzl—ﬂzs—"ﬂ:ﬂ—-lynll—nas——27
U S T S R 1 o 3 .
19.€Y why = Wy =ty == wty =1ty =1, n) =nty el =2
[ S T S r 3 g,
[X5] mlyy =l g = iy =ty = — 7wty = 1, Wiy = — Y
1 2 3 1.
[XIP] 71‘22:1,7521_—_——7[“25,
1 3 1 2 3
[XIIP] 'Tcu:—-—'n“:zz-,'nn—_———'n:as:—l,

le componenti non scritte essendo nulle.
Abbiamo dunque:

TrorEMA 1. — Il tensore proiettivo costante =, che determina
una corrispondenza tra gli spazi A; ed E,, puo essere ridotto atira-
verso cambiamenti di variabili ad una delle formule [1p], ..., [XII,].

11 prof. G. VRANCEANU ha dimostrato [2] () che essendo data
la connessione proiettiva =’;, che soddisfa le equazioni (2), (2'), la
trasformazione puntuale tra gli spazi 4, ed K, & data dalle
formule

v .
%’Z& (’&:1, 2, 3),

dove v*x=0, 1, 2, 3) sono gli integrali indipendenti del sistema

o' s M,,
—— 4y ——
i * ot 2

=0 (@' =, x* = 9y, x®=2)

Nel caso delle conmessioni [Ip],.., [XIL,], questo sistema ci

(3} Pag. 492
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da le trasformazioni puntuali:

2+ e2?
[T,] %l:x—“y 9 =0, 1), ' =y, u*=gz;
[T,] w=ux —yz w =1y, u*=2;
[Tgl ’lfl/l:e“”, ’M,l:y, ‘M,z::z;
Yy’ v,
] wew—yprl wmy wms L,
[T,] w=xtgy+z ut=x—ytgy, u*=1tgy;
2
[Te] w=x+3, u? = ze¥, ud —e¥;
2
(T, %‘:x—-%, w =y, ' =e*;
[Ts] ul' = e, ut =y ud=e';
[Ts] u' =¢'?, u*=el, u?=e";
[T0] u' = e** cos V2y, w=e*sin \2y, ud =e*;
(T,.] w' = e” cos Y, u*=e?siny, u® =z;
e”sin z e” cos 2
1 — ?— 3 —
[Tl w=tgw, u=———, ul=— .

Abbiamo dunqgue

TrEorREMA 2. - Le trasformazioni puntuali associate alle connes-
sioni proiettive costanti degli spazi A, sowo del tipo [T,], ..., [T\),
U equivalenza tra gli spazi A, ed B, essendo globale nel caso delle
trasformaziont [T,], [T,] e [T,].

0
i"‘?)_af‘ (¢=1, 2, 3) gli operatori infinitesi-

mali di un sottogruppo proiettivo dello spazio si sa [2] () che

Se notiamo con X,f—

(*) Pag. 498,
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.

questo gruppo & gruppo di movimenti della frasformazione (1) se

amis, ook, . 08, &,
Ejzlh-l—ﬂtska—w-; thja?-—ﬂ'sjk ﬁ,:O.
Calcolando mel caso delle connessioni [Ip],.... [XIIp] otteniamo
i gruppi seguenti:
[GT] L= 0P+ Y + %Z Ay, Y=Y Ay, =0y + g8 g

[GIT] x'=—e®s &+ 0y + g2 + «,, Y = e%s(y cos a, — zsina,) + 2,,

2'=e*(y sin a, + 2 cos «;) + «; ;
[GII] & = o, + %Y + %8 + %, Y=oy + &y, 2 == %2 -+ a5 ;
[GIV] o=+ o, Y=oy + 02+, 2" = oy + %2 + o3
[GY] a'=od0+ oy + 2002 + o), Y'=0y + oy, &'=00y+o’2+o,
GVI] = x — oy +o,, Y=Y+ %, &8'=ox+ oy + % ;
[GVH] &' =oay2a,+ Do+ oy + oy, Y=Y+, &' =a2 +o4;
[GVII] o' =al0e + oy + o), Y =0y + %y, & =2 + 053
[GIX] =2+, Y=y +o, 2'=2+ 9,

[GX] =40, Y=y+o,, 8=2+ o

Abbiamo dunque

TeoREMA 3. - Le trasformazioni puntuali, associate alle connes-
stont costanti ammetlono come gruppi totali di movimenti ¢ gruppi
161], ..., [GZX].

Si sa che se la corrispondenza tra gli spazi 4; e E, ¢ data da
(1) allora la connessione affine dello spazio 4, & data dal sistema

0%u? U

Mk+ Sjka_[ds:o (4 J kos=1,2 38; ©x'=ux, 90?2?/, xszz)-

Tenendo conto delle dodici trasformazioni puntuali determinate
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di sopra, otteniamo le seguenti connessioni affini:

[Ta] MMy =1, I'yy=c¢ (=0, 1);
(1] My =1;
lIIIﬂ] r,=—4;

[IVaJ] r,,=rs, —=1;

[Val MNy=—0D, =1, TM=—T%, = —tgy, I'',=—21igy;
[VILa] M, =1, M, =T, ——2;

[VIL] IY,=1, T, = —4;

[VIIL)] T =T%,=—4;

[1X,] mn
[Xa] [, =1, [, =T1%, = —2, [%, = —4;
[XTa]  Dhy=—T1,=—T%, =1;

(XIIa] [ =y =Ty =— T =—1, 1%, =T, = —tga, I, =—2tgx
le componenti non scritte essendo nulle
Da cid risulta che esistono due spazi 4, a connessione affine
variabile [V.] e [XII,], le cui connessioni proiettive sono costanti.
Ricordiamo che le altre dieci connessioni affini sono state dete-

rminate precedentemente da P. MocanNu [I], il gquale perd ha
trovato due connessioni di pilt e cioe

l_“n:l"’n:.:[‘:"N:FS22 =1

T, =12, =%, =1.

La prima di queste due connessioni si riduce alla [VII,]
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attraverso la trasformazione

2
x = ye—" + (z—%)e—”,
y=ye,
e ¥
g=—.

La seconda si riduce alla connessione [VIII,] attraverso la
trasformazione

x

— Iny,

m—-}’:l .

R
I

— Inje—*— e—)
Abbiamo dunque

TreorEMA 4 - EHsistono dieci tipi distinti di spazi A, a connes-
sione affine costante localmente euclidea [1a),..., [IVa], [ VIa]. ..., [XIa]
e due tipi de spazi A; a connessione affine variabile localmente
euclidea, i quali perd hanwno la connessione proiettiva costante
[Va] e [XII,].
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