
BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Marius Stoka

Corrispondenze tra spazi proiettivi a
connessione costante.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 17
(1962), n.1, p. 40–47.
Zanichelli

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1962_3_17_1_40_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1962_3_17_1_40_0
http://www.bdim.eu/


Corrispondenze tra spazi proiettivi a connessione costante.

di MARITJS STOKA (a Bucarest, Romania) (*)

Sunto. - Basandosi sui risultati di 6r. Vranceanu sulle corrispondenze tra
spazi proiettivi [2], [3], [4], V autore détermina le connessiom proiettive
costanti che deflniscono corrispondenze tra $pa&i A$ ed Ez e Ie tras for-
mazioni puntuali assodate loro.

Poi Vautore détermina le connessioni ajfini corrispondenti alle con-
nessioni proiettive scoperte neïla prima parte. Si ottengono cosl dieci
connessioni affmi costanti localmente euclidee e due connessioni affini
variabili che corrispondono a connessioni protettive costanti.

Negli ultimi anni, il prof. GL YRANCEANTT e la sua scuola di
geometria di Bucarest, hanno ottenuto una serie di risultati nella
teoria delle corrispondenze tra spazi proiettivi e nella teoria
degli spazi a connessione affine localmente euclidea.

Il prof. Gr. YRAÏ̂ CEAISTTT ha determinato la condizione necessaria
e sufficiente perché ir*^ rappresenti Ie componenti del tensore
proiettivo tra due spazi An ed En [3] (l). Nello stesso tempo, occu-
pandosi del gruppo di movimenti di una corrispondenza, il prof
Gr. VBANCEANU ha dimostrato che una corrispondenza tra due
spazi proiettiyi puö avere un gruppo ad n2 — n~\~2 parametri al
piu, questo massimo essendo raggiunto [4],

Nel caso della corrispondenza tra piani proiettivi, il prof.
Gr. VRA^CEAISTF ha determinato una condizione molto semplice per-
chè questa ccrrispondenza sia di prima specie, di seconda o di
terza. Nel caso in cui il tensore proiettivo -xl

3h è costante, egli ha
dimostrato che il tensore puö essere ridotto ad una delle forme

2)

3)

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'U. M. I. il 20 genaaio 1962,
H Pag. 492.
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secondo che la corrispondenza è di prima, di seconda o di terza
specie [2].

Nel caso della corrispondenza di terza specie,, il prof.
G. YBANCEA^U [4] e G. G. VEAKCEANU [5|, [6], [7], [8], hanno
ottenuto una serie di risultati importanti specialmente nel caso
délie corrispondenze a caratteristiche rette.

Studiando gli spazi A3 a connessione affine costante localmente
euclidea, P. MOCA^TU ha dimostrato che possiamo ridurre questi a
12 forme canoniche distinte di fronte al gruppo affine [1].

In questo lavoro ei occuperemo delle corrispondenze tra spazi
proiettivi a connessione proiettiva costante. Nella prima parte
determiniamo Ie connessioni proiettive costanti Ie quali definiscono
Ie corrispondenze tra spazi Az et E3, Ie trasformazioni puntuali
associate a loro ed i loro gruppi di movimenti,

Poi determiniamo Ie connessioni affini corrispondenti alle con-
nessioni proiettive scoperte nella prima parte, Otteniamo cosï dieci
connessioni affini costanti localmente euclidee e due connessioni
affini variabili Ie quali corrispondono a connessioni proiettive
costanti* Nello stesso tempo mostriamo che due delle connessioni
affini costanti determinate da P. MOCANTJ si riducono ad altre
connessioni attraverso trasformazioni non lineari.

Le dimostraziom dei teoremi di questa nota saranno pubblicate
in due memorie che appariranno nella Revue de Mathématiques
Pures et Appliquées.

Siano due spazi affini Az[x, y, z,) e E3(u\ ul, uz) tra i quali è
definita la corrispondenza

(1) ui = ui(x9 y, z) (i = l, 2, 3).

Se la connessione affine dello Az è Tl
jk allora la connessione

proiettiva dello spazio è

= 1, 2, 3).

Il prof. G. YRANOEAKU ha dimostrato [3] (2) che, perche

Pag. 492.
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fosse il tensore associato délia corrispondenza (1), bisogna che

(*, j , h, 1,8 = 1, 2, 3)

d o r e

*

Tenendo conto che il tensore TT^ è costante, possiamo supporre
che almeno una délie componenti TT1^, -n1^ è non nulla.

Abbiamo dunque da considerare i seguenti casi

1° ^ l

3° ^«4=0» ^ « + °. TC1» = O;

5° T C ^ + O (h, * = 2, 3).

Risolvendo in ciascuno di questi casi il sistema (2), (2') otteniamo
un numero di connessioni proiettive costanti le quali attraverso
trasformazioni lineari di coordinate, si riducono aile seguenti
connessioni distinte :

[IIp] «1,, = i ;

[iiip] A , = - 2 , ^ „ = «'„ =

[IVp] x»I3 = x»22 = l ;

[V p ] TT1,, = - „»„ = 1 ;
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[Vip] ^ „ = ^ l t = : - W « I t = l ;

[VIIp] K\Z = *\t = *«8S = 1, ^ = _ 2 ;

[VIIIp] IC1,, = 1Z*tl = tt*„ = «»8l = 1, TT^ = * ' „ = — 2 ;

[ I X p ] 7Tl
l2 = Tr^ = 7U2

21 = 7T2
S3 =iz\, = 1, 7 U 1

n = 7 t
2

? a = 7 : 3
3 3 = — 2 ;

[ X p ] 7Tl
2S = TT̂ g = X2

Ï3 = 7t3
3l Z^ — 71%, = 1, 7T3

33 = — 2 ;

[ X I p ] TCi„ = l , 7c«tl = — T C » 8 1 = | ;

le componenti non scritte essendo nulle.
Abbiamo dunque:

TEOBEMA 1. - II tensore proiettivo costante -Kl
jk, che détermina

una corrispondenza tra gli spazi A3 ed E3, pub essere ridotto attra-
verso cambiamenti di variabili ad una delle formule [Ip],. . . , [XIIP].

Il prof. GK VRANCEANU ha dimostrato [2] (3) che essendo data
la connessione proiettiva 7c*ift che soddisfa Ie equazioni (2), (2% la
trasformazione puntuale tra gli spazi A% ed E% è data dalle
formule

u'=^i (• = 1,2,3),

doye t)«(* = 0, 1, 2, 3) sono gli integrali indipendent i del sistema

d2v dv M,h
^ 0 ( 1 t ' )

Nel caso delle connessioni [ lp] , . . . , [XIIP], questo sistema ei

(3) Pag. 492-
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dà le trasformazioni puntuali:

[T,l u = x — g ( e = 0, 1), t* = y

[Ts] ^ l = x — j/s, w2 = y9 n*=e;

[T31 ^x = eix, ux = y, u3 =$]

[T4] M1 = ac — ^ 0 - h ^ - , w* = tfc Ü 3 = 0 — ^

[T5] w1 = ac tg j / H- 0, tt2 = œ — t/ t g y, u* =

[T6 ] I*1 = x •+• | , t*2 = 0e2^, te3 = e*v ;

[T7 | ^ zz ra î — ^ - , u2 = y, u* = e4*;

[T8 ] te1 = e4*, te1 = j / 'W3 — e4s ;

[T9] ^ l = e4a?, ^ 2 = e^, uz = e4s;

[T10] w1 = e2a: cos V % , ^ = e2aî sin V% 3 îi3

[T n ] ul = e00 cos y, ul = e37 sin #, ^t3 = 0 ;

e^ sin 0 9 eœ cos 0
L liï ° COS CC COS X

Abbiamo dunque

TEOREMA 2. - Le trasformazioni puntuali assodate aile connes*
sioni proiettive costanti degli spazi A3 sono del tipo [Tj],..., [T12],
V equivalenza tra gli spazi A3 ed E3 essendo globale nel caso délie
trasformazioni [T,], [Ts] e [TJ.

Se notiamo con Xhf— l\ — (i = 1, 2, 3) gli operatori infinitesi-

mali di un sottogruppo proiettivo dello spazio si sa [2] (4) che

(4) Pag. 498.
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questo gruppo è gruppo di moyimenti della trasformazione (1) se

Calcolando nel caso delle connessioni [Ip],..., [XIIp] otteniamo
i gruppi seguenti:

[G-1] x'= a*4

[G-11] x'= e

4t/ -+- a , , « ' = a 7 y -+- ags -f- a3 ;

ea4(y cos a7 — s s i n a7) +• a2,

s in a7 -1- & cos a7) -+- a3 ;

[Gr111] x' = a4a5x -+• a6^ - j - a7

[GrIV] x ' = £C H- otj, y' = &4y

[ & v ] 0!'= tx3
4x -h oc5y -f- 2a2

4G

x ' = a 4 x — as2/ H-a 1 5

oc2 , 0 ' =

2, ^ =

z' =

a 2 . s ' = z H- oc3 ;

[G x ] x ' = x •+- a1? y ' = 2/ H~ oc2, 0'— 0 + a3

Abbiamo dunque

TEOREMA 3. - Le trasformazioni puntuali, associate alle connes-
sioni costanti ammettono come gruppi totali di movimenti i gruppi

Si sa che se la corrispondenza tra gli spazi Az e E3 è data da
(1) allora la connessione affine dello spazio Az è data dal sistema

i ' j > k> S = 1> 2 ' 3 ; xl = X> X* = y> * * = * ) •

Tenendo conto delle dodici trasformazioni puntuali determinate
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di sopra, otteniamo Ie seguenti connessioni af fini:

[i a] r ' M = i, r»M = g (i = o, 1);

pi»] r»M = i ;

Lm,] r \ , = - 4 ;

pvj r«M = r«M = i ;

[Va] r»tl = - r»,, = i, r\t= - r»M = - tg », r%, = -

[via] r»M = i , r»M=:r«„ = - 2 ;

[VIIIa] ^ = ^ , = - 4 ;

[IXa] ^ = ^ = ^ , = - 4 ;

[Xa] r\s = ï, n n = r«„ = - 2, r«„ = - 4 ;

[Xla] ^ , = - ^ = - ^ = 1;

n 1 1 =r«„=n M =-n„=-i l n l l =r« I 1 =-tg» J r ' u =-2tga5

le coraponenti non scritte essendo nulle
Da ciö risulta che esistono dae spazi Az a connessione affine

yariabile [Va] e [XIIa], Ie cui connessioni proiettiye sono costanti.
Ricordiamo che Ie altre dieci connessioni affini sono state dete-

rminate precedentemente da P. MoCâ.KU [I], il quale perö ha
trovato due connessioni di più e cioè

La prima di queste due connessioni si riduce alla [TIIa]
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attraverso la trasformazione

X = r

X

La seconda si riduce alla connessione [VIIIa] attraverso la
trasformazione

x = x — Iny,

z — — ln(e~z —

Abbiamo dunque

TEOREMA 4 - Esistono dieci tipi dislinti di spazi Â  a connes-
sione affine costante localmente euclidea [Ia],..., [IVa], [VIa],..., [XIa]
e due tipi d% spazi A3 a connessione affine variabile localmente
euclidea, i quali perö hanno la connessione proiettiva costante
[Va] e
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