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Sul calcolo di alcuni limiti,
connessi colla risoluzione delle equazioni.

Nota di FERNANDO LAURENTI {a Vercelli) (¥)

Sunto. - In questo lavoro prendo le mosse dalla nota successione di FiBo-
NAccr, dalla quale si deduce una successione di frasioni che ha per
limite la parte aurea dell’ unita; stabilisco questa proprietd cowm proce-
dimento nuovo, che poi estendo ed applico a varie equazioni per de-
durne, mediante opportune successioni, dei valori approssimati per le
loro radici posttive.

1. Consideriamo la successione di FiBownaccr
1, 1, 2, 8, 5, 8 13 ..

in cui la legge di formazione dei termini ¢ rappresentata dalla
relazione

(1) gy = Gny) + By, OVe @y =@, =1,
la quale esprime che ogni termine della successione vale la
somma dei 2 termini che lo precedono, formiamo poi le frazioni

@u/Qy,, ciod dividiamo ogni termine della successione per il suo
successivo e otterremo la successione:

(2) 1,

WI b0

8 .
P13

DO =
[SL{IY
Q0| Ot

ora © ben noto che i termini di posto pari

@)

Lo =
oy o
ol @

formano una successione crescente, e i termini di posto dispari

4) L gy g

wi o
0! O

formano una successione decrescente, e queste due successioni
hanno per limite comune la parte aurea dell’unita, ciod
(V5 —1/2 in quanto i termini della (2) sono i valori delle succes-

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U.M.I. il 156 gennaio 1962.
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sive ridotte della frazione continua periodica

1

1+

Ly L

1+ ...

che & la pih semplice possibile, e che ha per valore precisamente
(vb — 1)2.

Ora poi fard vedere direttamente (senza le frazioni continue)
che la successione (2) ha per limite (V5—1)/2, infatti il termine
generale della (2) ¢ a,/a,,,, e il suo successivo & a,,,/G,,, OVe
@,,, & dato dalla (1), che pud scriversi:

{= Py + G Oyt
- ’
Apyy Ayt Anys

da cui:

n an

1= lim %+ 4 1lim lim

Gy
—
n—>w0&ys ne—>00 Upypyne—soco @,y

e ponendo:

. a
= lim A,
700 By g

& chiaro che x & pure il limite della frazione a,,,/®,,,, € percid
si ha:

1=x+a°,
da cui

x= (V5 — 1)2.

2. Abbiamo cosi stabilito che il limite della successione (2)
¢ la radice positiva dell’ equazione

2?+x—1=0,

e si capisce che la radice positiva di questa equazione ha come
valori, sempre pill approssimati, i termini della (2). E infatti,
posto, per brevita

fley=2*+2z—1
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si ha
=1 f(3)=—3 1) =5 1(5) == 5>

e per il termine generale a,/b,, della (2) si trova

Considerando, pilt in generale, 1’ equazione:
2 +ox —1=0, (x> 0),

cerchiamo la successione i cui termini rappresentano valori
sempre pill approssimati della radice positiva di tale equazione ;
si ha

(5) 1=z + 2%,

e considerando la successione:

Opy Bgy Gg vor Ay CGhyyyy oo
poniamo
. a
z=—lim L
#n—>00 Vnyy

¢ chiaro che

2
.a . o e, a
(6) z=lim " 22— lim " _ ym ( i "“)
e 00 By g RO @R T oo Bt (s ’

e sostituendo nella (5) si ottiene:

. 12 a
1= 1lim (OC Il 4 n ) ,
N — 0 A ys LW

che pud scriversi:

lim @, —a@, ,— @,)=0
N0

la quale & verificata se
Apyog = 0y g + Uy,

e questa relazione, quando siano assegnati a piacere i valori di
a, ed a,, (per es. si pud prendere a, =a,=1) ci permette di
calcolare successivamente a,, a,, a5 ... da cui si deduce la suc-
cessione di fraziomi

a Ay Oy @,

— et et

F]
(229 Gy Oy (1299
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che rappresentano valori sempre pilt approssimati della radice
positiva della (b), la quale vale (Va2 + 4 —of,.

3. Considerazioni analoghe si applicano ad equazioni di grado
maggiore di 2; cosi ad es. per I’equazione

(7) L4 ox?—2=0 (> 0)
procedendo come nel caso precedente, si perviene alla relazione:

lim (2a,,; —at, ., —a,) =0,
n - CO

che & soddisfatta se

%
a,,+3:§a,,,+l -+ QC&";

assumendo
G =0, =a; =1,
si ha:
a+1 a+1 _e4a+2 2+ 2e+ 1

= =g a's——*_—r s Uy = 1 s
quindi le frazioni

ay 2 y __ ¢ @5 2(x+1) g 0o+ 2

— == ——ly — =, == "y e

ag _a+ 17 a, ag 2+x+2" @, a4 2u41’

rappresentano valori sempre pilt approssimati della radice posi-
tiva della (7).

Cosl, ad es. se « =2, cioé per l’equazione
(8) 2+ 222 —2=0,

le frazioni precedenti diventano:

e le due successive sarebberol% ed %—; e se si indica con f(z) il
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I° membro della (8), si trova,

9 —_— '9 3 9 2 —_ —
f('ﬁ)‘"(ﬁ) +2(1_1) 2==0, 11 ..

1y I\, iy, o
f(.lé)_(ﬁ)+2(l_3) 2=0, 07 ..

percid il valore 1 presenta gih una buona approssimazione.

13
Come altro esempio, si abbia I’equazione
fRy)=2*+2*+ 22+ 2 —1=0,
e col procedimento precedente si perviene alla relazione:
Qg = Qpyg Gy 4+ Gpyy ~+ Gy s
ed assumendo
o, =0,=a,=a,=1,
si ottiene la successione:
1, 1,1, 1, 4, 7, 13, 25, ...
da cui si deducono le frazionmi
L4 7 13
4 77 13> 257 7
che rappresentano valori sempre pil approssimati della radice

positiva dell’equazione f(z) =0; si trova, ad es.

13
f(2—5> = £(0,52) = 0,0041,
che mostra 1’alto grado di approssimazione della radice 0,52.

Pih in generale, se la legge di formazione di una successione
fosse rappresentata dalla relazione

Oy = W3Oy gt Xolyy g + X0y y ) + %y,

allora ponendo

. a
z = lim ®
n—00 Bnyy

K

si giungerebbe all’ equazione

w4 o 2 4+ a2 g — 1 =0.



