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Sopra alcune notevoli equazioni differeaziali.

Nota di FER^AXDO L^UREN"TI (a Yercelli) (*)

Sunto* - Si dimostra che una notevole equasione differenziale risolta dal
Tisserand puö rtsolversi in modo pvk semplice e meno artificioso con
un procedimento che viene poi applicato ad altre eqtiasiont piit gênerait.

1. Un' equazione differenziale interessante è la seguente ;

<1) y[x% -h- y2)dx -+- x(xdy — ydx) = 0,

€he è integrata nel noto volume di F . TISSERAND : Recueil comple-
mentaire d} Exercices sur le calcul infinitésimal, deuxième édit.
page 167 (GrauthierVillars ; Paris , A. 1896), mediante la prevent iva
determinazione di un fattore intégrante.

Ora mostrererno che taie equazioae si puö iutegrare ia modo
diretto, più semplicemeüte. con un procedimento che permette di
integrare equazioni più complicate délia (1), per le quali la deter-
minazione di un fattore intégrante sembra tutt ' altro che agerole.

A questo scopo, osserviamo che la (1) puö scriversi :

y(xl H- x*)dx -4- xzd % = 0,
X

<ïioè :

questa forma suggerisce di porre :

(2) tgv~ylx,

e allora si ha semplicemente :

tgydx -h dcp = 0,

(*) Pervenuta alla aegreteria deli'U. M. I. il 15 gennaio 1962.
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da oui :
f cos <p

cc -h c = — I a© = — log sen ©,
J sen cp ( ö

oye c è una costante arbitraria ; ne viene :

sen o = Ce—«

oye C è un'altra costante positiva, arbitraria; si deduce poi tosto:

ye*l yfx* -+- »* = C,

come h.a pure trovato il Tisserand.

2. Si possono in modo simile integrare equazioni più generali
della (1), che sarebbe assai malagevole integrare col metodo del
fattore intégrante.

Cosï se si ha Pequazione:

ayn (x2 -+- y*) dx -+- xn (xdy — ydx) — 0?

essa puö scriversi :

(3) a ( W dx + —^—7 d V = 0,1 ( ï ) "
e colla posizione (2) diventa :

atgn cp dx •+- dy = 0,

d a cui :

od anche :

\(x -+- c) = — i cotM cpd<p,

con c costante arbitraria; l'intégrale che qui figura si puö calco-
lare con metodi noti.
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La (3) puö anehe integrarsi in quest'altro modo: posto

s = y fa,
essa diventa :

cm :

azn dx H~ ~ dz = 0,
1 + e2 '

supponiamo in primo luogo w intero e positivo, e poniamo

e cosï avremo :

(5) a(# -+- c) — f — ^ dtfc = 0 ;

effettuando la divisione si ha, se w è pari :

un 1
, = U»-2 — M»~4 -f- ... -h (— l)»/ 2 - r ,

W8 H- 1 V ^ W* -f- 1 '

e quindi :

f Uu Un"x Un—3

j t t 2 H - l ^ — L n — 3 l

ee n è dispari si ha :

te* -h 1

e allora:

u

Se poi n è intero e negativo, posto w = — m, la (4) ei dà:

e F integrale che qui figura non differisce da quello che compare
nella (5).
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Infine, se n è im razionale qualsiasi, che, per fissare le idee,
supponiamo sia positivo, posto n—rjs, con r, s interi, si ha dalla (5):

f ur!s

a(x +- c) -j -rZiTi du = °>

e colla nuova posizione :

u — ts ,
si ottiene :

il quale integrale si sa calcolare con metodi noti.

3. Come altro esempio, consideriamo Tequazione:

(6) ayuJ\/x2 — y2dx -h xn~1(xdy — ydx) = 0 ;

essa puö scriv3rsi :

e ponendo:

{7) sen cp = y\x

si ottiene :
a senn ®dx -+- dv = 0,

da cui :

{8) a(x H- c) = — sen»

II calcolo dell' integrale che qui figura, se n è intero, positivo
-e pari, si puö fare osservando che

/

dep f 1 dœ f (cos2 <p •+- sen2 cp)«—x

— 1 —— —— — — I — ~ = _ w co t cp zzz
sen2» cp J sen2»—2 «p sen 2 cp ] s e n 2 " - 2

ƒ / »—i / n 1\
(cots cp -i- l ) » - i d cot cp — — / S , cot2fc <pd cot <p —

J ok \ & /

_ «- 1 / » — 1\ COt2fc+i cp
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Se n è dispari, il calcolo è un pö meno semplice : applicando
Y identità

d cos cp 2n — 1 2n
dep scn2tt cp sen2W—x cp sen2 t t+1 co '

si deduce :

f dep cos CD 2n — l f deo
(y) / - ,=r — • — - — — — - |~ \ —

J sen2""!"1 cp 2w sen 2 n cp 2ft J s e n 2 " " 1 & '

relazione che si ricava pure colF integrazione per parti ; con appli-
cazioni ripetute di questa eguaglianza si perviene al calcolo del-
T integrale voluto.

Cosï, per es. ; se n = 5 la (6) diventa :

ayb yx2 — y2dx -\- x4(xdy — ydx) — 0,

e si ha per il suo integrale generale :

v J J sen5 cp
poi dalla (9) si trae :

3 f dep

/

dep cos cp 3 [
sen 5 <p 4 sen 4 cp 4 J

f dp cos cp 1 Ç dep cos cp 1 cp
J sen3cp = "" 2 sens a> ̂  2 J s ë n ^ = ~~ 2 sen 2 cp "*" 2 l o g ^ 2 '

perc iö :

cos ep 3 cos cp 3 cc
a{x + c ) = ~A—~4— -+- 5 ^ 5 log ia 5 .

v ; 4 sen4 cp 8 sen2 cp 8 ° ^ 2 ;

e infine, ricordando la (7) :

Se w è intero, negativo e dispari, posto w = — (2m -f- 1), la (8)
diventa:

a(x -+- c) = / sen2m cpd cos cp,

e ponendo M — cos cp, risulta :

a{x -t- c) = / (1 — ti2)mdu,

il quale in tegra le si calcola i inmedia tamente .
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Se poi n è un razionale e si pone n — rjs, con r, s interi, si
ha dalla (8) :

a(x -*- c) — — ! (sen c

e ponendo
sen <p = us

}

si ottiene :

a(x -t- c) = s j us-/r—1(i —

qui abbiamo un integrale di differenziale binomio, che si tratta
con metodi noti.

4« Per ultimo, si abbia 1' equazione :

ayn\ix% -+- y2dx -f- aP—^xdy — ydx) = 0,

che puö scriyersi :

e ponendo:

sen hu = yjx,
risulta :

a sen hnudx + dit =: 0,
da cui :

1 ; J sen fcBw *

e questo integrale si calcola con trasformazioni analoghe a quelle
applicate per calcolare 1* integrale che figura nella (8), tenendo
conto che, per note propriété delle funzioni iperboliche, si ha :

cos h2u — sen h2u = 1.

du
—— = — d cot hu.

sen h2u

Ie quali relazioni sono anaioghe a quelle che valgono per Ie fun-
zioni circolari.


