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Sopra alcune notevoli equazioni differenziali.

Nota di FErNaANDO LAURENTI (a Vercelli} (*)

Sunto. - Si dimostra che una notevole equazione differenziale risolia dal
Tisserand pud risolversi in modo puit semplice e meno artificioso con
un procedimento che viene poi applicato ad alire equaziont piv generali.

1. Un’equazione ditfferenziale interessante & la seguente ;
{1) et +- yide + xfxdy — ydx) = 0,

che & integrata nel noto volume di F. TiSSERAND: Recueil comple-
mentaire d’ Bxercices sur le calcul infinitésimal, deuxieéme édit.
page 167 (GauthierVillars; Paris, A. 1896), mediante la preventiva
determinazione di un fattore integrante.

Ora mostreremo che tale equazione si pud integrare in modo
diretto, pilt semplicemente. con un procedimento che permette di
integrare equazioni piii complicate della (1), per le quali la deter-
minazione di un fattore integrante sembra tutt’altro che agevole.

A questo scopo, osserviamo che la (1} pud scriversi:

Yyl + a’)dx + x®d g =0,
cioé:

1
gdw+-f’——2dﬂ=0;

1+ (y) v
x
questa forma suggerisce di porre:
(2) tgo = ylx,

e allora si ha semplicemente:

tgpde + do = 0,

{*) Pervenuta alla segreteria dell’ U. M. 1. il 15 gennaio 1962.
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da cui:
cOo8 (P
sen ¢

x—f—c:-—[ do = — log sen o,

ove ¢ ¢ una costante arbitraria; ne viene:
sen o — C’e—“’z
ove C & un’altra costante positiva, arbitraria; si deduce poi tosto:
yem/ \/52 + ?42 — Ca

come ha pure trovato il Tisserand.

2, Si possono in modo simile integrare equazioni pitt generali
della (1), che sarebbe assai malagevole integrare col metodo del
fattore integrante.

Cosl se si ha 1’equazione:

ay” (x® + y°) dae + x" (xdy — ydax) = 0,

essa pud scriversi:

3) all) desr ———a¥=o,
x AN
1+<)

x
e colla posizione (2) diventa:

atg™ ¢ dic -+ dp =0,

da cui:
de
tg" e’

a(x+c)=—]

od anche:

alx +¢) = —-]cot" ody,

con ¢ costante arbitraria; l’integrale che qui figura si pud calco-
lare con metodi noti.
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La (3) pud anche integrarsi in quest’altro modo: posto

z =y,
essa diventa :
az” dx + 7 sdz =0,
da cui:
0 e+ 0+ [ s 48 =03

supponiamo in primo luogo % intero e positivo, e poniamo

g=1/u,
e cosl avremo :

(5) a(:x:-q—c)—/uzL_’_ldu:O;

effettuando la divisione si ha, se » & pari:

u" . | 1
—_— B2 ) n/2
e T 4+ e+ (—1) e
e quindi:
S TA un—1 un—s
— 1)/ :
]u2+1 U=_—1— 3+ + (— 1z arctg u ;

gse # € dispari si ha:

un
AT e e — (— 1)n=0i2 g4 4 (— 1)n—1)2 P
e allora:
u” ur—1 yn—3 u? 1
f@ﬂ +—1 du :’i’l;——i —_ m + e —(— 1)("“1)/2 5 +(— 1)(m—1)/2 ‘E log u.
Se poi n & intero e negativo, posto n =—m, la (4) ei da:

.’x;+c)—+—f ;de =0,

e Vintegrale che qui figura non differisce da quello che compare
nella (B).



32 FERNANDO LAURENZ1

Infine, se # & un razionale qualsiasi, che, per fissare le idee,
supponiamo sia positivo, posto w=r/s, con r, s interi, si ha dalla (5):

uris
alx + ¢) —/u2+1du_0

e colla nuova posizione:
w =1,

sl otfiene:

tr4s—1
alx + ¢) — s.) s 71 dt.

il quale integrale si sa calcolare con metodi noti.

3. Come altro esempio, consideriamo 1’ equazione :

6) ay*Va® — yidx + 2* (xdy — ydx)=10;

essa pud scrivarsi:

a (Z)” dx + 1—“dg20,

A

e ponendo:

{7) sen ¢ = /%
si oftiene:
a sen”® gdx + dy = 0,
da cui:
8) x+c——jsen"m

Il calcolo dell’integrale che qui figura, se n e intero, positivo
« pari, si pud fare osservando che

. de _ (cos? ¢ + sen?¢)r—1 d oot 0 —
sené" o/ sen?—Zg sen’®o senzn—?2 T

= ‘-—/(cot2 ¢ + 1)r—1d cot o = —J "05; ('n ; 1) cot?* od cot ¢ =

_ "51 (n — l) cotzk+1 ¢

Y E ) 2k+1 "
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Se n & dispari, il calcolo & un pd meno semplice: applicando
Pidentita

d cosg 2n — 1 2n
do sen™g  sen—1g  sen:ilg’
si deduce:
de €O8 © 2n —1 do
9) / sentio 2nsen®g | I féenz"—l 9’

relazione che si ricava pure coll’integrazione per parti; con appli-
cazioni ripetute di questa eguaglianza si perviene al calcolo del-
Pintegrale voluto.

Cosi, per es.; se w =5 la (6) diventa:

ay® Vat — yrde + x*(xdy — ydx) = 0,

e si ha per il suo integrale generale:

de
a(w_'-c)_-fsenﬁep’
poi dalla (9) si trae:
de cos ¢ 3 do
sen’¢ ~  4dsenio ' 4 ) sen’q’
dp €08 0 1 [ de cos 0 1l 1
Jsen®o = T 2semzs T 2 Jseno .  Zsenfo T 2 053
percid :

cosg  3cosg 3 ¢
~4sen‘o " 8sento glogisy,

e infine, ricordando la (7):

xs\/zz ¥ N x\/wz —*?42__ §]ogx _ V‘;:‘?}j

a(x + ¢)= " 8y g ”

Se n & intero, negativo e dispari, posto n = — (2m + 1), la (8)
diventa:

afx + c) :/senzm od cos ¢,
e ponendo # = cos ¢, risulta:

afx + ¢) = [ (1 — u?)y»du,

il quale integrale si calcola immediatamente.
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Se poi » & un razionale e si pone n —=1rfs, con r, s interi, si
ha dalla (8):

ax + ¢) = — j (sen o)—/3dg,
e ponendo
sen ¢ = u? ,
si ottiene:
afx+c)=s j ws—r—11 — uzs)—1/2qu ;

qui abbiamo un integrale di differenziale binomio, che si tratta
con metodi noti.

4. Per ultimo, si abbia l’equazione:
ayVax? + yrdx + an—xdy — ydx) = 0,

che puod scriversi:

1
a(g—’)"dx b ————aJ =y,
X

e ponendo:

sen hu = y/z,

risulta:
a sen h*udx + du = 0,
da cui:
du
afx + ¢) =— — son

e questo integrale si calcola con trasformazioni analoghe a quelle
applicate per calcolare l'integrale che figura nella (8), tenendo
conto che, per note proprieta delle funzioni iperboliche, si ha:

cos h?u — sen h2u — 1.

du

m:-— dOOth’M,

le quali relazioni sono analoghe a quelle che valgono per le fun-
zioni circolari.



