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Una nuova dimostrazione della convergenza di un noto metodo
iterativo per la risoluzione numerica delle equazioni
differenziali alle derivate parziali di tipo ellittico.

Nota di MARIAGRAZIA IANNTTZZI (a Genova) (*)

Sunto* - Vedasi il n. 1.

1. Sia F una curva semplice, chiusa, regolare del piano (x, y)
e siano a, c, d, e. g ed r funzioni assegnate di x e y definite e
continue nella regione B del piano (ac, y) delimitata dalla curva F
e inoltre a e c siano positive e g non negativa in JB.

Consideriamo il problema ai limiti relativo alVequazione dif-
f erenziale :

(1) m = a
d2u tfu du du
— +cïp + d-£ + e-

e alla condizione al contorno :

(2) u — u su F.

Applicando il noto metodo delle differenze finite, il problema
dato si traduce in un sistema di equazioni lineari, la cui soluzione,
unica, fornisce, per punti, una soluzione approssimata del proble-
ma, con una precisione tanto fine quanto si vuole (*).

In questo lavoro do una nuova dimostrazione della convergenza
del metodo di iterazione per la risoluzione del sistema di equa-
zioni alle differenze, basate sulla teoria delle "contrazioni,, .

2. Descrimoni del metodo. - Introduciamo nel piano (x, y) i punti
di coordinate

0 — x0 -+~ i • h
t, fc = 0 , ± l , ± 2 , . . .

k = y o •+• fc • h

che possono considerarsi come i nodi di un reticolato a maglie

(*) Pervenuta alla Segreteria dell' U, M. I. il 13 novembre 1961.
(l) L. COLLATZ : ^umerisehe Behandlung von Differentialgleichungen-

cap. v. pag. 320-330.
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quadrate di lato h, ottenuto mediante rette parallèle agli assi coor-
dinati. Indicheremo brevemente il valore di una f unzione nei nodi
del reticolo con degli indici in basso : ad es. con flh indicheremo
il valore f{x^ yk); inoltre con u{x, y) indicheremo la soluzione
del problema (1), (2), con U(x, y) una sua qualunque approssi-
mante.

Due nodi del reticolato si diranno "vicini,, , se sono due nodi
consecutivi del reticolato appartenenti ad una stessa retta del re-
ticolato stesso* I nodi del reticolato interni alla curva F li consi-
dereremo appartenenti a diyersi "livelli,, lx, l%,. . . ln a seconda
che siano più o mono vicini ai punti di F e più precisamente
diremo che un nodo interno appartiene ad Z, se uno almeno dei
suoi quattro "vicini,, appartiene a F o è esterno a F, diremo che
appartiene ad l%, se non appartiene ad lx ed uno almeno dei suoi
quattro "vicini,, appartiene al livello lx e cosï via; i punti di
intersezione di F con il reticolo li penseremo appartenenti al li-
vello lü. In ogni nodo del reticolo di coordinate {xl9 yk) apparte-
nente ai livelli lt, lz,... ln scriviamo 1' equazione alle differenze
corrispondente all' equazione differenziale (1) :

Ui+lfjc—2Ui, k-h Di_i, k üi, fe+i—2 TJi% fc-h Uit fc-i
^5 hcik —

i h — TJi—i, k Uù Jfc+i — Di, k—i
2h "*• eL<k 2h

Ad ogni nodo A appartenente al livello Z2 associamo invece
un punto B di F situato su una délie due rette del reticolato pas-
santi per A, e avente distanza 8 da i minore di h (ovviamente
non é detto che un taie punto sia unico; se r e ne è più di uno
scegliamo il piu vicino ad A o uno dei più vicini) e supponiamo
h abbastanza piccolo in modo che il punto C, che è il "vicino,,
di A più lontano da B, sia interno a F. Per il punto A scriviamo
P equazione :

La risoluzione del sistema formato dalle equazioni (3), (4) è in
generale molto laboriosa, non appena si richieda una buona pre-
cisione e quindi un h piccolo ; si ricorre perciö a un metodo ite-
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rativo. Partendo dai yalori arbitrari uCk si determinano le suc-

cessive iterate ZJi./t, ü*,2*... mediante Ie formule ricorrertti :

7a» , & -4- 9 öti, ft
rr[v + l] * TT [v]

ft , h
<H fc — 2 dl*k

 [v] c«, fc + g 6 i) fc2 dl

fj x 2 i, fc +• 2c», k ^h2

hu{B)

3. Oonvergenza del metodo di iterazione. Per dimostrare la con-
vergenza del metodo di iterazione, faremo vedere che la trasfor-
mazione U^+1l = TU M definita dalle (5) è, in un opportuno spazio
metrico, una ucontrazkme„ .

Possiamo sempre pensare che h sia preso abbastanza piccolo in
h h

modo che a»,fc =t ^ d f̂c, Ci,jc àz -= e^it siano sempre positive per tutfci
i punti (JC,, yk) infcerni a F e ad esempio possiamo prendere h in
modo che sia addirittura :

Ci>k — 2

Si ha allora che i coefficient délie quantità ZĴ fc che compaiono
a eecondo membro nelle (5) sono tutti positivi ed inoltre :

h , fc _ h h

* = 1S -+- fc
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Detto a il piu piccolo dei tre numeri positivi l, m, n cosï defi-
niti :

h,k Cj,fc

2 . 2
— —- -— — ; Wt = m m — -—————

n = mm,
B S -h h

potremo allora concludere che nelle (5) Ie U «!jt sono ottenute
come somma di almeno a volte DM calcolata in un nodo appar-
tenente ad un (tlive]lo,? di indice più piccolo di quello a cui
appartiene il punto (xt< yk), di non pin di (1-a) volte la UW calco-
lata in un nodo appartenente ad un ulivello„ superiore e di un
termine indipendente da Z7M, (con O<oc< l ) .

Sia n il numero dei t flivelli„ ottenuti in corrispondenza al
reticolato di ampiezza h. Consideriamo allora un insieme I di punti
del piano (u, v) costruito nel modo seguente : associamo ai "livel-
li , , ?«_! , . . . ï0, i punti dell'asse u di ascissa rispettivamente 1,
2 . . . n.

Imponiamo per Ie ordinate dei punti di I Ie condizioni seguenti :

v (n) = 0,

v(i)>Q, (t = 05 1,. . . , n - 1 ) .

atïi+i-+- (t— a) Vi-i<lvl} {i—l, 2, . . , W—1), 0 < X < 1.

Per ottenere Ie vt in modo semplice consideriamo nel piano
(z9 w) la retta di equazione :

w = (5r-l)0 -Hl 0 < ^ <= 1

e Ie ascisse :
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1 !-«[ 1

e prendiamo * in modo che :

Si Tede facilmente che Ie ordinate :

soddisfano Ie condizioni richieste per Ie v(i) con X^=^.
L'insieme I si puö allora definire mediante Ie relazioni :

w% i = 0, 1,...

v(n) = 0

Se prendiamo allora come distanza tra due funzioni u^ e
la quantità :

max

si vede facilmente che :

che è quanto volevamo dimostrare.


