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Salle sezioni spizitli délie varietà arittnetieamente normal!
ed aritmeticamente regolari. NOTA II.

Nota di IlitBEaTO QA.SA.PI^A. (a Milano) (*)

Santo. - A complemento dé tin ïavoro dallo stesso titolo apparso in un
précédente fascicolo di qu&sto Bollettino, si espongono alcune propriété*
délie su ar iet à algebriche a curva sezione aritmeticamente normale, con
particolare rignardo aile varieià sottocanoniche totalmente regolari.
Si estende tra V altro un teoremi di G-. G-HBRARDELLI relatioo aile
curve intersezioni complete di due superficie délia spazio ordinario.

§ 9. Soppa una rarietà algebrica Va non singolare, appartenente
ad uno spazio proiefctivo complesso S r , consideriamo una generica
sezione iperpiana E ed il sistema canonico impuro | K \ .

Indichiamo inoltre con \ IE \ il siste ma coznpleto individuato
dall1 ipersnperficie E contata l volte, con Ei una generica ipersu-
perficie di detto sistema e con vn(Ei) l'w-esinio indice d'irregola-
rità del divisore Ex (n<d).

Per gli sviluppi successivi è essenziale il fatto che si abbia

(
(ciö segue dal teorema di dualità di SEBRE-HOD&E (l)); sarà inoltre
molto utile la segaente proprietà (M^RCHIOÎTNA, [10], pag, 191):

TE0REM4, 11. Corvdlzione necessaria e sufficiente affinchè la se-
zione Yd—H di una Yd aritmeticamsnte normale non singolare (di
dimensione d ;> 2) con un generico spazio Sr—h (h<Ld — l) risulti
ancWessa aritmeticamente normale è c&e, per qualunque l i > 0 (e di
conseguenza per ogni infcero relatiyo l\ si ahbia

= 0.

(*) Perveauta alla Segreteria d e i m . M. L il 15 dicembre 196L.
Questo Ïavoro - corne le precèdenti note [2], [3], [4], [5] - è stato ese-

guito nelFambito di uno dei Gruppi di Bicerca del Consiglio Nazionale
délie Ricerche.

(«) Cfr. HODGE, [7], pag. 296.
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In particolare, la condlzione caratteristica afflnchè la curna V*,
sezione dl Vd con uw qmvrico Sr-— *+ , risiMi arüwiüicamente
norwüe è che - psr ogni l > 0 - slano nulli tutti gliindici (Virre-
golarità ^(Ei), <j*(Ei),..., vd~l(Ei) del diolsore Ei.

Ciö postto, eonsideriancn due variefcà non singolari Vd e V'a Ie
quali abbiano dirennsione d > 2 e siano complementari l una
deWaltra; supponiamo inoltre che Vd e V'd si intersechino lungo
una sottovarietà non singolare D avante dimensione à — 1.
Sussiste il

TEOREMA. 12. - SB h è il misslmo intero contenuio in o

e se le sottovarietà V<j—\ e V'd—\ - sezioni rispettive délie A-ariotîi
cotnpiemetttari Vd e V'd con uu determinato Sr—h - sono arHmrft-
camente norm%li, allora anche Ie curve Y{ e Y\ - sezioni rispettivo
di Vd e V'd con un generico -Sr— i+i - sono aritmeticamente
normali*

Infatti, poichè la sezioni di Vd con Sr—h è aritmeticarnente
normale, la Vd stessa e le sue sezioni con generici Sr—i (i <I h)
risultano aritmeticamente normali (*); sicchè per il teorema 11,
sussistono Ie (19) per qualunque 1^.0. Inoltre, essendo anche
V'd—h aritmeticamente normale, sulla varietà Vd si ha, per ogni

Pertanto se h = —^— , sulla varietà aritmeticamente normale

Vd sono nulli (per ogni l^tO) tutti gli indici di irregolarità del
divisore Ei e di conseguenza la curva V^ s^zione di Vd con un
generico Sr— i-fL, è aritmeticanieate normale (teorema 11). Ciö im-
plica, per un noto teorema di 0-A.ETA ([t], p^g. 195) che anche la
carva V\ (complementare di Vt) risulta aritmeticamente normale.

§ 10. Il teorema 12 pab essere dimostrafeo in modo diverso.
A taie scopo premâttiamo la seguente proposizione che présenta
qualche interesse di per se stessa.

13. - Sla Vd una varietà non slngolare sottocanonica
a vente dimensione d > 2 e si indichi con h il m%s$imo intero con-

(2) Cfr. ad es. [10], pag. 185.
P) Si ved* il teorema 7 coïitenuto ia [5],
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tenuto in Q.K Se la sezione di Yd con un determinato Sr_h è

aritmeticamente normale, allora anche la curva V, sezione di Ya
con un generico Sr—d+i risulta aritmeticamente normale.

Come abbiamo verificato nella dimostrazione del teorema 12
possiamo subito affermare che Yd risulta aritmeticamente normale
« che su di essa sussistono Ie (19) per ogni intero relativo L

Inoltre, poichè Yd © una v arietà sottocanoni ca, si ha per
definizione K = vE (v intero positivo, negativo o nullo); il teorema
di dualità porge allora la relazione

<1JO) er* (Ei) = v^KEv-i) (i = 1, % »., d - 1).

Dalla (l10), tenendo conto delle (19), si ottiene (qualunque sia
1'intero relativo l):

— o^-h+i (Ei) = . . . = <7<*-i(#j) = 0.

Pertanto, se h — 5 , sulla varietà aritmeticamente normale

Yd sono nulli, per ogni l ̂  0, tutti gli indici d1 irregolarità del
divisore Ei, sicchè la curva Yx dell' enunciato risulta aritmetica-
mente normale (teorema 11).

Yeniamo ora alla nuova dimostrazione del teorema 12 ed a taie
scopo fissiamo V attenzione sulla varietà non singolare (d — ̂ -di-
mensionale D — Yd 0 V'd, notoriamente sottocanonica (4). Poichè
entrambe Ie sotto varietà Yd—h e Y'a—n sono aritmeticamente nor-
mali risulta aritmeticamente normale anche la söttovarieta
D H Sr-h— Yd~h H V'd—h (5). Allora per il lemma 13 è aritmetica-
mente normale la curva sezione della B con un generico Sr—d+2*,
risultano perciö aritmeticanTente normali le due superficie comple-
men tari Y% e Y\ sezioni rispettive di Ya e Y'd con un generico
Sr—<*+2 C). Da questo ultimo fatto segue che Ie curve V, e V\
«ezioni di Vj e Y'% con un generico iperpiano, sono entrambe
aritmeticamente normali (7).

(*) Cfr. ad es. [10J, pag. 173.
(5) GAETA, [i], pag. 191, n. 7.

(«) Si veda loc. cit. in nota (*)
(7) MARCHIONNA, [8], teorema 2.
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§ il . TEOREMA 14. - Sia Vd una varietà non singolare di

-dimensione dl>2 la quale appartenga ad uno spazio Sr (e non ad
nno spazio di dimensione inferiore). Si supponga che Y a sia sotto-
canonlca, aritmeticamente normale, totalmente regolare ed abbia
genere geometrico Pg < r -»- 1. Allora la cttrva V, sezione di Vd con
un generico Sr—*+i rrsulta aritmeticamente normale.

Cominciamo col supporre che il genere geometrico di Vd sia
superiore ad 1 e quiiidi che il ststema canonico di Vd sia effettivo
e diverso dallo zero Z deirequiv^alenza ipersuperficiale. Per d?fi-
nizione di varietà sottocanonica si ha K^vE, es^endo nel caso in
esame v > 0. Verifichiamo che in queste ipotesi Vd & una varietà
canonica, cioè che v = 1.

Infritti, essendo Vd aritmeticamente normale, se fosse v > 1 si
avrebbe

P<j = dim | K | •+-1 ^ dim | E | + 1 ;

cioè

Pg > r -+- 1

contro T ipotesi che sia Pg ̂  r + 1.
Si ha dauque K =s E, ed il teorema di dualità porge la relazione

Ma è noto che l'indice d'irregolarità <sd~l(Elr^\) è nullo quando
1 — Z<0 is); quindi per l> 1 si ha

Se ï = 0 la ipersuperficie Ei si riduce allo zero Z dell'equiva-
lenza ipersuperficiale; in tal caso. detta qi(Vd) d'irregolarità
i-dimensionale di Vd, si ha

(2n) ** (Z) = q> (Vd) -h q*+i(Vd) (i = U 2 , . . , d - 1) (*)

D'altra parte poichè Vd è totalmente regolare per ipotesi. Ie
(2,,) porgono <y«(Z)=:O per ogni i < d ; sicchè, ponendo l == 1 nelle
(Ij,) si deduce:

per ogni * ̂  d — 1.

(8) Ofr. ad es. [10], pag. 164, osservazione I I I .
(9) Cfr. [7], ed anche [9J, pag. 433.

3*
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Concludendo, poichè per ogni Z^.0 sulla varietà aritmetica-
mente normale Vd sou o nulli tutti gli indici di irregolarità del
divisore Ei, la curva Yt delF enunciato risulta aritmeticamente
normale (teorema 11).

Supponiamo ora;P9=rl. In questo caso il sistema canonica
| K | della nostra Vd sottocanoniea Bi riduce allo zero Z delFe-

quivalenza; il teorema. ui dualità porge allora la relazione

ai(Ei)z=z a*~i(E-i) (i = 1, 2,.... d - - «

da rCni si ricava (^(E^z^O per J>0 , poichè - come abbiamo
ricordato dianzi - cd^l(E^i) = 0.

Inoltre, essendo Vd totalmente regolare, si ha ancora T1 (Z) = 0
per ogni i^ d — 1.

Pertanto, come nel caso précédente, possiamo concludere che
Tj è aritmeticamente normale.

Infine se Pg =. 0 il sistema canonico della nostra A'arietà sotto-
canoniea Vd è un multiplo negativo del sistema deJle sezioni iper-
piane, e quindi Vd è una varietà dotata di sistema anticanonico
ampio ; applicando il teorema 5 contenuto in [4] deduciamo ancora
che la curva V, è aritmeticamente normale (ï0).

§ 12. Si consideri in Sr una varietà Vd, non singolare, Ia qaale
sia 1' intersezione compléta di r — d forme del suo spazio ambiente»
Come è noto, la Vd è aritmeticamente normale ed è sottocano-
nica (u)< Q- GHERARDELLI ha dimostrato in [6] che, quand o V è
una curva gobba non singolare dello spazio ordinario, queste due
propriété sono caratteristiche affinchè essa sia F intersezione
compléta di due superficie.

Il teorema di GHERABDEL-LI è esteeo alle Vd non singolari
appartenenti ad un Sd+2 dalla seguente proposizione:

TEOREMA 15. - Sta Vd una varietà non singolare di Sd+a avente
dimensione d ^ 2 ; si indichino, come al solito, con E e con K una
generica sezione iperpiana ed una generica ipersuperficie canonica
(effettiva o virtuale) della varietà V<*.

(10) In quest' ultimo caso l'ipotesi che Vd sia totalmente regolare è
sovrabbondante perché - come si è mostrato in [4] - (lemma 4) - una Vd
non Bingolare dotata di sistema anticanonico ampio è necessariamente
totalmente regolare.

(") Cfr. ad es. SEVERI, fll], pag. 405.
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Condizione necessaria e sufficUnte affinchè Vd sia l'intersezione
compléta di due forme di Sd+2 è che:

a) V<j sia aritmeticamente normale,

b) esista un intero relativo v taie che sia K s= v E(cioè Vd sia
sottocanonica)

c) se Vintero v è non negativo, siano nulli tutti gli indicé
d'irregolarità del divisore T&iper 0 < Z < v (").

Sappiamo già che le condizioni a) e b) sono necessarie; la
nécessita délia c) segue dal teorema 11 in quanto la curva Vx

sezione di Va con un generico St - êssendo intersezione compléta
di due superficie di S2 (perché Vd è supposta intersezione compléta
di due forme di Sd+2) - risulta aritmeticamente normale.

Dimostriamo ora che le condizioni a), b) e c) sono suffi ienti.
Se l'intero v che compare nelle ipotesi è negativo la Vd è dotata
di sistema anticanonico ampio e per ci ö risultano nulli tutti gli
indici d'irregolarità del divisore E\ per qualunque l (u).

Nel caso v ̂ > 0 l'ipotesi che sia cr* (Ei) = 0 per 0 £l l <C v - unita
al fatto che per l < 0 si ha <?*(i£0=0 indipendentemente dalle
ipotesi - implica (per il teorema di dualità) che sono ancora nulli
tutti gli indici di irregoJarità del divisore Ei per qualunque î.
Pertanto la sezione Vl di Vd con» un generico JS8 è una curva
aritmeticamente normale (teorema 11). D'altra parte Vx è sottoca-
nonica (perche abbiamo supposto che sia taie Vd); ne segue che
V, è intersezione compléta di due forme del suo St (teorema di
GHERARDELLJ).

Di qui si deduce, con una tecnica ormai nota, che Vd è la
intersezione compléta di due forme di Sd+2 (H)-

OSSERVAZIONE I. - II teoreina 15 è già stato enunciato
da G-AETA. in [1] (pag. 212) sotto una forma lievemente di versa ma
equivalente alla nostra. Infatti GAETÀ sostituisce la condizione c)
con la condizione che la curva sezione di Vd con un generico St

sia aritmeticamente normale.

('*) Facendo perno sul teoreina di dualità e sul fatto che Vd è sottoca-
nonica si potrebbero sostituire le condizioni eapresBe dalla proprîetà c) con
altre più deboliy usando una tecnica analoga a quella adoperata nella
dimostrazione del lemma 13.

(") Cfr. [4], lemma 4.
(") Cfr. ad es. [1% pag. 212.
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OSSEBVAZIONE H* - Nel caso délie superficie il teorema 15 si
pu6 enunciare nella seguente forma

Condizione necessaria e sufficiente affinchè una superficie non
singolare Y t di S4 sia la intersesione compléta di due forme di S4

è che Y2 sia:

I) aritrneticamente normale,

II) sottocanonica,

III) regolare,

IY) aritmeticamente regolare.

Infatti salle superficie il sisfrema | IE \ - come ogni sistema
lineare - possiede un solo indice di irregolarità, e la sua sovrab-
bondanza s \ IE | è data dalla relazione

ïnoltre dalla (2U) si ricava

La condizione III) (g2(V2) = 0) e la condizione IY) (s | IE \ ~ 0
per l > 0) sono perfcanto equivalenti alla c) det teorema 11.

Anche questo teorema è stato enunci.tto da GAETA nelP interes-
sante memoria [t] (pag. 212), ma ivi è sottaciuta la condizione IY)
la quale è invece indispensabile, assieme alla III), per garantire
la normalité aritmetica délia generica curva sezione di una Vt

non singolare aritmeticamente normale (17).

(i5) HODGE [7], oppure MARCHIONNA [9], pag.4l8.
(1$) Si ricordi che la irregolarità uaidimensionale di una varietà non

singolare è se m pre uguale a zero.
(17| A base délia trattazione di G-AETA stanno i teoremi di pag. 196 e pag.

198 (an. 9, 10) délia memoria [1] dello stesso Autore ; nelle relative dimo-
strazioni si suppone ancora tacltamente che le superficie regclari in
questione siano pure aritmeticamente regolari, ma questo ipotesi, purtroppo,
non figurano esplicitamente negli enunciati corne sarebbe stato invece
necessario. I teoremi di G-AETA sono stati successîvamente precisati (e gé-
néral izzaii a varietà di dimensione superiore7 anche irregolari) nei lavori
[8] e [10] di E. MARCHIONNA.
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§ 18. Coneludiamo con una condizione sufficiente affinchè una
Vd di Sd\-2 sia la compléta intersezione di due forme del suo
tspazio ambiente.

TEOREMA 10. - Sia Vci una varietà non singolare di &d+2 avente
dimensiofte d^>2 Za quale ahbia genere geomeirico Fg <L d -+- 3.

Se Yd è sottocanonica, aritmeticamente normale e totalmente
regolare, essa risulta la intersezione'compléta di due forme diSd+2-

Tnfatti, per il teorema 14, la curva sezione di Vd con un gene-
rico S3 risulta aritmeticamente normale e ciö prova Passerto per
quanto abbiamo ricordato nel § précédente (x8).
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ERRATA CORRIGE

Kella nota [5] citata nella bibliografia si correggano i seguenti errori
di stampa.

'Selle formule in fondo alla pag. 3LI catnbiare gli eeponenti d— L con
gli esponenti d — i.

A pag. 314, formula (26), in luogo di:

s | b | = 2 (— l)AH-ioA(D)

leggere :

s\D\= S (— l)*+*o*(D).
h

A pag. 316, righe 7 e 8, in luogo di:

Vd risuïta aritmsticamente regolare nel relativo spazioambiente SR.

leggere :

Vd risuïta aritmeticamente normale ed aritmeticamente regolare nel
relattvo spazioambiente SB*


