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Sulle sozioni spiziali delle varieth aritmeticamente normali
ed aritmeticamente regolari. Nora I1.

Nota di Uuserto GasaPiNa (a Milano) (*)

Santo. - 4 complemento di wn lavoro dallo stesso titolo apparso in un
precedente fascicolo di questo Bollettino, si espongono alcune proprieta
delle varield algebriche a curva sezione aritmeticamente mormale, con
particolare riguardo alle varield sottocanoniche totalmente regolari.
Si estende tra Ualtro un teorems di G. GHBRARDELLI relativo alle
curve intersezioni complete di due superficie dello spazio ordinario.

§ 9. Sopra una varietd algebrica V4 non singolare, appartenente
ad uno spazio proiettivo complesso S,, consideriamo una generica
sezione iperpiana E ed il sistema canonico impuro | K| .

Tndichiamo inoltre con | lE | il sistema complefo individuato
dall’ipersuperficie E contata I volte, con E; una generica ipersu-
perficie di detto sistema e con o*(E;) I’n-esimo indice d’irregola-
rith del divisore E; (n <<d).

Per gli sviluppi successivi & essenziale il fatto che si abbia

oi(Bi) = od—HK — E1)

{
(cid segue dal teorema di dualita di Serre-HoDGE ("); sard inoltre
molto utile la seguente proprietdh (MaRcHIONNA, [10], pag. 191):

TeoreEMA 11. Condizione necessaria e sufficiente affinché la se-
zione Va_p di una Vg aritmeticamsnie normale non singolare (di
dimensione d>=>2) con un generico spazio Sy—n (h < d — 1) risulti
anch’essa aritmeticamente normale &.che, per qualunque 1 =0 (e di
conseguenza per ogni intero relativo 1), si abbia

(19 W E1) =¥ E) =... = ME1)=0.

(*) Pervenata alla Segreteria dell’ U. M. I. il 16 dicembre 1961.

Questo lavoro - come le precedenti note (2], (3], [4], {5] - & stato ese-
guito nell’ambito di uno dei Gruppi di Ricerca del Consiglio Nazionale
delle Ricerche.

({) Cfr. HopoGe, [7]. pag. 296.
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In particolare, la condizione caratteristica affinché la curre Vi,
sezione di Vg con un qz2nerico S._ip . risulti aritmzticaniente
normale & che — p2r ogni 1 >0 ~ siano nulli tutti gli indici d’irre-
golarita s'(Ey). «’(B)), ..., c3—(E}1) del divisore E;.

Cid posto, consideriam» due varietd non singolari Vi e V'y le
quali abbiano dimonsione d >2 e siano complementar:i [ una
dell’ altra; supponiamo inoltre che Vi e V' si intersechino lungo
una sottovarieth mon singolare D avente dimensione d — 1.
Sassiste il
d—1

24

TeoreMa 12. -~ Se h & 4 massim> intero contenuto in

e se le sottovariela Vg, e V'g_, — sezioni rispettive delle varieta
complemantari Vg e V'g con un determinato S,_p - sono aritmet:-
camente normli, allora anche le curve V e V', - sezioni rispettive
di Va e Vg con un generico S,—ip. — Sono aritmeticamonte
normali.

Infatti, poich® la sezions di Vy con S,y & aritmeticamente
normale, la Vy stessa e le sue sezioni con generici S,—, (< h)
risultano aritmeticamente normali (*); sicché per il teorema 11.
sussistono le (1,) per qualungque I =>0. Inoltre, essendo anche
V'4—n avitmeticamente normale, sulla varieth Vg si ha, per ogni
1>0,

cd"l(E'z) =o¢i2E)=.. = —(E))>=0 ()

2
Va sono nulli (per ogni I =0y tutti gli indici di irregolarita del
divisore E; e di comnseguenza la cucrva V,, sezione di Va4 con un
generico S,—iy., & aritmeticamonte normale (teorema 11). Cid im-
plica, per un noto teorema di Garra ([t], pag. 195) che anche la
curva V', (complemsatare di V)) risulta aritmeticamente normale.

Pertanto se b —= [q-__—l}, sulla varietd aritmeticamente normale

§ 10. Il teorema 12 pud essere dimodstrato in modo diverso.
A tale scopu premettiamo la seguente proposizione che presenta
qualche interesse di per se stessa.

Lzuya 13. - Sia Vg una varietd mon singolare sotiocanonica
avente dimensione d > 2 e 8i indichi con h il massimo intero con-

(?) Cfr. ad es. [10], pag. 185.
(*) Si veda il teorerma 7 contenuto in [5].



478 UMBERTO GASAPINA

d
tenuto in 5 .' Se la sezione di V4 com un delerminato S,_p &

aritmeticamente normale, allora anche la curva V, sezione di V4
con un generico S,_qi, risulta aritmeticamente normale.

Come abbjamo verificato nella dimostrazione del teorema 12
possiamo subito affermare che Vg risulta aritmeticamente normale
© che su di essa sussistono le (1,) per ogni intero relativo 1.

Inoltre, poiché V4 & una varieth sottocanonica, si ha per
definizione K = vE (v intero positivo, negativo o nullo); il teorema
di dualita porge allora la relazione

1,0 i (B1) = o%—H(E\—1) G=1,2,..,d—1).

Dalla (1,,), tenendo conto delle (1)), si ottiene (qualunque sia
1’intero relativo 1):

0= E}) = od—bH1(E)) = ... = cd—1(E;)=0.

d .
Pertanto, se h — [5], sulla varietd aritmeticamente normale

Va somo nulli, per ogni [ >0, tutti gli indici d’irregolarita del
divisore Ej, sicch® la curva V, dell’enunciato risulta aritmetica-
mente normale (teorema 11). .

Veniamo ora alla nuova dimostrazione del teorema 12 ed a tale
scopo fissiamo 1’ attenzione sulla varietd non singolare (d — 1)-di-
mensionale D= V3 N V4, notoriamente sottocanonica (4). Poichd
entrambe le sottovarieta Vg e V'g_ sono aritmeticamente nor-
mali risulta aritmeticamente normale anche la sottovarieta
DNSr—n="Vi-r Va_n (°). Allora per il lemma 13 & aritmetica-
mente normale la curva sezione della D con un generico Sy—d4z;
risultano percid aritmeticaniente normali le due superficie comple-
mentari V, e V', sezioni rispettive di Vg e V’gy con un generico
Sp—az (*). Da questo ultimo fatto segue che le curve V, e V',
sezioni di V, e V', con un 3generico iperpiano, sono entrambe
aritmeticamente normali (7).

(4) Cfr. ad es. [10), pag. 173.

(5) GAETA, [1], pag. 191, n. 7.
(®) Si veda loc. cit. in nota (%)
(") MARCHIONNA, [8], teorema 2.
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§ 11. TeorEMA 4. - Sia Vi una varieta mon singolare di
dimensione d =2 la quale appartenga ad uro spazio S, (¢ non ad
unn spazio di dimensione inferiore). Sz supponga che Va sia sollo-
canonica, aritmeticamenie normale, totalmente regolare ed abbia
genere geometrico Py <r + 1. Allora la curva V, sezione di Vg con
un generico S,—iy, risulta aritmeticamente normale.

Cominciamo col supporre che il genere geometrico di Vg sia
superiore ad 1 e quindi che il sistema canonico di Vg sia effettivo
e diverso dallo zero 7 dell’equivalenza ipersuperficiale. Per deofi-
nizione di varieti sottocanonica si ha K = vE, es-endo nel caso in
esame v > 0. Verifichiamo che in queste ipotesi Vi & una varieta
canonica, cioe che v = 1.

Infatti, essendo Vg aritmeticamente normale. se fosse v > 1 si
avrebbe

Py=dim | K|+1_->dim | E}| 4+ 1;
cioé
Py>r+1

contro I’ipotesi che sia Py < r + 1.
Si ha danque K = E, ed il teorema di dualith porge la relazione

1,) o' (E1) = 09— E, ) (t=1,2.,d—1)
Ma & noto che Yindice d’irregolaritd «9—(E,—;) & nullo quando
1 —1<0 ¥; quindi per I>1 si ha
ct(H) = 0.

Se | =0 la ipersuperficie E; si riduce allo zero Z dell’equiva-
lenza ipersuperficiale; in tal caso. detta ¢;(Va) d’irregolarita
t-dimensionale di Vg, si ha

2, FD=q(Va) +q1(Va) (G=1,2,..,d—1)(")

D’altra parte poiche Vz & totalmente regolare per ipotesi. le
(2,) porgono ¢*(Z) =0 per ogni ¢ << d; sicche, ponendo ! =1 nelle
(1,)) si deduce:

¢ (B) = od—(Z) =0
per ogni ¢ < d — 1.

(®) Cfr. ad es. [10], pag. 164, osservazione III.
(") Cfr. [7], ed anche [9], pag. 433.
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Concludendo, poiché per ogni !1>0 sulla varieta aritmetica-
mente normale Vg sono nulli tutti gli indici di irregolaritd del
divisore E;, la curva V, dell’enunciato risulta aritmeticamente
normale (teorema 11).

Supponiamo ora ;Pg=1. In questo caso il sistema canonico
| K| della nostra V4 sottocanonica si riduce allo zero Z dell’e-
quivalenza; il feorema ui dualitd porge allora la relazione

at (E1) = o8—i(E_;) ¢t=1, 2,.... d—1)

da ,cui si ricava o (H;)=0 per !> 0, poiché - come abbiamo
ricordato dianzi - ¢3—(E_;)=0.

Inoltre, essendo Vg totalmente regolare, si ha ancora s'(Z) =10
per ogni ¢ < d —1. .

Pertanto, come nel caso precedente, possiamo concludere che
V, & aritmeticamente normale.

Infine se Py— 0 il sistema canonico della nostra varietd sotto-
canonica Vg & un multiplo negativo del sistema delle sezioni iper-
piane, e quindi Vg & una varietd dotata di sistema anticanonico
ampio; applicando il teorema b contenuto in [4] deduciamo ancora
che la curva V, & aritmeticamente normale ().

bl

§ 12. Si consideri in S, una varietd V4, non singolare, la quale
sia ’intersezione completa di » — d forme del suo spazio ambiente.
Come & poto, la V4 & aritmeticamente normale ed @ sottocano-
nica (). G. GEERARDELLI ha dimostrato in [6] che, quando V &
una curva gobba non singolare dello spazio ordinario, queste due
proprietd sono caratteristiche affinché essa sia 1’intersezione
completa di due superficie.

Il teorema di GHERARDELLI & esteso alle Vj non singolari
appartenenti ad un Sg4. dalla seguente proposizione:

TeEoREMA 16. - Sta Vg una varieta non singolare di S avente
dimensione d = 2; si indichino, come al solito, con E e con K una
generica sezione iperpiana ed una generica ipersuperficie canonica
(effettiva o virtuale) della varielad Vgq.

(**) In quest’ultimo caso P’ipotesi che V, sia totalmente regolare @&
sovrabbondante perch® - come si & mostrato in [4] - (lemma 4) - una V;
non singolare dotata di sistema anticanonico ampio & necessariamente
totalmente regolare.

(#4) Cfr. ad es. SEVERI, [11], pag. 405.
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Condizione necessaria e sufficiente affinché Vg sia Uintersezione
completa di due forme di Say. & che:

a) Vg sia aritmeticamente normale,

b) esista un intero relativo v tale che sia K =v E(cioe Vj sia
sottocanonica)

c) se Vintero v é mon negativo, siano nulli tutti gli indici
d’érregolarita del divisore Ejper 0 <1<<v (*%).

Sappiamo gia che le condizioni a) e b) sono necessarie; la
necessitiv della c) segue dal teorema 11 in quanto la curva V,
sezione di Vg con un generico S; — essendo intersezione completa
di due superficie di S; (perchd Vg & supposta intersezione completa
di due forme di Sg4;) - risulta aritmeticamente normale.

Dimostriamo ora che le condizioni a), b) e c) sono suffi ienti.
Se I’intero v che compare nelle ipotesi & negativo la Vg & dotata
di sistema anticanonico ampio e percid risultano nulli tutti gli
indici d’irregolaritd del divisore Ej per qualunque I (*?),

Nel caso v > 0 Vipotesi che sia ¢¢(E;) =0 per 0 <Z Il <v - unita
al fatto che per ! < 0 si ha ¢ (E;)= 0 indipendentemente dalle
ipotesi ~ implica (per il teorema di dualitd) che sono ancora nulli
tutti gli indici di irregolarita del divisore E; per qualunque 1.
Pertanto la sezione V, di Va con.un generico S, & una curva
aritmeticamente normale (teorema 11). D’altra parte V, & sottoca-
nonica (perché abbiamo supposto che sia tale Vg); ne segue che
V, & intersezione completa di due forme del suo S; (teorema di
GHERARDELLI).

Di qui si deduce, con una tecnica ormai nota, che V3 & la
intersezione completa di due forme di Sa4. (**).

OssErRvAZIONE I. - J1 teorema 15 & gia stato enunciato
da GaEera in [1] (pag. 212) sotto una forma lievemente diversa ma
equivalente alla nostra. Infatti GAETA sostituisce la condizione c)
con la condizione che la curva sezione di Vg con un generico S,
sia aritmeticamente normale.

(#2) Facendo perno sul teorema di dualitd e sul fatto che V; & sottoca-
nonica si potrebbero sostituire le condizioni espresse dalla proprietd c) con
altre pid deboliy usando una tecnica analoga a quella adoperata nella
dimostrazione del lemma 13.

(t3) Cfr. [4], lemma 4.

(14) Cfr. ad es, [1}, pag. 212
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OssERvAZIONE II. - Nel caso delle superficie il teorema 15 si
pud enunciare nella seguente forma

Condizione necessaria e sufficiente affinché una superficie non
singolare V, di S, sia la intersezione completa di due forme di S,
& che V, sia:

I) aritmeticamente normale,
I1) sottocanonica,
IIT) regolare,

"IV) aritmeticamente regolare.

Infatti sulle superficie il sistema |IE |- come ogni sistema
lineare ~ possiede un solo indice di irregolarith, e la sua sovrab-
bondanza s | IE | & data dalla relazione

s|IE | =0¢'(CE1). (*)
Inoltre dalla (2,)) si ricava
MZ)=q,(Vy) ()

La condizione IIT) (g,(V,) =0) e la condizione IV) (s | IE{ =0
per 1> 0) sono pertanto equivalenti alla c¢) del teorema 11.

Anche questo teorema & stato enunciato da GarTa nell’interes-
sante memoria [1] (pag. 212), ma ivi & sottaciuta la condizione IV)
la quale & invece indispensabile, assieme alla III), per garantire
la normalitd aritmetica della generica curva sezione di una V,
non singolare aritmeticamente normale (}7).

(*5) HopGe {7], oppure MarcHIONNA [9], pag.418.

(4%) Si ricordi che la irregolarita unidimensionale di una varietd non
singolare & sempre ugusle a zero.

(17) A base della trattazione di GAETA stanno i teoremi di pag. 196 e pag.
198 (nn. 9, 10) della memoria [1] dello stesso Autore; nelle relative dimo-
strazioni si suppone ancora tacifamente che le superficie regolari in
questione siano pure aritmeticamente regolari, ma queste ipotesi, purtroppo,
non figurano esplicitamente negli enunciati come sarebbe stato invece
necessario. I teoremi di GAETA sono stati successivamente precisati (e ge-
neralizzati a varietd di dimensione superiore, anche irregolari) nei lavori
[8] e [10) &1 E. MARCHIONNA.
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§ 13. Concludiamo con una condizione sufficiente affinché una
Va di Say. sia la completa intersezione di due forme del suo
spazio ambiente.

TroREMA 16. — Sie V4 une varietd non singolare di Sqi.» avente
dimensione A > 2 la quale albia genere geomeirico Py < d + 3.

Se Vg & sottocanonica, aritmelicamente mormale e tolalmente
regolare, essa risulta la intersezione completa di due forme di Sq-.».

Infatti, per il teorema 14, la curva sezione di Vi con un gene-
rico S; risulta aritmeticamente normale e cid prova 1’asserto per
quanto abbiamo ricordato nel § precedente (*%).
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BERRATA CORRIGE

Nella nota [5] citata nella bibliografia si correggano i seguenti errori
di stampa.

Nelle formule in fondo alla pag. 311 cambiare gli esponenti d — L con
gli esponenti d — 4.

A pag. 314, formula (2;), in luogo di:

-1
sibi= 2 (—rtionD)

leggere:
d—1
s|D|= hz (— 1)h+1ch(D).
=1

A pag. 316, righe 7 e 8, in luogo di:

V; risulta aritmsticamente regolare nel relativo spazioambiente SK.

leggere:

V,; risulta aritmeticamenie normale ed aritmeticamente regolare mel
relativo spazicambiente Sg.



