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A proposito delle estremali relative ad imtegrali curvilinei
dello spazio in forma parametrica. (*)

Nota di NararLia BErrUTI ONESTI (a Pavia) (*¥)

Suato. - La presente Nota contiene due risultate che riguardano Uuno le
estremali relative all’ integrale

“’JC:/F(w: Y, 2; «, ¥, 2')ds,
c

Ualtro le estremali relative agli integrali

2)
3% =fF(x, Y 2; &, Y5 25 Uz, Uy, Wy)ds,

0(2)

8) I
3(0(3)=[F(x1 Y. 2, 2,9, zl; Uy s Vyy Wy Uz, Vs, 103)d8,

C(3)

dove tl paramstro s é la lunghezza dell’ ar-o rettificato ed é uy=x'y'’'—
—a"y', vp==y'e =y wy = =2, uy=wy —ax"y, vy=y'e"—
—y"', wy=2z'x'" —2"'x’. Vale a dure, considerate le equazioni delle
estremali relative all’integrale J ;. si ottiene da queste un’unica equa-
zione analoja a quella dv Weierstrass per il caso parametrico piano;
d’altra parte si fanno alcuns consideraziont wn wmerito all esistenza

delle derivate successive per le estremali relative agli integrali 5(0?2) e 3(03()3) .

17

Résnmé. - Des équations des extremales relatives & Uintégrale

30=[F(wr Y, 25 &y y's 2')ds
¢
on déduit un’unique équation analogue  celle de Wererstrass pour le cas
parametrique plan. D’ ailleurs on remarque quelgques considérations par
rapoort aw théoreme d’existence des dérivées successives pour les exire-
maks “relatives aux integrales

) ’
3(02(2)=/F(w7 Y, 25 %, y, 25 uy, vy, wy)ds,
c®
(]
3((3()3):fF(x, Y, 2; @y ¥, &5 uy, vy, We; ug, Vs, ws)ds.
o
(*) Liavoro eseguito nell’ambito dell’ attivith del Gruppo di ricerca n.

19 del Comitato per la Matematica del CNR per 'anno accademico 1961-82.
(**) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. 1. il 13 novembre 1961.
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La presente Nota, che si collega ad una nostra precedente
ricerca (*), contiene due risultati, di natura diversa 'uno dall’altro,
riguardanti I’ uno le estremali relative all’integrale

@ :JC :j Fx, y, 2; =, y, 2)ds,
C

P altro le estremali relative agli integrali

I 3%&’2):[17‘(% Yy 25 &, Y, 25 uy, vy, Wy)ds

C(!)

(8) '
(I1D) Zl‘cmsz(:v, Y, 2; T, Y, 25 Uy, v, Wy; Uy, Vg, WS,
C(J)

dove, essendo s la lunghezza dell’arco rettificato, &

u, =xy’ —a’'y, v,=y2" —y'?, w,=2%" —2'x,

uy=x'y"’ — x"y, v, =y?" —y"d, wy=zx—2"a.

Nel § 1 si rileva, in merito alle equazioni delle estremali rela-
tive alla funzione F(z, y, z; =, ¥, '), come da queste si pud otte-
nere un’unica equazione (che, salvo in un caso particolare (*), non
ci risulta sia stata rilevata) analoga a quella di WEIERSTRASS nota
per il caso parametrico piano (%), mediante 1’introduziome della
funzione F, (*) che interviene in alcuni problemi variazionali rela-
tivi all’integrale ().

(!) N. BErrUTI ONESTI, Sopra le estremali relative ad integrali curvi.
linei dello spazio in forma parametrica, « Annali di Matematica pura ed
applicata», S. IV, T. LII, (1960), pp. 79-106,

{%3) Cfr. n. 2, b). -

(®) Vedi L. ToneLLl, Fordaments di Calcolo delle Variagions. Due vo-
lumi (N. Zanichelli, Bologna, 1921-1923). Cfr. Vol. 11, Cap. II, § 2, n. 33, a)
e n. 35, a).

(*) Per quanto riguarda il modo in cui d definita la funzione F, rela-
tiva a problemi variazionali dello spazio, cfr. la (2) del n. 1 della presente
Nota; le identitd che vi figurano seguono, come & facile verificare, dalla
considerazione del sistema (8) dello stesso n. 1.

In merito a tale funzione vedi, per es.,: M. Mason e G. Briss, The pro-
perties of curves in space whit minimize a definite integral, « Transactions
of the American Mathematical Society », vol. 9, (1908), pp. 440-466; efr. § 1.
L. ToneLLl, Sul caso regolare nel Calcolo delle Variazion:, « Rend. del
Circolo Matematico di Palermo», T. XXXV, (1913), pp. 49-73; cfr. § IV,
n. 21,
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Nel § 2, in merito al problema dell’esistenza delle derivate
successive per le estremali relative agli integrali (II) e (IIT) (%),
si pone in rilievo come 1 esistenza di tali derivate & assicurata
sotto ipotesi analoghe a quelle che si trovano in altri casi (relativi
sia alla forma parametrica che a quella ordinaria) precedentemente
considerati da altri autori (%).

Tale rilievo & basato sul teorema, che forma oggetto del n. 4,
riguardante le estremali di ordine 2 relative alla funzione
Fx, y. z; «, 9y, 2'; uy, v2, w,), il quale si pud estendere
(n. 5) al caso delle estremali di ordine 3 relative alla funzione
F(e, y, z; =, ', 2'; u,, v,, wy; uy, vy, w,;). Peraltro, per quanto
la condizione rilevata nella presente Nota sia piit espressiva, quella
che figura nel n. 6 (e cosl pure 1’analoga del n. 15) della Memoria
citata in (') presenta, come si osserva al n. 3, maggiore generalita.

§ 1.

1. Dimostriamo come dalle equazioni delle estremali relative
alla funzione F(x, y, z; «'. ¥, 2) ()

dF .
Fo— 5 =0
. aF,
(1) Fy—‘ ds =0
dF.
Fe— g5 =0

si pud ottenere, sotto opportune ipotesi, una equazione analoga a
quella di WEIERSTRASS (%) relativa al caso parametrico piano.

(®) Cfr. luogo cit. in (}), § 1, n. 6 e § , n. 15.

(6) Cfr. nota a pid di pag. (!4).

(") Ricordiamo che, chiamando campo 4 un insieme di punti dello spazio
(x, y. 2) contenente tutti i suoi punti di accumulazione posti al finito, la
funzione F' si suppone definita e continua in ogni punto (x, y, 2) di un
campo A4 o per ogni terna di numeri reali non tutti nulli (x', y', 2') assieme
alle proprie derivate parziali del primo ordine, positivamente omogenea
di grado 1 rispetto a ', y/, 2/, e tale che sia F(x, y, 2; 0, 0, 0)=0. Si
intende, nel presente numero, che tali ipotesi siano soddisfatte.

Altre generalitd si possono facilmente dedurre da quelle analoghe re-
lative al caso parametrico piano. Vedi L. ToNELL1, opera cit. in (3), Vol.
I, Cap. V, § 1, n 73, e § 2, n. 80, Vol. II, Cap. II, § 2, n. 32, b) e n. 35, a),

(8) Vedi luogo cit. in (3).
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Supponiamo, a tale scopo, che in ogni punto (xf'y, 2) di A e
per ogni terna di numeri reali non tutti nulli (x', ', 2') esistano
finite e continue le derivate parziali del primo ordine delle funzions
Fy, Fy, Fo. Allora, considerata la funzione

i Fm’.z’ F:c/y' 1 .Fy’yl Fy/,/
(2) F(x Z'x', ',Z’).."‘..-T = — p—
W\ y’ ’ y 2'? Fylxl Fy/y' @ 2 Fz'y' Fz'z,
1 By Forgr 1 Foer Forgr
- y'i By Fw'x' o z'y’ Fgl y' er o -
P Fm’y' 1 Fy!yr Fy’z’
- y’z, Foiar Fy'z' 2z’ Fylwl Forg !
se
z=x(s), Y=y, 2=20s) O<s<l)

(dove s ¢ la lunghezza dell’ arco rettificato) & un’estremale relativa
alla funzione F, per ogni valore s di (0, L) in cui &

3 F,(x(s), y(s), 2(8); z'(3), y'8), ()0,

st ha ()

1 32432430
(4) Fz : F}l_z.—‘“j"(

1
dove 5 ¢ la flessione e dove, posto per brevitd (*°)

5) A=Fyz'_Fy'z, szsx"‘—Fs'w; C=Fz:y"‘Fm'y

(°) Sotto tali ipotesi esistono finite e continue, per ogni valore s di
(0, L) in cui 2 soddisfatta la (3), le derivate x"(s), y"(s), 2"(s). Cfr. luo.é'o
cit. in (1), § 1, n. 7, Oss. 1.

(*%) §i intende, qui e per il seguito del presente numero, che le deri-
vate parziali del primo e del secondo ordine della funzione F sono calco-
late in (x(s), y(s), 2(s); «'(s), ¥'(s), 2'(s}). Inoltre, per brevitd, indicheremo
semplicemente con ', y', ¢, a”, y", 2" le derivate dei primi due ordini
delle funzioni x(s), y(s). 2(s).
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i = AFxI;,;/E-}— BFw'yl + Clyry
(6) Ez = AFy/.p' -+ BFy!yl e CFy’z’
23 = AFz’xl -+ Bley' -+ Clez’ .

Infatti dalle (1), eseguendo le derivazioni e tenendo presente
che dalla positiva omogeneita di grado 1 della funzione F rispetto
a «, 1y, 2’ seguono le identitd

Fy=2Fzy + §'Fay + 2'Fzzr
Fy = x’Fyzl -+ y’Fyyl -+ ZIFyz'
F,=a'Fopr + Y Foy + 2" Foor,

si ha, ricordando le (5),

Frox” + Fpyy” + Fg2" =y C—2'B
@ S Fygx” + Fyyy’ + Fyp 2’ =24 — «'C
Fogx” + Foyy’' + Foped'=a'B— y'AM).

Tenendo presente che, in wvirti della positiva omogeneita di
grado 1 della funzione F rispetto a x', %', 2, valgono le identita

& Fargr + Y Fgy + 8 Fag =0

(8) x’Fy’z/ -+ y,Fy’y' -+ Z’Fy'zl =0
&' Fogr + Y Fory + ' Fogr =0,

il sistema (7), considerato come un sistema algebrico lineare nelle
incognite a”, y”, 2", per qualunque valoie s di (0, L) ha il deter-
minante dei coefficienti nullo, e, come s1 pud verificare tenendo
presenti le (2), sono nulli anche gli altii tre minori di ordine 3
estratti dalla matrice dei coefficienti e dei texmini mnoti. Inoltre,
se s & un valore di (0, L) in cui & soddisfatta la (3), dalle (2) segue

{*!) A partire da guesto punto si potrebbe procedere in modo diverso
da quello seguito, considerando, assieme alle (7), la identitd a'e" + y'y" +
+ £'2 =0, valida quando il parametro che interviene mnella rappresenta-
zione parametrica dell’estremale considerata & la lunghezza dell’arco ret-
tificato. La dimostrazione riportata nel testo offre peid il vantaggio di
procedere in modo indipendente dalla scelta del parametro, cosicchd si
giunge direttamente anche alla equazione che figura nel n. 2, a) della
presente Nota.
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che per tale walore 8, poich® almeno una delle tre derivate x’,
y', ' & diversa da zero, la matrice dei coefficienti ha caratteristica
2. Allora. supposto che per il valore 8 considerato sia, per fissare
le idee, 2'4=0, risolvendo il sistema formato dalle prime due delle
(7) rispetto a =" e y”, tenendo presenti le (8) e tenuto conto delle
(2} e delle (6). otteniamo

’
x'/ —_— Z" ,ai . 22
z' 2'F,
® L.
" Ily “
=2"> 4 -5
Y PIANDS
da cui segue
22

(10)
lz/[ s = 21 .
Yy Yz F,

Inoltre, moltiplicando ambo i membri della prima e seconda
delle (9) rispettivamente per y’' e ', sotfraendo membro a membro
la prima dalla seconda, e tenendo presente che dalle (6), in virth
delle (8), segue

I +y 3 +32=0,
si ottiene
=
11 x/ Il_xll l=__3.
an y' —a"y =—3F

Allo stesso risultato si perviene nel caso in cui, per il valore
8 considerato, sia 2’40, oppure y'=4=0.

Allora, elevando al gqunadrato ambo i membri delle (10) e (11),
sommando membro a membro, e tenendo presente che, poiché s
® la lunghezza dell’arco rettificato, si ha

1 5
R; — (x’y" — xnyr)g + (y!zn — yllzl)g +(zlxu — z”x’)’,
si ottiene la (4).
2. OSSERVAZIONL. - a) Dalla dimostrazione del n. 1 segue imme-

diatamente che, se il parametro che interviene nella rappresenta-
zione parametrica dell’estremale considerata non & la lunghezza
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dell’arco rettificato, si perviene, in luogo della (4), all’equazione

1 _ zl‘l -+ 222 -+ 23!
R*™ (x'*+ y'2+ 2" F2°

b) Nel caso particolare in cui la funzione F(x, y, 2; &', y', 2')
ha la forma F=g(x, y, 2) V& + y? + 27 + oz, y, 2}’ +
+ 0,(x, Y, 2}y + 94, ¥, #)2’, A. CHIELLINT era pervenuto ad una
equazione che rientra, come caso particolare, nella (4) (**).

§ 2.

3. Nel n. 6 della Memoria citata in (') si dimostra, sotto oppor-
tune ipotesi, 1’esistenza delle derivate successive per un’estremale

x = x(8), y = y(s), z = 2z(3s), O<s< L)

(dove s & la lunghezza dell’arco rettificato) di ordine 2 relativa
alla funzione F(z, y, 2; ', ¥, 2'; u,, v,, w,), per ogni valore s di
©, L) in cui &

(12) D=2z" Fusts Py, + Yy | Fomy Fou +
Fru, Frg, l Fu,v, Fum,
+ 2" By Foog + 2z'y’ Furn Fug,
Fop, Fop, Fo, Fug,

F, LAY F, Wty
Fup, Frgpo,

v

F Vg, F 0,0y }
Froguy, Fou,

+ 2y’

(dove le derivate parziali della funzione F si intendono calcolate
in (x(s), y(s), 2(s); 2'(8), Y'(8), 2'(8); u,(s), v,(8), W,(s)) e con =, ¥, 2
si sono brevemente indicate le derivate x'(s), ¥'(s), 2'(s)), ed una
analoga condizione interviene nel teorema di esistenza delle deri-
vate successive per un’estremale di ordine 3 relativa alla funzione
Flx, y, 25 2, ', "5 thy. 0y, W, Ug, v, wy) ().

(#*) A. CmieLLINI, Ricerche di Calcolo delle Variasioni, « Annali ai
Matematica pura ed applicata », 8. IV, T. XIII, (1935), pp. 41.54; ofr.
§ IV, n. 13.

(#3) Vedi luogo cit. in (!), § 1, n. 6 e § 2, n. 15. Per le generalita rin-
viamo alla Memoria citata in (), § 1, n. 1 en. 3, § 2, n. 11 e 1. 13. C1
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D’ altra parte nel caso pianc, parametrico e ordinario, ed in
quello parametrico del primo ordine mnello spazio (!*), 1’esistenza
delle derivate successive & assicurata in ogni punto dell’ estremale
in cui @& soddisfatta, in luogo della (12), la disuguaglianza che
interviene nella definizione di integrale regolare (*%).

Ora, tenuta presente la definizione di integrale regolare rela-

limitiamo a ricordare che le ipotesi relative alle funzioni

« ol . . . . N
F(a, yy 25 'y 'y 2'5 ug, Vg, wy) € F(w, y, 2; &, ¢, 85 Uy, vy, we; ug, Vg, 13)
sono analoghe a quelle esposte in (7)) a proposito della funzione
F(x, y, 2; ', y', &), e che si considerano gli integrali

(2)
30\2)=[F(mr Y, 2; @, Yy 2’5 ug, vy, wy)ds,
C(i)

8 __ . : .
30\3)——- F@x, ¥y, 25 &', y'y 25 ug, vy, W) U3, Vs, nws)ds,

o

dove, essendo C® o C® curve oidinarie e s la lunghezza dell’arco retti-
ficato, &
1t

Uy :a:’y” —_ xuy:’ vy = ylzll — ylrzl, we = 2w — 2'%,

4 un 1" __

ug =x'y" — "y, vy=y'2" — Yy, wy==z'w 2",

(%) Per quanto riguarda il caso piano vedi: L. TONELLI, opera cit. in
{3), vol. 1I, Cap. 11, § %, n. 33, b) e Cap. VI, § 2, n. 96, a). 5. CixQuini,
Sopra le estremali dv una classe di problem: rariazionals, « Rend Acca-
demia Nazionale dei Lincei», S. V11I, vol. XX111, (1957), pp. 22-28; cfr.
n. 3, b). 8. CinQuINI, Sopra le equaziwnt dr Bulero der problem: variazio,
nalr di ordine n, « Annali di Matematica pura ed applicata,» 8.1V, T. XV,
{1937), pp. 61-100; cfr. § 2, n. 4.

Riguardo al caso parametiico del primo ordine nello spazio vedi N,

BERRUTI ONEsTI, luogo cit. in (1), § 1, n. 7, Oss. L.

(!3) Per quanto si riferisce al caso piano vedi: L. TONELL], opera cit,
in (3), vol. I, Cap. V, § 2, n. 81 e Cap. 1X, § 2, n. 139, b). 8. CixqQuini,
Sopra i problem: variazionalr in forma parametrica dipenuente dalle derr-
vate di ordime superiore, « Annali della Scuola Noxmale Superiore dx Pisas
S. 11, vol. X111, (1944), [1947}, pp. 19-49; cir. § 1, n. 4. 8. CinQuUINY, Sopra
Vesistemnza della soluzione ner problems dr Calcolo delle Variazione di o1+
dine n, « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa», S. 11, vol. V,
{1936), pp. 169-60; cfr. n. 1, ¢).

Por quanto riguarda il caso parametrico del primo ordine nello spazio,
vedi, per es., L. TONELLI, luogo cit. per secondo in (4, n. 21, p. 71.



A PROPOSITO DELLE ESTREMALI RELATIVE AD INTEGRALI, ECC. 473

tiva agli integrali 3(02‘)2) e 3(5):» (*®), ci proponiamo di dinostrare
come anche per tali integiali la condizione di regolarita assicura
Pesistenza delle derivale successive per un’estremale.

Rileviamo che la condizione sufficienie contenuta nel seguente
numero e riguardante la (13) non & necessaria, ccme facilmente
si pud verificare, affincheé sia soddisfatta la (12) del piesente mu.
mero. Pertanto, per quanto 1iguaida il teorema di esistenza delle
derivate successive per un’estiemale di ordine 2 relativa alla fun.
zione F(a, 4, z; &', ¥, &'; Uy, ¥y, W,). Vipotesi espressa dalla (12)
presenta, rispetto a quella relativa alla (13) contenuta nel numero
segnente, una maggiore generalita.

Analogo rilievo si pud fare in merito al caso riguardante le
estremali di ordine 3 relative alla funzione
Bz, y, 2; &, ¥, 2'; Uy, Uy, Wy; Ugy Vg, W)

4. Supposto che in ogni punio (x, y, z) di A. per ognmi lerna di
numeri reali non tutli nulli (', y', ¢') e per ogni terna di numers
reali (u,, v,, w,) esistano finile e continue le derivate del secomdo
ordine della funzione F(x, v, z; &', ', 2; %,, v,, W,) rispetto a
Uy, Vg, W,, € considerata un’estremale .

€@ x = a(s), Yy =1y(s), 2 = 2z(s), 0<<s<<L)

d¢ ordine 2 relativa alla funzione F(x, y, 2; «', v, 2'; u,, v,, w,),
per ogni valore s di (0, L) in cui lo forma quadratica

{A3)  atFuu,((3), yls), 2(8); x'(s), Y (8), 2(s); us(8), v4(s), Wy(s)) +

- B Fe () + 1 Frogn () + 248 Fuie (i) + 28y Fege (o) + 20 Fruga(...)

(1%) Vedi 8. CiNQUINI, Sopra Uesistenca dell estremo per una classe di
integrali curvilinet in forma parametrica, « Annali di Matematica pura
ed applicata », 8. IV, T. XL1X, (1960), pp 25-71;cfr. Cap. I, §1, n. 4, b) e
Cap. II, § 1. n. 24, b).

Rileviamo_ che si pud definire I’integrale regolare Sg()g) anche in modo
indipendente dalla esistenza della derivate parziali del secondo ordine
della funzione F(x, y, £; «', ¥, 2'; ug, vy, W,) rispetto a uy, vy, wy, me-
diante la funzione & di WEIERSTRASS relativa a tale funzione ; una analoga
osservazione vale riguardo alla definizione di integrale regolare 3]((;)3).
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& definila positi\va (o negativa), la forma quadratica

Fuu, Fupm,
F, gty F, gy

F vty F Vg Uy
F, Uy ¥y F, Uglhy

F a0y F, [CXCN
I V30 F 0,0,

re
S

“+ 7t

F Vg F 1y
F, MWyihy F [ X7%

By X7H w,n,

F, (TN F, ey

+ 2%y %

F U0y F Uty ‘
F V105 F Uy,

nella quale le derivate parziali si inlendono calcolate in
(x(8), y(s) 2(s); x'(8), Y'(8), 2'(3); uy(8), Vy(8), W,y(s)), & definita positi-
va, e quindt la (12) & senz’ altro verificata.

Infatti sia s, un valore ai (0, L) in cui la suddetta ipotesi & sod-
disfatta; cioe, posto per brevith

Fuu (2(s,), y(8,), 2(80) 5 a"I(so)".'/’(“-’o)' 2'(s); Ue(S,)s Vo(So)s W4(8y)) = P

(14) { F"l"a ('")ZQ’FW.W ( )-—R:Fu.v.("-)=R,,Fv,w,(...)=P',F“.m‘(...)= Q',

la forma quadratica
(15) 2*P + 82Q + YR + 2«8 R’ + 2By P’ + 2xyQ’

i
sia definita positiva (o megativa). Allora il discriminante della (15)

P RI Q:
A=| R Q@ P
Q P R

& tale che le espressioni
(16) 1, A\=P, A,=PQ -R* A=PQR+2P'QR'—PP"-QQ*—RR",
considerate nell’ ordine scritto, presentano soltanto permanenze

(o soltanto variazioni). Da cid segue che il discriminante della forma
quadratica

o eff Sler] 8 Eoelt 5
P P Q
+ 2%y ‘+2nt \+25C ¢ R}
Pl Q Q Rr Pl
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PR — Q7 R'Q — PP QP — RR’
A*=1{ RQ — PP QP — R" PR — QQ
QP'—RR' PR —QQ RQ-—P"
¢ tale che le espressioni

1, A*=PR— @* AF=(PR— Q*) QP — R*)—(R'@—PP)?, A%

considerate nell’ordine seritto, presentano soltanto permanenze.
Infatti, a calcoli eseguiti, risulta

Az* = P'A,
e pertanto, ricordando quanto si & detto a proposito delle (16), &
A*>0;

quindi, tenendo presente 1’espressione di A* e A* ed essendo
PQ — R*> 0, & anche

Ax> 0.
Infine, a calcoli fatti, risulta
A¥ = A2,

Dunque la forma quadratica (17) & definifa positiva e pertanto,
tenendo presenti le (14), per il valore s, di (0, L) considerato, 1’e-
spressione (12) & positiva.

5. I1 teorema del numero precedente si pud estendere in forma
del tutto analoga al caso di un’estremale di ordine 3 relativa alla
funzione F(x, y, z; &', ', 2'; u,, v,, w,; u;, v;, w,) considerando,
in luogo della espressione (13), la espressione che da questa si
ottiene sostituendo alle derivate parziali del secondo ordine della
funzione F(x, y, 2; «, -y, &'; u,, v,, w,) rispetto a u,, v,, w, quelle
della funzione Fi(z, ¥, z; o, ¥, 2'; U,, v,, W,; U,;, v;, W;) rispetto
& u;, vy, W,.



