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À proposito délie estremali relative ad isiiegrali curvilinei
dello spazio in forma parametrica. (*)

Nota di NATALIA BERRUTI ONESTI (a Pavia) (**)

Santo. • La presente Nota contiene due risuHah che riguardano Vuno le
estremuli relative all' integrale

f y, s; x', y', *')ete,
C

Valtro le estremali relative agit integrali

3(J(s> — ƒ F(x, y , e \ x ' , y ' , s ' ; u 2 y v 2 i w2)ds,
C(2)

3^(3 ) = ƒ - F ( * Ï y* s ; »'» v \ « ' ; w 2 , vy, W 2 Ï H 3 , w 3 ï

C(3)

doue ü paro-we^ro s è la lun,ghe,32% dell'ar^o rettificaio ed è u2=x'y"—
— x"y\ v2~y's"—y"&', w , = s V ' ^ V , Uï = x'y"t—x"ty', v3 = yfz"f—
— t/"V, wz z=2'x'"—z"'x'. VaM a dire, considtrate le eqi&azioni délie
e$tremali relative all'integrale 3C , si ottwne da qmste un'unica equa-
zione analoqa a quella di Weierstrass per il caso paratnetnco piano;
d'altra parte si fcinno alcune consideraniom tn m&rito ail'esistensa
délie derivate successive per le estremali relative agit integrali Sf̂ i) « 0 ^ ) .

Résumé. - Des équations des extremales relatives à l'intégrale

dc~jF(x, y} *; x1, y', s')ds
€

on déduit un'unique équation analogue à celle de Weierstrass pour le cas
paramétrique plan. D'ailleurs on remarque quelques considérations par
rapport au théorème d} existence des dérivées successives pour les extre*
mains Relatives aux intégrales

) = ƒF(xf y, s; x',
2>

3(*lu~JF(x, y, B\ x', y', s'; M,, V2, W2; U 8 , t;>, w3)ds.

C (8 )

(*) Layoro eseguito nelParabito deirattività del Gruppo di ricerca n.
19 del Comitato per la Materaatica del CKE per Tanno accademico 1961-62.

(**) Pervenuta alla Segreteria delFU. M. I. il 13 novembre 1961.
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La presente Nota, che si collega ad una no$tra précédente
ricerca (*)» contiene due risultati, di natura diversa Puno dalPaltro,
riguardanti Puno Ie estremali relative all'integrale

(I) 3c=JF(x, y, s; as', y', z')ds,
O'

l'altro Ie estremali relative agli integrali

(2) f

(i i) 3 c
i 2 ) = J -Ffe ». »; *'J 2/'> »'; M*> V2»

t2)

(III) u=J F{x, y, 0; x', y\ z''; w», «,, wf;

dove, essendo s la lunghezza dell'arco rettificato, è

ut = cc't/" — x" y', vt = y'z" — y" z\ ws = z'x" — z" x\

uz = x'y'" — x'"y'i vz = yz'" — y'tfz\ rv% = z'x"' — z"f x'.

Nel § 1 si ril eva, in merito alle equazioni delle estremali rela-
tive alla funzione F(x, y, z; x\ y', z% come da queste si puö otte-
nere unJ unica equazione (ene, salvo in un caso particolare (*), non
ei risulta sia stata rilevata) analoga a quella di WEIEHSTBASS nota
per il caso parametrico piano (3), mediante V introduzione della
funzione Fx (4) che interviene in alcuni problemi variazionali rela-
tivi all'integrale (I).

(*) N. BERRUTI ONESTI, Sopra Ie estremali relative ad integrali curvi.
Hnei dello spa&io in forma parametrtca, « Annali di Matematica pur a ed
appheata», Ö. IV, T. LII, (I960), pp. 79-106.

<*) Cfr. n. 2, b).
(3) Yedi 2J. ToNELLî  Fondamenh di Calcolo delle Vanaztom* Due vo-

lumi (M. Zanicbelli, Bologna, 1921-1928). Cfr. Vol. I l , Cap. II, § 2, îx. 38, a)
e n. 35, a).

{*) Per quanto riguarda il modo in cui è definita la funzione FL rela-
tiva a problemi variazionali dello spazio, cfr. la (2) del n. 1 della presente
T^ota; le identità che r i figurano seguono, corne è facile verificare, dalla
considerazione de) sistema (8) dello stesso n. 1.

In raerito a taie funzione vedi, per es., : M. MASON e G-. BLISS, Thepro-
perties of curves tn space whit mintmize a definite intégral, * Transactions
of the American Mathematical Society», vol. 9, (1908), pp. 440466; efr. § 1.
IJ. TONELLI, Sul caso regolare nel Calcolo délie Vartasiomy « Rend, del
Circolo Matematico di Palermo », T. XXXV, (1913), pp. 49-73; cfr. § IV,
n. 21.
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Nel § 2, in merito al problema dell'esistenza délie derivate
successive per le «stremali relative agli integrali (II) e (III) (5),
si pone in rilievo corne l'esistenza di tali derivate è assicurata
sotto ipotesi analoghe a quelle che si trovano in altri casi (relativi
sia alla forma parametrica che a quella ordinaria) precedentemente
considerati da altri autori (6).

Taie rilievo è basato sul teorema, che forma oggetto del n. 4,
riguardante le estremali di ordine 2 relative alla funzione
F(x, y, z; x\ y', 2'; te8, t>2, w2), il quale si puö estendere
(n. 5) al caso délie estremali di ordine 3 relative alla funzione
F(x, y, 0; x\ y\ z'\ w4, vz, w2; t*3, «3, w3). Peraltro, per quanto
la condizione rilevata nella presente Nota sia più espressiva, quella
che figura nel n. 6 (e cosl pure l'analoga del n. 15) délia Memoria
citata in (') présenta, corne si osserva al n. 3, maggiore generalità.

1* Dimostriamo corne dalle equazioni délie estremali relative
alla funzione F(x, y, z; x\ y', z') (7)

» dFx, .

(1) ds

dF el

si puö ottenere, sotto opportune ipotesi, una equazione analoga a
quella di WEIERSTRASS (8) relativa al caso parametrico piano.

(5) Cfr. luogo cit. in ( l), § 1, n. 6 e § , n. 15.
(6) Cfr. nota a piè di pag. (14).
(7) Biicordiamo che, chiamando campo A un insierae di punti dello spazio

(x, yt &) contenente tutti i suoi punti di accumulazione posti al finito, la
funzione F si suppone definita e continua in ogni punto (x, y, s) di un
campo A e ~per ogni terna di nuraeri reali non tutti nulli (as', y', s') assieme
aile proprie derivate parziali del primo ordine, positivamente omogenea
di grado 1 rispetto a oc', y', z', e taie che sia F(x, y, 2; 0, 0, 0) = 0. S i
intende, nel presente numero, che tali ipotesi siano soddisfatte.

Altre generalità si possono facilmente dedurre da quelle analoghe re-
lative al caso parametrico piano. Vedi Ht. TONELL.!, opera cit. in (3), Vo l .
I, Cap. V, § 1, n. 73, e § 2, n. 80, Vol. I I , Cap. I I , § % n, 32, 6) e n. 35, a).

(8) Vedi luogo cit. in (»).
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Supponiamo, a taie scopo, che in ogni punto (#,f.t/, z) di A e
per ogni terna di wutneri reali non tutti nulli (x\ y\ z') esistano
fintte e continue Ie derivate parziali del primo ordine dette funzioni
-#Vs Fy'y Fz'. Allora, considerata la fünsione

(2) Ffay,*; x',#%**)=-*
F s'y' Fz'

Fxfyf
1

z'x'

se

(dove s è la lunghezza delVarco rettificuto) è un'estremale relativa
alla funzione F, per ogni vahre s (jii (0, L) in cui è

(3)

s* ha (»)

, z(s); *'(«), y'(s), »'(*)) 4=0,

dove -p- è la flessione e dove, posto per brevità (10)

5) A = FW- B = F0Xr — O = FXyf —

(9) Sotto tali ipotesi esistono finite e continue, per ogni valore s di
(0, L) in cui è soddisfatta la (3), Ie derivate x"($), y"{s)> sfl{s). Cfr. luogo
cit. in (i), § i, n. 7, Oss. I.

(10) Si intende, qui e per ii seguito del presente numero, che Ie deri-
va te parziali del primo e del secondo ordine della funzione F sono calco-
late in {x(s)t y{$), s($); (cf(s), y'(s), »'(«)). Inol tre , per brevità, indicheremo
semplicémente con x\ y', e', xf\ y", z" Ie derivate dei primi due ordini
deile funzioni x(s), y{s). z(s).
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Infatti dalle (1), eseguendo le derivazioni e tenendo presente
che dalla positiva omogeneità di giado 1 délia funzione î rispetto
a x\ y', z' seguono le identità

Fy = x'Fyx' •+- y'Fyyf

Fs = x'

si ha, ricordando le (5),

Fx'x'x" H- F&yiy" H- J?«/B/s" = y'G — s'-B

(7) | -Fy*^" -4- J t , ^^" -H F„/8/ z" = e'JL - x'C
(

Tenendo presente che, in virtù délia positiva omogeneità di
grado 1 della funzione F rispetto a x', y', z\ valgono le identità

v=0,

il sistema (7), considerato come un sistema algebrico lineare nelle
incognite x", y'\ s", per qualunque valoie s di (0, L) ha il déter-
minante dei coefficienti nullo, e, come si puö verificare tenendo
presenti Ie (2), sono nulli anche gli altii tre minori di ordine 3
«stratti dalla matrice dei coefficienti e dei teimini noti. Inoltre,
se s è un valore di (0, L) in cui è soddisfatta la (3), dalle (2) segue

[li) A partire da questo punto si potrebbe procédera in modo diveiso
da quello seguito, coiisiderando, assieme aile (7), la identità œ'x" -h y'yn-i-
-+ z'z" z= 0, valida quando il parametro che interviene nella rappresenta-
aione parametrica dell'estremale considerata è la lunghezza dell'arco ret-
tificato. La dimostrazione riportata nel testo offre peiö il vantaggio di
procedere in modo indipendente dalla scelta del parametro, cosicchè si
giunge direttamente anche alla equazione che figura nel n. 2, a) délia
presente Nota.
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che per tale walore s, poichè almeno una delle tre derivate x\
y\ z' è drversa da zero, la matrice dei coefficient! ha caratteristica
2. Allora. supposto che per il valore s considerato sia, per fissare
Ie idee, z' 4= 0t risolvendo il sis te m a f ormato dalle prime due delle
(7) rispetto a x" e y", tenendo presenti Ie (8) e tenuto conto delle
(2) e delle (6), otteniamo

(9)

da cui

(10)

segue

x =

0" =

« V

t/V'

0

—

—

s'y

"S'JV

2,
" F ,

Inoltre, moltiplicando ambo i membri della prima e seconda
delle (9) rispettivamente per y' e x', sottraendo membro a membra
la prima dalla seconda, e tenendo presente che dalle (6), in virtii
delle (8), segue

si ottiene

(il) «¥'-*"»' = -§?•

Allo stesso risultato si perviene nel caso in cui, per il Talore
s considerato, sia x'=^0, oppure y' 4=0.

Ailora, elevando 'al quadrato ambo i membri delle (10) e (11),
semmando membro a membro, e tenendo presente che, poichè »
è la lunghezza dell'arco rettificato, si ha

i j = (x'y" - x"y'y -+- (y'z" - y"zy + (z'x" - s"*T,

si ottiene la (4).

2. OSSEBVAZIONI. - a) Dalla dimostrazione del n. 1 segue imme-
diatamente che, se il paracietro che interviene^ nella rappresenta-
zione parametrica dell'estremale considerata non è la lunghezza
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dell'arco rettificato, si perviene, in luogo délia (4), all'equazione

1 V H- V -+- V
B1 ~ (xf* •+- y'* H- z'^F* '

b) Nel caso particolare in cui la funzione F(x, y, z; x', y', z')
ha la forma F = <p(x, y, z)\xfi -t- y'% -+- z'% -+- cpx(x, y, z)x* -+-
•+" ?Î(XÏ 2/Ï %)y' •+- ?s(^ 2/Î ^)^'* A.- CHIELL.TTS"I era per ve nut o ad una

equazione che rientra, come caso particolare, nella (4) ( l l).

§2.

3« Nel n. 6 della Memoria citata in (!) si dimostra, sotto oppor-
tune ipotesi, Fesistenza delle derivate successive per un'estremale

x = x(s)> y = y{$\ z = z{s), {0^s<L)

(dove s è la lunghezza dell'arco rettificato) di ordine 2 relativa
alla funzione F(x, y, z\ x\ y', z'\ ut, vt, w2), per ogni valore s di
(0, L) in cui è

(12) B-xlt

4=0

(dove Ie derivate parziali della funzione F si intendono calcolate
in (x(s), y(&), «(«); x'(s\ y'{s), z'{s); ut(s), vt(s), wt(s)) e con x', y\ zr

si sono breveuiente indicate Ie derivate ac'(s), '̂(5), zf(s))9 ed una
analoga condizione interviene nel teorema di esistenza delle deri-
vate successive per un'estremale di ordine 3 relativa alla funzione
F(x, y, z; x\ y\ z'; « f . «,, wt; uZi vt, w%) (13).

{**) A. CHIBLLIKI, Hicerche di Calcolo delle Vanazioni, * Annali di
Matematica pura ed applicata », S. IV, T. XIII, (1935), pp. 41-54; ofr.
§ IV, n. 13.

(13) Vedi luogo cit. in (4), § 1, n. 6 e § 2, n. 15. Per le généralité rin-
viamo alla Memoria citata in (*), § 1, n. 1 e n. 3, § % n. 11 e h. 13. CL
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D'altra parte nel caso piano, parametrico e oidiuario, ed in
quello parametrico del primo ordiue nelïo spazio (14), Tesistenza
delle derivate successive è assicurata in ogni punto dell'estremale
in cui è soddi&fatta, in luogo della (12), la disugnaglianza che
interviene nella definizione di integrale regoïare (15).

Ora, tenuta presente la definizione di integrale regolare reïa-

limiiiamo a ricordare che Ie ipotesi relative alle funzioni
^(xs y, e; x', y', e'; u2, v2, w2) e F(x, y, s ; x', y'} 0' ; u2y v2, w2; uZ) v3, rvz)
sono analoghe a quelle espofete in t7) a proposito della fuimone
J?(x, y, z\ x', y', sf), e che si considérant) gli integrali

> = /

y, s\ x', y', z'; uZi v2j w%)ds,

y, «i *', y'» «'; u2, v2, w2^ «3 t vZ}

dove, essendo C(2) e CiZ) curve oidinarie e s la lunghtzza dell'arco retli-
ficatOj è

uz = x'y" — x"y', v2 = yV — y"e', w2 = &'x" — z"x',

w3 = x'y11' — xwy\ vz = y'z'" — »"V, *u3 = 0V" - c"V.

(l4) Per quanto riguarda il caso piano vedi: Li. TONELLI, opera cit. in
{% vol. II, Cap. 11, § k, n. 83, b) e Cap. VI, § -2, n. 96, a). fe. CIKQUIMI,

JSopra Ie estremah di una classe cti probïemt lariaeionati, * Eend Acca-
demia JNazionale dei Lincei», S. V11I, vol. XX111, (1957), pp. 22-28; ofr.

ji. 3, b). S. CiNQuiNi, àopra ie equaettni cii Eulero det probletni vartasao.
nali di ordine n, « Annali di Matematica pura ed applicata,» S. IV, T. XVI,
<1937), pp. 61-100; cfr. § 2, n. 4.

Biguardo al caso patrametiico del primo ordine nello spazio vedi K.
BERRUTI ONESTI, luogo cit. in (/), § 1, n. 7, Oss. I.

(15j Per quanto sî riferisce al caso piano vedi : L. TONELLI, opera cit.
in (3), vol. I, Cap. V, § 2, n. 81 e Cap. IX, § 2, n. 139, b). S. CIKQUIKI,

Sopra i probïemt vartastonah %n fornta paratnetrica ctipenaenti dalle den-
vate di orcitne supertore, « Annali della Scuola Woimale Supeiioie di Piea »
S. 11, vol. XI11, (1ÎJ44), [1947J, pp. 19-49; cfr. § 1, n. 4. S. C^QUJNJ, JSopra
l'esistensa üella soiuswne net pioblemt ût Laîcolo delle Maitaztont <X% o»-
dtne », < Annali della fecuola INoimale Suptriore di Pis« >, S. 13, vol. V,
<193ö), pp. 169-90; cfr. n. 1, e).

Per quanto riguarda il caso parametrico del primo ordine nello spazio,
i, per es., L. TONELLI, luogo cit. per secondo in (4|, n. 21, p. 71.
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liva agli integrali 3(çi> e 3(J,3> (J6), ci proponiamo di dimostrare
corne anche per tali integiali la condizione di regolarità assicura
Pesistenza délie derivaie successive per un'estremale.

Eileviamo che la condizione eufficiente contenuta neî seguente
numero e riguardante la [Va) non è necessaria, ccme facilmente
si puö veiificare, affinchè sia scddisfatta la (12) del piesente nu-
mero. Peitanto, per quaüto liguaada il teorema di esisteuza délie
derivate successive per un'estiemale di ordine 2 relativa alla fun-
zfoue F{pt: y, z\ x\ y', B'; ut, t\, w%)> l'ipctesi eepieefa dalla (12)
présenta, rispetto a quella relativa alla (13) conteDuta nel numero
seguente, una maggiore generalilà.

Analogo rilievo si puö fare in merito al caso riguardante le
estremali di ordine 3 relative alla funzione
F(x, y, z; x\ y\ z''; ut, t?t, wt\ uz, vt, wz).

4. Sttpposto che in cymi pvrtio (or, y, £) di À. jper ogni 1er fia di
numeri reali non tutii wtiUi (x\ y', zf) e per ogni ierna di numeri
veali (ut, v2, wa) esisiano fiwite e continue le derivate del secondo
ordine délia funzione F(cc^ y, z; x\ y', z'\ u%i vt, Wj) rispeito a
"u%> v*, m,, e considerata un'estremale

€00: x

di ordine 2 relativa alla funzione F(x, y, z; x\ y', z'; ut, v%}

per ogni t'alore s di (0, L) in cui la forma quadratica

, y(s),

(i6) Yedi S. CINQUINI, Sopra l'esistenea deU'estremo per una classe di
integraîi curvilinei in foima paratnetrica, « Annali di Matematica pura
«d applicata », S. IV, T. XL1X, (1960), pp 25-71; cfr. Cap. I, § 1, n. 4, b) e
€ap. II, § 1, n. M, b).

Eileviamo^che si puö definire l'intégrale regolare 3̂ (2> anche in modo
indipendente dalla esistenza délia derivate parziali del secondo ordine
délia funzione F{x, y, è; x'y y', z'; u2, v.2, w2) rispetto a u2, v2, w8, me-
diante la funzione & di WEIBRSTRASS relativa a taie funzione ; una analoga
osservazione vale riguardo alla definizione di integrale regolare Sf( 3̂),
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è definita positiva (o negativa), la forma quadratica

FVtvt Fivtwt Fn

Ffunu F*

•£ «2t'j

nella quale le derivate parziali si intendono calcolate in
{x(s\ y(s) z(s); x'(s), y\s), z'(s)\ ut(s), v^s), wt(s)), è definita positi-
va, e quindi la (12) è senz'altro verificata.

Infatti sia s0 un valore ai (0, L) in cui la suddetta ipotesi è sod-
disfatta; cioè, posto per breyità

(14)* / \ —_ H> IF / \ _ D ' TP / \___D' TP f \ r\*

la forma quadratica

(15) ^ P + p

î

sia definita positiva (o negativa). Allora il discriminante délia (15)

P R' Q'
R' Q P '
Q' P ' R

è taie che le espressioni

(16) 1, \=P, A, ' E ' - P F t - Q Q ' % — R R ' \

considerate nell ' ordine scritto, presentano soltanto permanenze-
(o soltanto variazioni). Da ciö segue che il discriminante délia forma,
quadrat ica

(17)
P Q-

Q' B

Q B'

B1 P

B' P

P' Q'

B P'

P' Q

P' Q

Q' B'

Q' B

B' P'
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PR - G'2 R'Q' - PP' Q'P' — RR'

R'Q' - PP' QP — R'% P'R' — QQ'

Q'P' — RR' P'R' — QQ' RQ — P*

è taie che le espressioni

1, A,* = PR~ Q'«, A3* = {PB - Q'l){QP — R'*)—(R'Q'—PP')\ A*,

considerate nelP ordine scritto, presentano soltanto permanenze.
Infatti, a calcoli eseguiti, risulta

e pertanto, ricoMando quant o si è detto a proposito délie (16), è

A J*>0;

quindi, tenendo presente l'espressione di At* e A2* ed essendo
PQ — i?'2 > 0, è anche

A,*>0.

Infine, a calcoli fatti, risulta

A* = A*.

Dunque la forma quadratica (17) è definita positiva e pertanto,
tenendo presenti le (14), per il valore s0 di (0, L) considerato, Te-
spressione (12) è positiva.

5. Il teorema del numero précédente si puö estendere in forma
del tutto analoga al caso di un' estremale di ordine 3 relativa alla
funzione F(x, y, z; se', y', z; ut, vt, tvt; u3, «3, n?3) considerando,
in luogo délia espressione (13), la espressione che da questa si
ottiene sostituendo aile derivate parziali del secondo ordine délia
funzione F{x, y, z ; x'} -y^ z* ; ut, vt, wt) rispetto a ut, vt, wt quelle
délia funzione F{x> t/, z; a^ ^' , z'; ut, vt9 w,; uz> vz, tvz) rispetto
a ui9 vzy n>t.


