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Sulla limitatezza delle soluzioni di certe equazioni
differenziali del seconde ordine non lineari.

Nota di GERASsSIMOS G. LiecaTos (a Firenze) (¥)

Sunto. - Si generalizzano due teoremi noti di H. A. Ani .+ ‘ice e Z. Opial
sulle equazioni differenziali della forma: x+(f£(x)+4- > +h(x)=p(t)
consrderando una classe di equazioni pin gemerale.

Résumé. - On généralise deux théoremes dus o H. A. Antosiewicz et

Z. Opial sur les équations différentielles de la forme: };—+—(f(x)+g(x)x)}i+
+h(x)=p(t) en considérent de plus une classe dés équations différen-
tielles plus générale.

1. Si consideri I’equazione differenziale:

1.1 @ + (f(x) + gl + h(x) = p(t)
con le funzioni f, g, b di x, xe(—oco, +o0) reali continue e
lipschitziane in ogni intervallo finito e la funzione p(t), te [¢,,
-+ oo) = I, reale, continua e tale che:

~+o00

2 [ | p) | dt< + o0
to
Posto:

x

a(x) = exp / g(wydu; bx)= / a(w)f(w)dw; H(x)= / a*(wh(u)du

0
supponiamo che valgano le condizioni:

%) alx) < A, A cost. positiva, per ogni .

i) b(x)h(x) > 0 per ogni x e

4ii) H(x) >0 per ogni 0 e lim H(x)=— + oo
oppure le condizioni: i

4), 4 bis) xh(x) > 0 e xb(x) > 0 per. ogni x3=0 e

) lim H(x) = ~+ oo.

o]~ 42

(*) Pervenuta alla Ssgreteria dell’U.M.I. il 28 ottobre 1961.
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Dalle condizioni ¢), 4) e 1¢i), secondo un teorema mnoto di ANToO-
siEwicz [1, Teor. 2, p. 66] (*), segue che ogni soluzione di (1.1),
insieme con la sua derivata prima, & limitata per { — < oo,

Dalle 4), 4ibis) e 4iibis), secondo un teorema mnoto di OPIAL
[2, Teor. II1, pp. 68-69], segue che vale la tesi del teorema di
ANTOSIEWICZ e, di pil1, che per ogni soluziome a(f), teI di (1L.1)
si ha: . lir: (@2(t) + x%(t)) = 0.

Consideriamo ora 1’equazione:

. s
1.3)- x +(x Fprp

x) &+ = p(t)
ciod -una equazione del tipo di (1.1), ove si @ posto:

f@) =0 ga)=— s h@) =

Si ha in questo caso:

ax) = 1—_:—:;5 O<a@x)<1; blx)=x— Arctgz ()
e
udu
H(x) = 0+ uiy ;

quindi la funzione H(x) resta finita per |« | — + oo e per con-
seguenza i teoremi di cui sopra non si applicano all’equazio;e
(1.8), mentre le altre condizioni (¢, 4, i¢ bis) sono soddisfatte.

In questa nota si generalizzano i ricordati teoremi di ANro-
81EWICZ e OPIAL in modo che essi sussistano anche per altre classi
di equazioni differenziali che comprendono anche I’equazione (1.3).

2. TeorEMA 1. - Si consideri I equazione differenziale (1.1), ove
le funziont f, g, h di x, X € (— oo, + o) 8sono reali conlinue e in
ogni intervallo finito lipschitziane, p(t) reale, continua in [t,, +oo)=I
¢ soddisfa la relazione (1.2). Posto:

a(x) = exp f glw)du
]

(Y I numext tn | ] ei riferiscono alla Bibliografia posta al termine
della presente nota.

@ —~ g<,Aretgz < ;
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si supponga che i) 0 < aa) < A, A cost. positiva, per ogni x e
ii) esiste una funzione b = b(x), x € (— oo, + o<), derivabile e tale
che: iiy) b(x) <a(x)f(x) (®), b(x)h(x) >0 per ogni x e ii,) posto:

"

H*(x) EJ (a*h + blaf — b)), du

si abbia: H¥x) >0 per ogni x+0e Lm H*x)= + oo.
|2} = 400
In queste ipotesi segue che oyni soluziome x(t), teI di (1.1),

insieme con la sua derivaia prima, & limitata per t — -+ oco.

. . . y—b
Dimostrazione: Posto x= yTt— si ha il sistema:

y—-b

(1) e — -
(e.1) e w tap

y=—ah —(af—0b)

Consideriamo ora la funzione:
(22) U, y) = (y* + 2H* (@)

lungo una soluzione qualunque | (f), y(¢) |, te I di (2.1); derivan-
dola rispetto a ¢ si ha:

2.3) UU:—-abh—(df—b')gy—;—W + apy

e, per le ipotesi premesse:
UU<apy<A-ip|-1yi;
di qui segue:
U<Ajp®)|, tel

e per l’ipotesi (1.2) sulla funzione p(¢), secondo un ragionamento
noto [1, p. 65)], si ha la tesi del teorema-
Come un’applicazione consideriamo ’equazione (1.3) e prendiamo:

1
b(@) = 5 (x — Arctg x);

(3) Nel Teorema 2. di ANTOSIEWICZ si prende come b(x) la funzione

x
b(x) = [ a{w)fw)du, ciod b'(x) = a(x)f(x) con b(0)=0.
0
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8i ha allora:

2 2

b@) = a1 ::_ z%) =1 _:”_ P a(@)f (x), b(ayh(x) =0

per ogni x e:

X x®
a*h + blaf — b') = Txar ™ ix

p= (x — Arctg x),

quindi A*x)>0 per x30e lim H¥x)= + co, donde vale

|m|—->+:;o
per la (1.3) la tesi del teorema gia dimostrato.

3. 11 teorema precedente si pud generalizzare in seguente modo:

TrorREMA 2. - Data Uequazione differenziale :
3.1) x + (f(2) + g@)x + 9, x, )& + hix) = p(t)

valgano per le funzioni f, g, h, a, b, p, H* le definizioni e ipotesi
poste nel Teor. 1 e, inoltre, la funzione ¢ = ¢(t, x, z), (t, X, z) e IxR?
gia continua e lipschitziana (in (%, z)) ed abbia la forma:

¢, =, 2) = P(¢, x, 2)-{a(x)z + bx))z -
dove P(t, x, 2) = 0 nel I < R

In queste ipotesi vale la tesi del Teorema 1.

DIMOSTRAZIONE. — Posto z = si ha il sistema:

y—b
a

@32 Z =

. _— -— — D)2
y:_——ah——(af—b')y—ab—P(t, @x, y—a‘b)-@l b) - Y+ ap.
Per la funzione U, gid considerata mel Teorema 1. si ha (%):

@3 UO=—ath—@f - LY — (2 L) U e apy

e per lipotesi poste: UU < apy; dunque la dimostrazione va
come quella del Teorema 1.

(*) Lungo una soluzione qualunque { z(¢), y(¢) |, ¢ € I del sistema (3.2).
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E da osservare che nel caso particolare: f=>b=g=0 (dunque
a=1), o, z, 2) =¥, 2) = P¥zx, 2)2?, P*(x, 2) > ( si tratta del-
equazione: *

* + w(x, x)E -+ hix) = p()

con o(x, :i;):P*(x, x)ac = 0 e il nostro teorema si riduce al Teo-
rema 1 di AnNrosiEwicz [1, p. 64] (®) nel caso particolare w(x, &) =
= P*(x)x?.

4. Generalizzeremo ora e mnel n. 5 il teorema gia ricordato
di Op1aL.

TeorEMA 3. - Si consideri Vequazione differenziale (1.1) e le
funzioni f, g, h, p ed a soddisfino le ipotesi del Teorema 1 e
xh(x) >0 per ogne x=3=0. Si supponga di pitt che esista wna
funzione b =b(x), x € (— oo, + o0) derivabile e roddisfacente le
condizioni

b'(xy < a(x)f(x) (¥), xb(x) > 0 per ogni x0

lim H*x)= + oo, dove la funzione H*(X) e definita come
|@} = 400

al Teorema 1.
In queste ipotesi segue che ogni soluzione x(t), te I di (1.1), imsieme
con la sua derivala prima, & linitata per t — + co e, di pin, si
ha lim (@%(t) + x(t)) = 0.

t—s 400

DimosTRAZIONE. -~ Consideriamo al posto di (1.1) il sistema (2.1);
perchd per xh(x) > 0, xb(x) > 0 segue b(x)h(x) >0 (per ogni x==0),
risulta la tesi del Teorema 1, cioé se |x(f), y(¥)1, y(t)Ea(x(t))aE(t)+
+ b(x(?), te I & una soluzione del sistema (2.1), allora le funzioni
2(t), y(t), 2(f) sono limitate per ¢ — + oo.

Per la funzione U (relazione (2.2)) lungo una soluzione | af(t),
y(#)| t e I del sistema (2.1) si ha:

t
@) U, y®) = Ualty), yit) — 2 f (@bh) gy et —
to

¢ t

—2 ] a(x(w) - (af — b)aqupx*(u)du + 2 f a(x(u))p(@)y(w)du ().

t t
(8) Una generalizzazione di questo teorema fufatta da P. SanToro [3].
x
(®) Nel Teorema 3 di OP1AL si prende b(x) = f a(w)f(u)du; vede anche
0

¢ p. 3.
(") Vede la relazione (2.3) p. 3.
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Si osservi ora che per la limitazione delle funzioni a(f). y(f), te X

e per le ipotesi fatte sulle funzioni a, b, h, p segue che:
*

/. (@bh)zuydu < + co
t

e esiste finito 11 hm U (x(?), y(f), dunque, per un ragionamento
noto [2, p. 68] si ha ohe lim x(t)=".

t—s 400
Per, la definizione della funzione U segue ora che esiste anche

il hm y(t) uguale al lim  T(x(f), y(¢)) (che & finito); ma
t llm a(x(t))—l e lxm b(x(t)s‘_._. b5(0) =0 (¥).
— 4o

Quindi anche ll llm x(f) esiste finito e questo & possibile
t— 400
solo nel caso che & ugunale a zero.

5. B evidente ora che vale anche I’analogo del Teorema 2,
ciod il
TeoreMA 4. - Data Uequazione differenziale (3.1) valgano le

ipolest del Teorema 3 e per la funzione o(t, x, z) U'ipotesi del Teo-
rema 2. In queste ipolesi segue la tesi del Teorema 3.

Per la dimostrazione basta osservare che al secondo membro
della relazione (4.1) del Teorema 3 si avrd di piu P'addendo:

— [ G(u)du,
t
dove:

Gu) = P(u, x(u), x(w))- al@(w)) - 22(w) - (a(@(w) - ) + b)) > 0.
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(8) Perchd xb(x) >0 per # 0 e b continua.



