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Principio variazionale riguardante il moto periodico
di sisteini olonomi.

Nota di CARLO YESTINI (a Pavia) (*)

Sunto. - Si stabilisée un principio variazionale riguardante il moto dt
sisteini olonomi e periodici, soggetti a vincoli Usd e fissi e ad una
sollecitasione attiva posisionale e conservativa Tale principio viene ap*
plicato a due particolari sistemi.

In un lavoro assai recente [1] IiTJTTiïirGEB e THOMAS, conside*
rando un sistema olonomo periodico, ad un solo grado di libertà.
soggetto a vincoli lisci e fissi e ad una sollecitazione attiva posi-
zionale, hanno mostrato che, in corrispondenza a variazioni pic-
cole del primo ordine délia coordinata libéra q° (soluzioup esatta
delFequazione di moto) e del suo periodo T°, si mantiene stazio-
nario l'intégrale, esteso a un periodo, della somma della fuiizione
lagrangiana L e dell'energia totale esatta EQ> Risulta quindi, a
meno di infinitesimi di ordine superiore al primo:

T T°

f[L(q, i) -*- E°]dt -J[L(q\ q") -4- E"]dt = 0,
0 0

dove q è la coordinata libéra approssimata, di periodo T e& il
punto sovrapposto è simbolo di derivazione rispetto al tempo.

Scopo della presente Nota è l'estensione della ricerca a LUT-
TiNGER e THOMAS a sistemi materiali aventi due o piu gradi di
libertà, nelPipotesi che tutte Ie coordinate lagrangiane siano fun-
zioni periodiche del tempo e scegliendo, naturalmente, come inter-
vallo di integrazione il maggiore dei loro periodi Precisamente
detto n il numero dei gradi di libertà, q^, g2

0ï ŝ0? •» j Qfn° Ie coor-
dinate esatte, qif g2, q,,..., q« quelle approssimate9 supposto ï1^
il maggiore dei periodi esatti (Tt è quindi il maggiore dei periodi
approssimati), dimostro che la differenza

qn)-hE°]dt -

(*) Pervenuta alla segreteria dell'U.M. I. il 25 ottobre 1961.
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non risulta in generale uguale a zero. Tale differen/a è perö nulla,
a meno di termini piccoli di ordine superior il primo, nel caso
partieolarmente significativo in cui Ti° si tlo di ciascuno
dei rimanenti periodi 2\° e Tt di ciascuno dti nenti periodi Th.

Applico infine il risultato ottenuto a ci in- particolari sistemi
meccanici.

1. Consideriamo un sistema materiale olonomo, avente n gradi
di libertà, soggetto a vincoli üsci e fissi e a forze attive po^izio-
nali e conservative, Siano qf, q2

Q, <3f3V», #»(° Ie coo.dinate libère,
soluzioni esatte delle equazioni di moto e funzioni periodiclie del
tempo t, qt, q2i g3ï..., qn funzioni periodiche del medesimo tempo
che dtfferiscono dalle precedenti perquantità oqt, oq2. ..., oqn piccole
del primo ordine. Risulta allora

(i) g . -« . ° = ^ . (« = 1, 2,..., n).

Riteniamo inoltre piccole del primo ordine anche Ie differenze
fra i periodi Ts delle coordinate approssimate ed i periodi T s \ di
quelle esatte.

Sia infine Tt il maggiore dei periodi Ts.
Ciö premesso, introduciamo la quantité

(2)

dove L rappresenta la funzione di LAGRANGE, differenza fra
Penergia cinetica e l'energia potenziale, e la costante E° è Tener-
gia totale esatta, che si détermina assegnando in un particolare
istante la posizione e l'atto di moto del sistema materiale.

Tenendo conto delle (1) e trascurando gli infinitesimi di ordine
superiore al primo si ottiene:

avendo posto £(g4
0,..., qn\ gA..., gn°) = L°.

Integrando per parti abbiamo:

T T

f'i1 [L<\ in [d
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La (3), ricordando la forma délie equazioni lagrangiane che reg-
gono il movimento dol sistema oloromo considerato, diventa allora:

0

= f (
* = i

/
Poniamo F(t)=JLQdl, da cui:

J

dove i puntini indicano termini di ordine superiore al prime.
Osseryiamo inoltre che, nella approBsimazione considerata, ri-

sulta pure:

La (4), diviene cosl:

nn
Z = Z° + (T, - T ^ ^ T ^ H- 2

Quest'uLima relazione puô essere trasformata se si ritiene il
periodo Tt mvltiplo di ciascuno dei rimanenti periodi Th e TL*
multiplo dei rimanenti Th°. Sia dunqne:

(5) T4 = mhTh ; Tf = mhTh* (h = 2, 3,..., n),
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con m2, w-g,..., mN numeri interi. Si ha in tal caso;

da cui:

(6) = ^ + ( Tt » T^Ji^

2 (-r-\

Bieulta evidentemente

^ ( f i 0 ) = «if Ti") - «.«(T»») = g,[r, + (Ti0 — rt) ] - g,0 (2\°)

= gi(T4) + giiTiXTi» - 21,) - gi»(T4») -.- ... =

= 3.(0) •+• Çti'iTSW - Tt) •+•... - ^«(0) + ... =

= S9i(0)-Hg1
8(2'1

0KÎ'i0- T,) + ....

In base alle ipotesi 5̂) abbiamo inoltre:

lqk(Tt») = qh( TJ) - gh'( Tt«) = «JT. + ( T.» - Tj] - ^«(T/)

= g»(0) + ï,(°(ï',»)(T1
t - T4) - g,,0^) -t-... =

La (6), nelPapprossimazione considerata, assume cosï la seguente
forma :

k=i\dqk°jT^



432 OÀBXO VENINI

dL .
Osserviamo che l'espressione 2 ——g*°— Lù è la ben nota fun-

zione di HA^MILTON (costruifca con Ie coordinate esatte g,°) la quale,
allorehè i vincoli sono fissi, si conserva e si identifica in ogni
istanfee con l'energia totale E° [2]. Dalla (8) si ricava allora:

(9)

Se il maggiore dei periodi delle coordinate libère è multiplo
dei rimanenti, la qaantità Z si mantiene dunqne stazionaria, in
coorrispondenza a variazioni del primo ordine delle coordinate
libere-stesse.

Per una determlnazione approssimata del moto è in tal modo
lecito far uso del principio variazionale (9), che viene applicato
nel modo seguente. Scelte n funzioni periodiche di prova qi(t)r

Qf2f*K —» qn{t)> ^a futisHone integranda al secondo membro de 11 a (2)
risulta espressa in funzione del tempo: il suo integrale definito
noto E*, fornisce il valore Z. Taie valore dipenderà in generale
dal massimo periodo T4 (o dalla corrispondente pulsazione o>4) e
dalle ampiezze A$ delle coordinate assunte. Affinchè tali coordi-
nate siano prossime il piïi possibile a quelle esatte, è necessario
scegliere la pulsazione e Ie ampiezze in modo che Z soddisfi alla.
(9), ossia alle seguenti relazioni :

(90 g = 0(8 = l )2,. . . ,n); g = 0

II risultato verra ora applicato a due parfcicolari sistemi meccanici.

2, Oscillatore armonico spaziale. Consideriamo un punto libero-
P, di massa M, soggetto alle tre forze elastiche attrattive — K^P— C£),
— K2(P — C2), — K3(P — C8), essendo Klf A2, Kz costanti positivo
e C4, C2, C3 i piedi delle perpendicolari calate dal punto mobile-
sui tre piani coordinati x2a?3, xtxt, x&i rispettivamente.

Aesunte come coordinate libère le cartesiane ortogonali x i? xir

xz di P, la fanzione lagrangiana è la seguente:

L = l Mit* - \ KM* + \ Mx2* - l Ktxt* + \ \
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ÎRitenendo il punto inizialmente nell'origine, scegiiamo quali
funzioni di prova

(10) xt = Ai sen (o)̂ ) ; x2 ~ A2 sen (w2£) ; x3 — At sen (w3f),

Ie quali riassumono il ralore iniziale agli istanti —, —, - rispet-
/ (*>t ö>2 Wg

tivamente. Imponiamo inoltre al neri^do della prima funzione di
essere multiplo dei due rimauenti, cioè

(11) w2=rm2W|; o)3

con m2 e mz numeri interi.
Ciö premessOj la (2) prende la forma:

Z = p 1 ]i MAfon* cos2 (mit) — ̂  R{At* sen* {oht) -+-
o

-f- 5 M42
foj2

s cos2 (o)2̂ ) — -̂  Xi^s* sen'fojjf) -+-

•+- 2 MAJMS COS2 (m3ij - 2 iT3^3
2 sen' (OJ3«) -f- E«]dt.

Tenendo conto delle ipotesi (11), integrando si ottiene :

(12) Z = iMAi*»i-'lKiAl*^+''lMAt*mt*<*l -^K2A2*^

* \KAf JB°

Applicando la prima delle (9') abbiamo :

da cui

(18) », =

7C 1

ossia:

1 -l/Kt 1



4 3 4 OABLO VENINI

Confrontando con Ie (11) si ricava:

Per Ie (11), (13) e (14) Ie costanti elastiche debbono in definitiva
soddisfare alle relazioni:

(15)

i rapporti «? e -~ debbono essere rispettivamente i qua-

drati di un numero intero.
Applicando alla (12) la seconda delle (9') si trae:

Eicordando la (13) e Ie (15), dalla (16) deduciamo:

(17) l

Osserviamo che Ie funzioni di prova (10) posseggono la mede-
sima forma delle funzioni soluzioni esatte delle equazioni di moto
del punto materiale. Come è quindi ben naturale, Ie pulsazioni
(13) e (14) non differiscono dalle note pulsazioni rigorose, mentre
la (17) coincide con la esatta relazione che intercède fra Ie ampiezze
e Penergia totale.

Scegliamo ora come funzioni di prova Ie seguenti funzioni
approssimate :

(18) ak =

*,=„,(.,, _
Ie quali hanno la stessa forma della funzione usata da LTJTTINGER

e THOMAS nel problema delFoscillatore armonico lineare e, come
Ie (10), si annullano nelPistante iniziale.
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Esse perö, a differenza delle (10), tornano ad annullarsi solo

negli istanti —, —, — rispettivamente ; di conseguenza T (7) non

perde la sua validità soltanto se i periodi risultano u^,< ;ssia
se o)t — o)2 = w3 ==== to. Per la seconda delle (5) il principio vutiazio-
nale (9) è applicabile se anche Ie pulsazioni rigorose (13) e (14)
coincidono il che comporta Kt = K2 = R* = K.

La (2) assume allora la seguenté forma:

0

g + Af + AJ)

Integraudo si ottiene:

(19) Z = l

Applicando la prima delle (9') si ha:

30

o^sia

Dalla seconda delle (9') si trae infine:

da cui, in virtù délia (20),

30 2ff®
(21) l , 2

 H- A^ + ^ 3
2 = ^ ^ ^ ° ^ 1,521 . ^ .

Osserviamo che la pulsazione (20) è molto prossima alla pulsa-

zione esatta 1 / ^ J mentre la somma dei quadrati delle ampiezze

fornita dalla (21) si scosta dal suo valore rigoepso -j?- -
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3* Bipendolo. Corne seconde» esempio, consideriamo un bipendolo
costituito da due gravi puntiformi PL e Pg di egual massa, mobili
in un piano verticale; i due gravi sono collegati da un filo di
lunghezza a, mentre P t è collegato ad un centro fisso 0 da un
filo di lunghezza b.

Assumiamo corne coordinate libère gli angoli 0 e cp eh e 0Pi e
PiP% formano con la verticale discendente; questi angoli sono*
quindi valutati a partire dalla posizione di equilibrio stabile.

Ci proponiamo lo studio délie piccole oscillazioni attorno a
taie posizione.

Se i f è la masfca di ognuno dei due gravi e g l'accelerazione
di gravita, la funzione di LAGRANGE è:

L = M62è8 -i- -r Ma* f -+ Mabty cos (ô — <p ) -+- 2Mgb cos ô -^ Mga cos <p.

Trascurando nella précédente i termini piccoli di ordine supe-
riore al secondo, si ottiene:

(22) L = M62à* -t-1 Ma2'f •+- Mabfy - MgbV — ̂

Si constata . con facili calcoli che, mediante la sostituzione
lineare ed omogenea

(23) 6 = ^ xt + xn; ^ = x, ^ xi9

la (22) diviene:

(24) L = g M(62
 -H a2

 -H 6 V &

— a V6* + a*)»«* J f ^ + a H

Con F introduzione délie due variabili xL e X2> che sono puri
numeri corne 6 e <p, la funzione L assume in tal modo la mede-
sima forma che ad essa compete nel problema deU'oscillatore ar-
monico piano, al quale è cosl ricondotto il presente problema.
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Osserviamo perö che il rapporto positivo

l /
V 1

c* + c ( b\
= — C £ s = -

e* - 1 V <V

fra le pulsazioni esatte risulta, per qualunque valore reale e posi-
tivo di c, maggiore di 1 + \ 2 ; di conseguenza 1'intero m2 non
puö essere minore di 3 e anche il rapporto fra eventuali pulsa-
aioni approssimate deve godere di questa propriété. Non è quindi
lecito assumere funzioni di prova aventi la forma deile (18), Ie
cui pulsazioni, per quanto detto, devono coincidere.

Ritenendo, ad esempio,

(25) g = 3,

operiamo invece con Ie seguenti funzioni:

1 1 Wi222

(26) a.1 = ^

. ïi

la prima delle quali assume il me de si mo valore agli istanti O,
ir 2it 3TÏ x 2ir 3it
—, — > —, la seconda agli istanti 0, — j —, — • Ponendo per
<*)4 WA OJA ° (*)2 (Üj O)j A

brevità

la (24) e la (25) divengono:

(24', L = \^-\w+\^-\

(250 vi—yi-
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Imponiamo infine la condizione:

(27) - 2 = 3.

Si ottiene allora, dopo qualche calcolo,
TT

(28) Z - ƒ * [L

Annullando Ie derirate parziali della (28) rispetto ad At e ad
.j si rieava:

(29) i/I-
-IJLI/L

1—10 y ?
Dalla (29') e dalla (27) si trae inoltre:

mentre dalla (29) e dalla (29') si deduce:

(31) ] / - SS 2,98 l/ê- •

Lia lieve discrepanza fra la (31) e la (25^ va naturalmente
attribuita al fatto che Ie differenze (11, pure essendo prossime
a zero nelP intervallo di integrazione assunto, non sono in pratica
infinitesime.

Osserviamo infine che il quoziente fra il periodo Tt della prima

delle (26) ed il periodo esatto 27 è - |/-gjg- 53 1,070, mentre il quo-

ziente fra Tt e T2° ha il valore K~ 9S 1,060.
O7C

[t] J. M. LÜTTINQER, JR. B. THOMAS, Variatwnal Method for Studyng the
Motion of classical Vibrating Systems, « Journ. of Math. Phys. », I (1960)
p. 121.

[2] Cfr. B. FINZI, Meceaniea RazionaU, II, Bologna 1950, p. 268.


