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Principio variazionale riguardante il moto periodico
di sistemi olonomi.

Nota di CarvLo VENINI (a Pavia) (¥)

Sunto. - 8Si stabilisce un principio variazionale riguardante il moto de
sistemi olonomi e periodici, soggetti a vincoli lisci e fissi e ad una
sollecitagione attiva posizionale e conservativa Tale principio viene ap-
plicato a due particolari sistems.

In un lavoro assai recente {1} LUTTINGER e THOMAS, conside-
rando un sistema olonomo periodico, ad un solo grado di liberta.
soggetto a vincoli lisci e fissi e ad una sollecitazione attiva posi-
zionale, hanno mostrato che, in corrispondenza a variazioni pic-
cole del primo ordine della coordinata libera ¢° (soluzione esatta
dell’equazione di moto) e del suo periodo T° si mantiene stazio-
nario l’integrale, esteso a un periodo, della somma della funzione
lagrangiana L e dell’energia totale esatta E° Risulta quindi, a
meno di infinitesimi di ordine superiore al primo:

0
i, @+ me — [izi@, @ + Ba=o,

0

dove q & la coordinata libera approssimata, di periodo T ed il
punto sovrapposto & simbolo di derivazione rispetto al tempo.

Scopo della presente Nota & l'estensione della ricerca a Lurt-
TINGER e THOMAS a sistemi materiali aventi due o piu gradi di
liberta, nell’ipotesi che tutte le coordinate lagrangiane siano fun-
zioni pericdiche del tempo e scegliendo, naturalmente, come inter-
vallo di integrazione il maggiore dei loro periodi Precisamente
detto # il numero dei gradi di libertd, q.° ¢,° ¢;%..., ¢.° le coor-
dinate esatte, g, ¢:, 93,.., 9, quelle approssimate, supposto T,°
il maggiore dei periodi esatti (I, & quindi il maggiore dei periodi
approssimati), dimostro che la differenza

T

I[L(QU 2y 05 Qns dh éz* ey qn) -+ E°jdt —

0 o

—f[L(%”, q:°, seey qu°, dan, q.2°; seey é"O) -+ Eo]dt
0

(*) Pervenuta alla segreteria dell’U.M. I. il 25 ottobre 1961.
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non risulta in generale uguale a zero. Tale differenza & perd nulla,

a meno di termini piccoli di ordine superior: 1l primo, nel caso
particolarmente significativo in cui T,° s lo di ciascuno
dei rimanenti periodi T, e T, di ciascuno d. nenti periodi T} .

Applico infine il risultato ottemuto a du« particolari sistemi
meccanici.

1. Consideriamo un sistema materiale olonomo, avente » gradi
di libertd, soggetto a vincoli lisci e fissi e a forze attive posizio-
nali e conservative. Siano ¢,° ¢° ¢;% ..., ¢.° le coo.dinate libere,
soluzioni esatte delle equazioni di moto e funzioni periodiche del
tempo ¢, q,, 92, ¢35, 9, funzioni periodiche del medesimoe tempo
che differiscono dalle precedenti perquantita ¢q,, 9q;. ..., 3q, piccole
del primo ordine. Risulta allora

(1) qs — q:o = qu (S = 1, c-)-, sy n}.

Riteniamo inoltre piccole del primo ordine anche le differenze

fra i periodi T, delle coordinate approssimate ed i periodi T.°, di
quelle esatte.

Sia infine T il maggiore dei periodi 7.
Cid premesso, introduciamo la quantita

Th
@) 7 = [ [L(Gs, s Quy Quyens Q)+ EdH,
5

dove L rappresenta la funzione di LaGranNgE, differenza fra
Venergia cinetica e ’energia potenziale, e la costante K° & l’ener-
gia totale esatta, che si determina assegnando in un particolare
istante la posizione e l’atto di moto del sistema materiale.
Tenendo confo delle (1) e trascurando gli infinitesimi di ordine
superiore al primo si oftiene:
41

(3) Z=/ L+ % @;aqk--a.—"aél,‘) dt + E°T,,
. k=1 \94; aq,°

avendo posto L(q.% ..., ¢,% @ ..., 9,0 = L°
Integrando per parti abbiamo:

T T
o . 0 Ti 9 (]
[ g&qkdtz[gﬂ?qk] - [ %(.L)Sq,‘dt.
0q,° 0’ o df\ag,®
] [\]
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La (3), ricordando la forma delle equazioni lagrangiane che reg-
gono il movimento del sistema olonomo considerato, diventa allora:

T]_ Tl
big oL® d oL° n [L° T
4) Z= |L'dt+ = — e —-—|8q, At + I |2 +E'T —
“ g "=‘oj ("qk" dt aqk") % k=1[ano q"L ‘
e 1
”n 1,0 T,
=f(L°+E°)dt+fL°dt+ s r’—.—sq,] ' BT, — T,%) =
k=1 qu° 0
T
" » T3L° 1
Ez°+/L°dt+ s [—.—qu + EYT, — T)).
y k=1|0g,° 0
B\

Poniamo F(f) = f L°dt, da cui:

Ty

f Ledt= F(T,) — F(T,%) = F(T,") + (T, — T)F{T,") + ...— F(T,%)=
T°

=(T1 - T1°)L°(T4°) + oy

dove i puntini indicano termini di ordine superiore al primc.

Osserviamo inoltre che, nella approssimazione considerata, ri-
sulta pure:

La (4), diviene cosl:
2= 2%+ (T, — TOLAT,Y) + z [—~oq,,] + BT, — T,9)

Quest’ ul.ima relazione pud essere trasformata se si ritiene il
periodo T, muvltiplo di ciascuno dei rimanenti periodi T, e T,°
multiplo dei rimanenti T,°. Sia dunque:

(5) T‘ =thk; T‘O = thho (h=2, 3, weey ”),
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con ms, My, ..., m, numeri interi. Si ha in tal caso:

oL® e oL° oL°
l.—o 8qk] =(ﬁ) 30(T,) —( : ) 3,(0) =
09, 0 Q] T 09y /o

LO
= (?“" )T° Bap(T.%) — 3q,(0)],

2q,°
da cui:
»n (3I)°
Z=Z+(T, = T.OLNT,)+ = (—) R T.%)—2q 0]+ E(T,- T.°)=
k=1 aqko e
oL°
(6) = 2"+ (T, — TOLAT,) + (a p °)T [394(T.°) — 3¢,(0)] +
1 17

LT
3 (35), P — 30,00 + BT — T2,
h=2 aqh T[r’

Risulta evidentemente

8qu(T*) = qu( T\) — ¢ %T°) = qu[ Ty + (T,° — T) ] — q,° (1\°) =
= qu(T)) + g TNHTL — To) — ¢ (T\") + ... =
=q(0) + ¢(TNT" — T) + ... — ¢,°0)+ ... =

= 3g,(0) + @ TONT, — T) + ...

In base alle ipotesi ) abbiamo inoltre:

() T =qy(T,°) — ¢, 1) = q,[Ts + (T\°* — T\)] — ¢,(T,%) =
= q(Ty) + g T)T* — T) — q,(T,%) + ... =
= ¢, T3) + QATONTL — T)) + oo — g, °(m, T0) + oo =
= q,(0) + AT T,° — T) — ¢,°0) + ... =
= 8g,(0) + g AT T.° — T) + ...

La (6), nelPapprossimazione considerata, assume cosi la seguente
forma:

» (30 .
®) Z=Z°+[L°(T;°)— b (—) qk°(T‘°)+E°](T‘— T,%.
k=1 aqko e



432 OARLO VENINI

» oL .
Osserviamo che I’espressione 3 ——¢q,° — L° & la ben nota fun-
k=109;"
zione di HAMILTON (costruita con le coordinate esatte g,°) la quale,
allorch® i vincoli sono fissi, si conserva e si idenfifica in ogni

istante con I’energia totale E° [2]. Dalla (8) si ricava allora:
®) 3Z=72-—-2°=0.

Se il maggiore dei periodi delle coordinate libere & multiplo
dei rimanenti, la quantitdh Z si mantiene dunque stazionaria, in
coorrispondenza a variazioni del primo ordine delle coordinate
libere-stesse.

Per una deferminazione approssimata del moto & in tal modo
lecito far uso del principio variazionale (9), che viene applicato
nel modo seguente. Scelte = funzioni periodiche di prova g,(f),
q:(t), ..., q,(t), la funzione integranda al secondo membro della (2)
risulta espressa in funzione del tempo: il suo integrale definito,
noto E°, fornisce il valore Z. Tale valore dipenderd in generale
dal massimo periodo T, (o dalla corrispondente pulsazione w,) e
dalle ampiezze A, delle coordinate assunte. Affinché tali coordi-
nate siano prossime il pit possibile a quelle esatte, & necessario
scegliere la pulsazione e le ampiezze in modo che Z soddisfi alla
(9), ossia alle seguenti relazioni :

, 0z .z _
(9) A =0 e=12.,m); ==

Il risultato verra ora applicato a due particolari sistemi meccanici.

2. Oscillatore armonico spaziale. Consideriamo un punto libero
P, di massa M, soggetto alle tre forze elastiche attrattive — K,(P—C,),
— Ki(P — C;), — Ki(P — C,), essendo K,, K, K; costanti positive
e C;, C;, C, i piedi delle perpendicolari calate dal punto mobile
sui tre piani coordinati x,x,, x,%,, % rispettivamente.

Assunte come coordinate libere le cartesiane ortogonali x,, x,,
x, di P, la funzione lagrangiana & la seguente:

. 1_. 1 1. 1
L= % Mx,* — % Kyx,* + 3 Ma,® — 5 Kyze® + §Mx,’ — éKsma’.
- X
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®Ritenendo il punto inizialmente nell’origine, scegiiamo quali
funzioni di prova

(10) =, = A,;sen(ot); x;= A;sen(ut); x, = A,sen (n,l),

. o . . I3 . T T T
le quali riassumono il valore iniziale agli istanti o e rispet-
/ 1 2 3

tivamente. Imponiamo inoltre al nerindo della prima funzione di
essere multiplo dei due rimanenti, cio®

(11) g == My ; 0y = M),

con M, e m; numeri interi.
Cid premesso, la (2) prende la forma:
Lo 4 tant
Z = MAl 0,* cos® (v, f) QK,A, sen?® (o) +

-+ 1 MA, ;% cos® (wil) — 5 K 24" sen(w,?) +

2 2
1 1 .
+ 5 MA;o;* cos Fogl) — 5 ? sen’® (w,t) + E°]di.

Tenendo conto delle ipotesi (L1). iqtegrando si ottiene:
T
(12) Z = 4MA{2W1 4K‘Al o -+ MAz m; 0)1 —_—— KzAz ;

T MA M, — KA -—+ = Ro.

4+
4 Wy

Applicando la prima delle (9°) abbiamo:

3Z T 1

aA‘——2MA‘0)l —_ QK(A“;;:O,
da cui

K,.

(13) — T[l ;
oz BZ 1
aA,— 2MA2M2 W, — KzAg =0, aA MA M, o),—- KA =0,
ossia:

11K _ 11K,

NV MTm, VM



434 CARLO VENINI

Confrontando con le (11) si ricava:

(14) ‘””ZV%; ma:‘/%,

Per le (11), (13) e (14) le costanti elastiche debbono in definitiva
soddisfare alle relazioni:

Ks K,

(1) K=m g =
ossia i rapporti Ig(} e %—3 debbono essere rispettivamente i qua-
i 4

drati di un numero intero.
Applicando alla (12) la seconda delle (9) si trae:

0Z = = 1 T 13 1
(16) a—m“'——zMAlz+1K4A1’O?+ZMAggmg’+1K2A.22"';2+
13 T 1 nH°
+ ZMA,?m,’ + ‘IK,,AJ ot " o =

Ricordando la (13) e le (15), dalla {16) deduciamo:
a7 % (Kid*+ KA+ K A,%)=E".

Osserviamo che le funzioni di prova (10) posseggono la mede-
sima forma delle funzioni soluzioni esatte delle equazioni di moto
del punto materiale. Come & quindi ben naturale, le pulsazioni
(13) e (14) non differiscono dalle note pulsazioni rigorose, mentre
la (17) coincide con la esatta relazione che intercede fra le ampiezze
e lenergia totale.

Scegliamo ora come funzioni di prova le seguenti funzioni
approssimate:

242 242
(18) Xy =4, (w.t = ¢ )3 xy =4y (‘l’zt - wi‘t )}

T

43
X, =A, (’”at L ),

ki3

le quali hanno la stessa forma della funzione usata da LUTTINGER
e THomMAas nel problema dell’oscillatore armonico lineare e, come
le (10), si annullano nell’istante iniziale.
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Esse perd, a differenza delle (10), tornano ad annullarsi solo

negli istanti 1, —“—, Ll rispettivamente; di conseguenza ' (7) non
Wy Wy Wy

perde la sua validitd soltanto se i periodi risultano ug. ssia
8e v, =— v, — v, = w. Per la seconda delle (5) il principio vatiazio-
nale (9) & applicabile se anche le pulsazioni rigorose (13) e (14)
coincidono il che comporta K, = K, = K; = K.

La (2) assume allora la seguente forma:

40t 4o “t’)
+
w

i3

T
Z _—_[” E M(A® + 45° + 4,9 (w’ _
0

1 348 444
—5 K(4 + 45 + A4, (w“’t? _ 2 "’“f ) + E"] dt.

T

Integrando si ottiene

0o
19 Z= }; M(A,* + Ag* + A0 —are K(Al + A+ 4, =B
Applicando la prima delle (9°) si ha:
3Z °Z oZ nd 1
Y Vant Y Vit W MA,m —an KA‘ =0,
ogsia ’
_ /K= JE.
(20) w= Vio VM =0.993 M
Dalla seconda delle (9°) si trae infine:
Z = 8 1  =E°
aw EM(A‘ +A2 +A,)+ K(A"-FA??-‘FA;);’——‘—Q’T:O,

da cui, in virth della (20),

2 [}
1) A2+ A + A,’__g—g(E" ©1,521 . % :

Osserviamo che la pulsazione (20) & molto prossima alla pulsa-

zione esatta V—lli%’ mentre la somma dei quadrati delle ampiezze
EO
fornita dalla (21) si scosta dal suo valore rigozeso N
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3. Bipendolo. Come secondo esempio, consideriamo un bipendoio
costituito da due gravi puntiformi », e P; di egual massa, mobili
in un piano verticale; i due gravi somo collegati da un filo di
lunghezza @, mentre P, & collegato ad un centro fisso O da un
filo di lunghezza b.

Assumiamo come coordinate libere gli angoli 6 e ¢ che OP, e
P,P; formano con la verticale discendente; questi angoli somo-
quindi valutati a partire dalla posizione di equilibrio stabile.

Ci proponiamo lo studio delle piccole oscillazioni attorno a
tale posizione.

.Se M @ la massa di ognuno dei due gravi e g l'accelerazione
di gravitd, la funzione di LAGRANGE &:

L= Mb*%® + % Ma'y* + Mabdg cos (9 — ¢) + 2Mgb cos 6 + Mga cos ¢.

Trascurando nella precedente i termini piccoli di ordine supe-
riore al secondo, si ottiene:

(22) L= Mbt 4 Ma'y* -+ Mabsy — Mgbo* — ; Mgag®.

Si constata .con facili calcoli che, mediante la sostituzione
lineare ed omogenea

b—a+ Voi+al b—a+ VOE+a®
(23) 6 — va * X+ X2; 9= Xy — av * Xz,
la (22) diviene:
1 — .
(24) L= 5 M+ a® + b Vb2 + a¥)x® —

1
2

Mg(b—i-(;; +Vb’—-|-7—%\15’ti——6§)wﬁ+

. 2
+ M(b2+ a2 — a 'V b + a*)jxs® — Mg(% +a +% Vboi4-at— Vb*+a9)ac32.

Con !’introduzione delle due variabili ;, e x;, che sono puri
numeri come 8 e o, la funzione L assume in tal modo la mede-
sima forma che ad essa compete nel problema dell’oscillatore ar-
monico piano, al quale & cosl ricondotto il presente problema.
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Osserviamo perd che il rapporto positivo

wg’ Vi+e+c b

ot ) T Viee -1 (c=5>
fra le pulsazioni esatte risulta, per qualunque valore reale e posi-
tivo di ¢, maggiore di 1+ \2; di conseguenza l’intero m; non
pud essere minore di 3 e anche il rapporto fra eventuali pulsa-
zioni approssimate deve godere di questa proprieta. Non & quindi
lecito assumere funzioni di prova aventi la forma delle (18), le

cui pulsazioni, per quanto detto, devono coincidere,
Ritenendo, ad esempio,

(25) v _ g

operiamo invece con le seguenti funzioni:

11 028 ol lodtt )

(26) x, = A, (m‘t-—@- R ),
11 08 w38 Lwelét

xz-—Az((:)gt-——b— = + e _6 e )’

la prima delle quali assume il medesimo valore agli istanti O,

n 2r 3n 2r 3«

—, —, —, la seconda agli istanti O, d y —; —. Ponendo per
ol oWy’ oy W Wy wWg

brevita

2 e e —————
Mp+a2+-bY b+ a¥)=q; Mg(%+b+Vb’*{—a’—%\/bf+a2)=[i;

M{b”+a2——a\/m)=%y; Mg(b +a+ - Vb’+a’—\/b2+a’-) %z,

1a (24) e la (25) divengono:

, t ..t . 1., 1
(24) L:-ém"—‘zﬁx"+§~{wg’——-2-e:x;,2,

(25) V% =3 /g:-
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Imponiamo infine la condizione:

[OF)

27 —=3.

0y

Si ottiene allora, dopo qualche calcolo,

591: 313n? 167

28) Z —/. (L + E%dt = ocA‘ W — 25360 BA‘ ?8—YA22(1)‘ —
3r? 1 =E°
— 604 o, o,

Annullando le derivate parmah della (28) rispetto ad A, e ad
A, si ricava:

(29) m‘=1r] %_14% l/g'

/ - 1/E.

Dalla (29) e dalla (27) si trae inoltre:

3n /e
(30) v =715 V; s

mentre dalla (29) e dalla (29') si deduce:

oo l/B.
31) V§ » 2,08 ] E

La lieve discrepanza fra la (31) e la (256) va naturalmente
attribuita al fatto che le differenze (1), pure essendo prossime
a zero nell’intervallo di integrazione assunto, non sono in pratica
infinitesime.

Osserviamo infine che il quoziente fra il periodo T, della prima

delle (26) ed il periodo esatto T,° & -1— %fé?.. 1,070, mentre il quo-

ziente fra T e T:" ha il valore ;—* 1,060.
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