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Swl grandi dirtsori primi dei polinomi di esponenziali
a coefficienti interi.

Kota dï ROMANA BACCHIANI e ANGELA M. SPERA (a Milano) (*) (**).

Sftitto. - Sia F(y) un polinomio a coefficienti interi; posto y — a*w(m > 1>
I a | ^ 3), Q(x) = Ffa*"*), denotiamo con T?x il massimo divisore primo
del prodotto ö ( l ) • Qr{2)... ö(x) (togliendo gli eventuali fattori nulli, al
piü in numero finito). Si dimostra che P*/Vx log x —*• -f- oo per
x—•-t-oo e s* aggiungono altre infortnasioni sul complesso det dtvtsori
primi « grandi».

Snmiuary. - Let F(y) be a polynomial with integer (oefftctents; we set non*
j = a*m (with m > 1, | a | ^ 2), and Q(x) = F(a*OT), a»id we $fea
with Px £fee greaUst prime divisor of the product G(i) • O(2)...
{where we shall remove the possible vanishing factors, which can be at
most a finite number). We can demonstrate that P«/Vx log x - ^ -H OO for
x —*- -h oo, awe? other informations can be added about the whole of
the « large * prime divisors.

1. Siano c0, c o . . . , cn razionali interi e poniamo F(y) = co3/M -»-
-hc,^"-1 -»- ... -f- cn. Siano a e m interi, | a \ ^ 2, w ^ l , e poniamo :

* = *•".
Li» funzione

/
(1.1) G(x) = F(a*m) = wn*m -+- c^*—"*m -4-.... -4- crt

aeeume valori interi per x==l, 2, 3, 4,....
Consideriamo il prodotto:

(1.2) n(a;) = G(\)

e denotiamo con Px il massimo divisore primo di questo prodotto.

(*) Pervenuta alla Segreteria deU'TJ. M. I. 1'11 ottobre 1961.
(••) Studio eseguito nell* ambito del Gruppo di rieerca K. 14 (1960-61)

del C. N. B.
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In questa Nota studiamo Fandamento di Px e cerchiamo di
trarre informazioni sulla scomposizione in fattori primi di U(x) per
quanto riguarda i divisori primi piii grandi.

Nel caso in cui F(y) abbia radici intere della forma a°"m qualche
fattore Giu) di ïï(x) è nullo; in ogni caso tali fattori nulli sono al
più in numero finito e quindi per x^x0 conveniente risulta

; conveniamo in questo caso di porre

f 1.2') Il(x) = G(x0) • G(x0 - h l ) . . G(x).

Le proprietà di Px che abbiamo in vista sono di carattere
asintotico e pertanto la considerazione eventuale del prodotto
(1.2') in luogo di (1.2) non altera la questione. Supporremo pertanta
G(x) 4- 0 per x > 1.

Su questo argomento ei sono noti i risultati seguenti:

a) Se m— l è P ^ + o o . (*)

b) Se m = l , F[y) i r r iducibi le , r i su l t a : (')

lim PJx log x ̂  l /2(» -¥-1)

I n questo caso sono note anche proprietà sul n u m e r o de i
divisori pr imi superior i a x log1—6 x(e. > 0) e super ior i a otac log x
0 2 l

c) Nel caso m^> 1, n^l9 {a, cn) = l, F(y) irriducibile, risulta: (8)

limPx/\Jx\ogx>0

II metodo seguito in b) è diverso da quello seguito in a),
poichè questo è rivolto a una proprietà più seïnplice. 11^ metodo
seguito in c) è analogo a quello seguito in b), e noi, riprendendo
in esanie c), con alcune modificazioni, siamo pervenute ai risultaii
espressi dal seguente Teorema. (4)

(*) &. POLYA [3].
(2) G. R I C C I [4].

(3) M. CUGÏANI [11.
(4) Seguendo ia consuetudine consideriamo nulle le somme vuote di

termini e uguali % 1 i prodotti vuoti di fattori
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. - Sia K> 0. Deno&amo co»: 1). P« il mass%mo
Mvisore primo di R(x); 2). N K U ) e SK(X) rispettivamente il numero
% la somma dei divisori primi distinti di U{x) che superano
K V ^ l o g x ; 3). QK(X) il massimoMvisore di n(x| composto esdusi-
vamente con fattori primi maggiori di KV^ logx .

Allora valgono Ie seguenti rélazioni di limite^ per x —*. + oo:

(A) Pxjy/x log x -* -+- oo.

(B) Per ogni K>0, Max\PJx, NK(x)\ — -»- oo.

(C) Per ogni K> 0, SK{X)JX — -+- oo.

(D) Per ogm üC> 0, log Q/c(ar) c^ log ïl(2c),

OSSEBVAZIONI.

1). (A) è coaseguenza di (B), poichè, se esibtessero un numero
IC e una successione crescente di interi x per la quale
P# < KVas' log as', sarebbe P*/x' w 0 e JVk(aO=° contro (B).

2) (B) è conseguenza di (G). Per assurdo: se (B) non valesse
esisterebbero un numero J3 '>0 e una successione crescente di
interi x\ tali che

Max \PSB'/.C', NK(x')\<H;

lungo questa successione sarebbe P^jx' <: H; NK(X') < H
Sxix') <L iVK(xO • P*f < ff'a;' contra (C).

Rimangono quindi da dimostrare (C) e (D).
Denoteremo con la lettera y délie costanti positive opportune

{indipendenti da x e da p), non necessariamente Ie stesse nelle
varie occasioni; quando sarà il caso Ie contraddistingueremo
facendo uso di indici. Conveniamo per semplicità di scrivere

), OC), M) ecc, in luogo di >([?]), 6?{[?]), IJflS]!, ecc.

2. Limitazione per log U(x).

Scelti due numeri reali positivi yi e Y2, tali che yt < | c0 | < Y 2 ,
essendo

| G(x) | = | a |»*m . | c, f- c i a - m + .

•è sempre possibile determinare in consegaenza uno ;0 tale che



SUI GRANDI DlVI SOUL ritT UI DLL POLIISOMI DI Lbi'ONI \ / i \ L I LCC

per ogni £|̂ > £0, sia :

(2.2) Yl«r |-1>m<l<î(?)|<Y1|o|<">

e quindi anche:

(2.3) I ^ K T I I » ! " 4 " perS'^Ç

da cui

(2.4) Y» •+• «($ — l)w l°g I « I < l o g I Gtë) I < Ï4 •+• »5m log | a

e

(2.5) log | G($') | < Y* •+* W5m log | a | , (V ̂  Ç).

Poniamo (per Ç ̂  ?0)

4>(i) = log n(£) c= 2 log | G(u) | = 2 ... -+~ 2

= *(?0) + 2 l o g | G(u) | .

Dalla (2.4) segue :

(2.6) <&((•) > 2 | YJ H- »(£ — l)m log | a | J > TÇ1""*"1.

Denotiamo con l{p) Tesponente [della masBima poterza di p
(la lettera p indicherà eenipre nuineri primi) che diYide fl(̂ ).
Bisulta:

Dobbiamo procedere alla maggiorazione di l(p). A questo scopo,
e per il seguito della dimostiazione, piejuettiamo alcuni leiumi.

3. LEMMA 3. - Siano z0, a, m inteii, | a | ^ 2 , m ^ l ; sia
iroltre:

g&px = (gsp)p* = p*jp'fp \ p — 1 ; s = 0 per * < a , «:=*— a

per i ^ a ; a < log [ 2a I T - ^ - |
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il gaussiano di p* nella base a. Il numero N(l) delle soluzioni
0 < x ^ ? della congraenza

(3.1) a^Es

verifica la disuguaglianza

dove v((S) è il numero delle soluzioni distinte (mod p) della con-
gru enza xm = s0(mod p).

Dimostrazione. - lia (3.1) si puö scrivere:

(3.1') xm = 20(mod p - p%

Possono presentarsi due casi :

1°) (P, ••) = !, 2°) p | d , .

Nel primo caso il numero delle soluzioni della (3.1') è dato dal
prodotto dei numeri delle soluzioni delle due seguenti congruente :

xm = 0o(mod ps) ; xm ^ 0̂(mod ̂ ).

Come é noto dagli elementi della Teoria dei nurneri, la prima
ammette al piu 2m soluzioni. Se indichiamo con v(ö) il numero
delle soluzioni della seconda, il numero delle soluzioni della (3.1')
in interi positivi se, con 0 < x <J l, non puö superare (essendo

Nel seconde caso l'analogo numero non supera: (5)

(5) M. CUGIANI [1]. Iiemma I I pag. 39.



SUI GRANDI DIVISORI PRIMI DEI POLINOMI Dl ESPONENZIALI, ECC. 417

Quindi N(%) rerifica comunque la seguente disuguaglianza :

Fissiamo l ' in te ro a, alla successione \pi\ dei n u m e r i p r imi ,
eorrisponde ïa successione | $t | dei gassiaiii di pz.
I l numero v(j$f) = v(#0, (Jj) dipende da l e da s 0 . Vale il seguen te

L E M M A I I . - v(S() = o(/)/)(per l — -f- oo).

Cioè: esiste una successione tt - * 0 tale che

per 0(l qua lunque e £* indipendente da 0O.

Dimostrazione. Si t ra t ta di dimostrare che ad ogni yj > 0 si pu 6
coordinare un p^z^p^) tale che per ogni j?tS>p0 si abb i a :
v(S,)^vj • p ï (Per semplicità di scr i t tura d J ora in avant i , in luogo
di 3j e pt, scriveremo p e j», r ispet t ivamente.)

Ad ogni coppia (20, t3) coordiniamo c ï = : ( ^ , S) e poniamo
ft — cï • j$'. Sia inol t re gr la massima f ra tut te Ie potenze qj che
figurano nella scomposizione canonica 3' ̂ ^ Ilg^ di ,8'. F issa to un

<l 1 P'
numero i C > 0 , r ipar t iamo Ie coppie (0O, ̂ ) nelle seguent i qua t t ro
classi, tali classi potendo r i su l ta re vuote o anche avere eventual -
mente elementi in eomune :

1) 0»o, ,6) con $<plK

2) » » $2iplK e d > Iv

5) v » §>PlK e gif > Jv

4) « »

(Osserviamo che la classe 1) non dipende da ^0).
I l nostro problema consiste nel maggiorare convenientemente v(ji)
nei quattro casi.

1) Se $<Lp]Kr: essendo v( f )^p , - s i deduce che v(p)<£
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2) $ ̂ tp/K e d> K. Ad ogni soluziöne xx di xui ss 30(mod p)
si coordina una soluzione yi di &"jd)yVi a= 0o'(mod p') nel modo se
guente : sia $"• la minima potenza m-eeima perfetta che è diviBibiL
per et Poichè d | xm allora 5m | a;m; ne segue ene S | x. Posto »!=
= 82/^ la congruenza si puö scrivere:

h'xy^ s 0o(mod p);

dividendo per d e ponendo o;" s= d • cZ', si ha :

(3.2) d' • t/j"1 « e'0(mod pO

: (d', 0oï = 1, (d', p') = 1, (0O
#, p ' j = 1

) <2/i> P') •= 1.
ente un numero 2/j ,(0 < i/j < fO proviene, corne s

ver\f ica immediatamente, da r3/S inten del tipo xx. Ne sejue :

3) Veniamo al caso in cui $^p/R e

Da xm 2= ^«(niod p), segue come sopra

Si considerino Ie congruenze:

Tl numero delle soluzioni, (mod p')> di questo sistema non
sup^ra (v. Lemma I) 2m « p'/̂ f* Segue che il numero v(p) dolle
8o]uzioï 1 (mod p) di am ^ ^0(mod p) verifica la seguente disugua-
glianza:

v(p) < d . 2m . ^ = 2m i- < 2m^
= gr O Y = if
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4) Sia ora d^_K e qr> /Tessendo &>p/FC. Detto w il numero
dei fattori primi distinti di 3' risulta: (V — B / d > p / ^ 2 e V <~ K \
da cui : K'ù ]> pIK*, cioè :

(3.3) o) ̂  _14Ai_fV_J! = LOTLr _ 2.

Sappiamo che il numero delle soluzioni della ƒ3.2) non
<p(j3') = S'n(l — 1/q). Osserviamo che q' 5^ K e quindi :

n a — Uq) <^ mi - i/g') < n a - i/K) = (t — t/TT) '

da cui, per la (3.3):

che, assunto 7T!> 2, non supera :

<4exp ! — l'(KTlog K)

< : 4p—i/f/vlos K")

Dunque:

v(8) ̂  <ï • cp(S') <^d • ̂ ' - 4p - l / ^ l o « m ^ (4 p^ fKln* K)) . p

Riepilosrando: vf3) è, nei quattro casi, ma^ïiorato rispettiva-
mente da: pjK, plK1/m, 2mvlKX^Pl!<KU-K)) • P (per K> 2). Allora,
fissato v), si deterraini iT cosï grande da avere 2m/K<C.y\ ©
l/lT l / m < Ï | , e poi 79n = p(1(v), K) cosi srrande da avere 4//V'(^iogK:) <; yj.
In tal modo. per p<^p*. risulta v(B) < vj . p e pertanto esjLarfe una
successione e(p) —*• 0. per p —̂  -»- oo, tale che v(3) <; s(p> • p.
~* È sempre possibile sces;liere s{p) in guisa che risulti

e(p) • p -* -f- oo, per p^^-, H- CXJ.

LEMMA. III. - Se s(p)l— 0, vale la limitazione

2 s(p) • p = o(03?/log oc), (per p —* -+- oo).
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Dimostrazione. - È noto che, scelti convenientemente k' e fc,
k' <fc, risulta:

k'n log n<pn<kn log w,

avendo indicato con pn Tn-esimo numero primo.

Posto &(n) = Öup £(̂ )), abbiamo, per 2 < p K 0 ^ P , - i < a; < j?r, :

S = 2 t(p) *p= 2 £(p) . p -h 2 e(p) • p ^ £(1) 2 p H- e(n0) 2
^ ^ < ^ <

12 H- & ^ log tdt | +t(no)kft log
2 n0

OsserTiamo che per nQ fisso e r —* -+• oo, risulta :

2 «o

e quindi:
r

'S ̂  B(nQ)k(l -f- o(l)) f t log £c££ ̂  e(wo)O(

«o

e poiché £(tt0) — 0 per _p —̂  -f- oo, si deduce che :

Sl(x2jlog x) — 0.

4. Maggiorazione dell9 esponente l(p).

Per valutare 1' esponente della massima potenza di p che divide
il prodotto Iï(ç), fissato p(^2), distinguiamo i due casi :

1°) p ! a; 2°) (p, ó) = l.

Supponiamo dapprima che p | a e siano: p a la massima potenza
di p che divide a e prh la massima potenza di p che divide il
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coefficiente ck ; per indicare ciö scriyeremo :

Allora gli esponenti delle massime potenze di p, che dividono
i termini di G(x\ sono ordinatamente :

Yo •+• nxmoi, YJ -+- (n — l)xm • a , . . . , Y « - I -+- a?m * a, vn .

Ed essendo a > 0, per aj^cc()(p) conveniente, risulta:

Yo •+• nxmu. > Yi -+- (^ — i)xmx > ... > Y« -

Perciö, se (a, cM) > 1, sark: prn || G(x) (per x^x^(p)); se invece
(a, cn) = l, G(x) non è divisibile per alcun p \ a.

Quindi:

se (a, c„) = 1 è Z(p) = 0, per ogni p \ a ;

se (a, c„) > 1, prn || cn, è l(p) ̂  Cp H- Y«£

(essendo C,, una costante indipendente da £)•
In ogni caso:

(4.1) 2 Z ( p ) £ ^ ï n + 0(1) = 0©.
p | a p | a

Veniamo al secondo caso : p non è un divisore di a.
Consideriamo la congruenza

(4.2) G(x) = F(a*m) ^ 0(mod p*)

e determiniamo il numero degli interi ac, oon 0<x<Ll, che ne
sono le soluzioni.

Si osservi che ad ogni soluzione t/0(mod pO di

(4.3) F(y) B 0(mod p')

cörrispondono tutte e sole le soluzioni distinte (mod gspOj délia-
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con^ruenza :

(4 4 N xm s s 0o(mod gs p{)

d VG 20 è t a le che

È noto che il numero delle soluzioni distinte (mod p*) della (4.3)
non supera la costante nD?, dove D è il discriminante di F(y)(*).
Per i lemmi I e I I (n. 3), possiamo affermare che il numero v(p*)
degli interi 0 < « ^ 5 che sono soluzioni di (4.2), verifica la
disuguaglianza :

-+- e(p) • p) quando («0, p) = 1,

-*- 1) quando p | 0O.

I n ogni caso vale:

5) v<p') ̂ T {— H- i(p) • p) .

D'altra parte se p*\\G(u) (Có.t^t* <, 5)

I G(u) | ftS-?log U | •- T, < TfS-
logp ô

per la (2.5). Segue che :

k

(4.7) Kp)<L 2

Yalutiamo la sommatoria précédente. Tenendo conto della (4.6),
abbiamo :

k k k

2 Y | i/p"-*1/"» -*- e(p) . p * = y 2 E ( J ) ) . J ) + V 2

(«) T. K .QEi-i- [2].
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Per Fulfcima sommatoria abbiamo (si ricordi che per i "-" */ è da
porre i — a = 0) :

Je ft:—a oo
2 l/p(*—«>/•» zzz a _|_ 2 1 jpu Im ^ ^ a -t- 2 l / p w / m

•=i »=i t*=i

^ a + r-l/i)'/'»;

e quindi:

(4.8) Z(p)<T - — •̂•ï:»> • —s • --

— Jogp '

<
= logp

Ricordando a questo punto che, per p \ a, b l(p) = 0(0
si vede che (4.8) raie per p \ a e per (p, a) = 1.

5. Dimostrasione delle proposizioni (C) e (D).

Dalla (4.8) si deduce che

(5.1) * © = log n<Ç) = 2 i(p). logp < E
p|n<ê) "" in

Sia ora ̂  ̂ iTV^log^- Risulta:

= S7(p) ïogp •+• 2"

D'altra parte, per la definizione di QK(X) ;

' i)logp -+-log QK(X) =

• i{p) • p -t- (X.X) I •+- log
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= Y«m * o(x) -+- O(x)ofy) -t- log QK(x)

E tenendo conto della (2.6), si ricava la relazione (D):

log

Osserviamo clie è:

log U(x) = o(xm

O(X) \ .

Bicordàndo che si pu6 fissare s(p) in guisa che t{p) • p -^ -h oo per
J9 -* -t-oo^ risulta:

log U(x) = o(xm+l) -h 2

«, per la (2.6) :

cioè:

« questa è la proposizione (C).
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