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Sut grandi divisori primi dei polinomi di esponenziali
a coefficienti interi.

Nota di RoMaNa BACCHIANI e ANGELA M. SPERA (a Milano) (¥) (%),

Sante. - Sia F(y) un polinomio a coefficienti interi; posto y — az™(m >1,
| & ] =9), Gx) == F(az™), denotiamo con Pz il massimo divisore primo
del prodotto G(1) - G(2)... G(x) (fogliendo gli eventuali fattori nulli, al
pitt in numero findlo). Si dimostra che Pz/VYxlogx — 4 co per
X — o0 € 8¢ aggiungono alire informazioni sul complesso der divesori
primi «grandi»s.

7

Smmmary. - Let F(y) be a polynomial with integer coefficients; ive set noiv
y==8a*" (with m>1, |a|=92), and G(x) = F(a®"), and we shall denote
with Pg the greatest prime divisor of the product G(1) . G(2)..G(x}
(where we shall remove the possible vanishing factors, which can be at
most a finite number). We can demonstrate that Pz/Vx logx — + oo for
X — + oo, and other informations can be added abowt the whole of
the «large» prime divisors. -

1. Siano ¢,, ¢,,..., ¢, razionali interi e poniamo F(y)=cy" +
+e,y" '+ ...+ c,. Siano a e m interi, | @ | == 2, m>1, e poniamo:

La funzione

(1.1 G(x) = F(a2") = c,a"=" + ¢, a"—V=" 4 . + ¢,

assume valori interi per x =1, 2, 3, 4,....
Consideriamo il prodotto:

(1.2) () = G(1) - G2) - ... - Gx)

e denotiamo con P il massimo divisore primo di questo prodotte.

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. I. 1’11 ottobre 1961.

(**) Studio eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca N. 14 (1960-61)
del C. N. R.
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In questa Nota studiamo I’andamento di Pz e cerchiamo di
trarre informazioni sulla scomposizione in fattori primi di H(x) per
quanto riguarda i divisori primi piit grandi.

Nel caso in cui F(y) abbia radici intere della forma a*" qualche
fattore (i) di II(x) & nullo; in ogni caso tali fattori nulli sono al
pit in numero finito e quindi per x>z, conveniente risulta
G(x)40; conveniamo in questo caso di porre

(1.2)) T(x) = G(,) - Gl + 1) . . G(ax).

Le proprieta di P che abbiamo in vista sono di carattere
agsintotico e pertanto la considerazione eventuale del prodotto
(1.2") in luogo di (1.2) non altera la questione. Supporremo pertanto
Glx)+0 per x> 1.

Su questo argomento ci sono noti i risultati seguenti:

a) Se m=1 & Pz — +oco. (})

b) Se m=1, F(y) irriducibile, risulta: (%)
lim P jxzlog 2 = 1/2(n + 1)

In questo caso sono mnote anche proprieta sul numero dei
divisori primi superiori a xlog'— (e > 0) e superiori a axlogx

0 <a<<12m + 1))

¢} Nel caso m => 1, n > 1, {a, ¢,) =1, F(y) irriducibile, risulta: (%
lim Pz/Vxlogx >0

Il metodo seguijto in b) & diverso da quello seguito in ),
poicheé questo & rivolto a una proprieta pil semplice. 11 metodo
seguito in ¢) & analogo a quello segnito in b), e mnoi, riprendende
in esame ¢), con alcune modificazioni, siamo pervenute ai risultati

espressi dal seguente Teorema. (%)

(!) G. PoLya [3].

(?) G. Ricc [4).

(3) M. Cueiam [1}.

(4) Seguendo la consuetudine consideriamo nulle le somme vuote di
termini e uguali 8 1 i prodotti vuoti di fattori
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TeEOREMA. - Sia K> 0. Denotiamo con: 1). Pz il massumo
#visore primo di II(x); 2). Nk(x) e Sk(x) rispeitivamente il numero
e la somma dei divisori primi distinii di T(x) che superano
EVxlogx; 3). Qu(x) il massimo divisore di TI(x) composto esclusi-
vamente con fattori primi maggior: di KV x log x.

Allora valgono le sequenti relazioni di limite, per x — + oo

(A) Pz/Vzlogx — —+ oo

(B) Per ogni K> 0, MaxiP./x, Ng (@) — + oo.
&

(C) Per ogni K> 0, Sk(x)/x — + oo.

(D) Per ogni K >0, log Qk(x) > log (x),

OSSERVAZIONT.

1). (A) & conseguenza di (B), poiche, se esistessero un numero
K e una successione crescente di interi «' per la quale
Py < KVx'log «’, sarebbe Pgfx’ — 0 e Ng(x’)=0 contro (B).

"2) (B) & conseguenza di (C). Per assurdo: se (B) non valesse

esisterebbero un numero H >0 e una successione crescente di
interi «’, tali che

Max { Py /X', Ng(x')} < H;

lungo questa successione sarebbe Py [x’ —~ H; Ni(x') < H egyuwindi
Sk(x) < Ng(x') + P << H'z' contre (C).

Rimangono quindi da dimostrare (C) e (D).

Denoteremo con la lettera y delle costanti positive opportune
{indipendenti da = e da p), non necessariamente le stesse- nelle
varie occasioni; quando sard il caso le contraddistingueremo
facendo uso di indici. Conveniamo per semplicita di scrivere

FE), GE), E) ecc., in luogo di FE]), G([E)), O(f]), ecc.

2. Limitazione per log Il(x).

Scelti due numeri reali positivi y, e v,, tali che v, << | ¢, | <ys,
essendo

{2.1) | G@) | =|a|*=" . |c, + ca—" + ... ]

& sempre possibile determinare in conseguenza uno %, tale che
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per ogni §=>§,, sia:

22) rle " < |G| <nlalE”
e quindi anche:

(2.3) | GE) | <y.la"e" per &<}
da cui

24) p+af—1)"log |a]| <log| GE) | <y, +mni"log |a|
©

(2.5) log | GE) | <y, +nt™ log|al|, (& <E).
Poniamo (per §=>§)

dE)=1logNf)= 2 lo Gu)l= X ..+ 2
(%) g i) pmat g | Gu) | iaet, fcomt

=®E)+ = log| Glu)|.
Dalla (2.4) segue:

(2.6) PE> T jya+nE—U"log|a| >,
Eo<u=t

Denotiamo con !(p) 1’ esponente della massima potenza di p
(la lettera p indicherd sempre mumeri primi) che divide I(E).
Risulta:

log II(§) = = U») log p.
b4

Dobbiamo procedere alla maggiorazione di l(p). A questo scopo,
e per il seguito della dimostiazione, premettismo alcuni lemmi.

3. Lemma 1. - Siano z,, a, m interi, ja| =2, m=1; sia
inoltre:

gsp':(gsp)p‘:ﬁ-p‘(p Jp—1;8=0pere<<a, 8=i-— «

por i< a; a < log | 2a | logp)

kl}
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il gaussiano di p‘ mnella base a. Il numero N(f) delle soluzioni
0 <x < della congruenza

8.1) ™ = z(mod gs p*)

verifica la disuguaglianza

NE) < 2m (5"—,;,, + v(B) + 1)

dove v(8) & il numero delle soluzioni distinte (mod §) della con-
gruenza x™ = z,(mod B).

Dimostrazione. — La (3.1) si pud scrivere:
(3.1 x™ = z,(mod 8 - p°).
Possono presentarsi due casi:

19) (», 29) =1, 29 p| 2.

Nel primo caso il numero delle soluzioni della (3.1') & dato dal
prodotto dei numeri delle soluzioni delle due seguenti congruenze:

x™ = z(mod p°); ™ = g,(mod §).

Come é noto dagli elementi della Teoria dei numeri. la prima
ammette al pilt 2m soluzioni. Se indichiamo con v(8) il numero
delle soluzioni della seconda, il numero delle soluzioni della (3.1")
in interi positivi 2, con 0 <<x <%, non pud superare (essendo
vB) = B):

o ) (5] + 1) s om G 0)

<2m (58—517, -+ v(p)) y (0, 2)=1.

Nel seconde caso I’analogo numero non supera: (%)
2m (L + 1)
ps[m

() M. Cuc1ant {1]. Lemma II pag. 39.
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" Quindi N() verifica comunque la seguente disuguaglianza :

»

NG <2m ( p—‘-

s/ m -+ V(IB) -+ 1)'

Fissiamo 1’intero a, alla successione {p,| dei numeri primi,
corrisponde la successione |f,] dei gassiani di p;.
Il numero v(8) =v(z,, ;) dipende da ! e da z,. Vale il seguente

Lemua IL - v(3) =o(p)(per ! — + oco).

Cioe: esiste una successione g — 0 tale che
VB =z, By ey

per z, qualunque e ¢ indipendente da z,.

Dimostrazione. Si tratta di dimostrare che ad ogni n >0 si pud
coordinare un p,=pys) tale che per ogni p, =>p, si abbia:
v(®) < - p, (Per semplicith di scrittura d’ora in avanti, in luogo
di 8, e p;, scriveremo f e p, rispettivamenté.)

Ad ogni coppia (%,, 8) coordiniamo d=(z,, 8) e poniamo
B8=d.p. Sia inoltre gr la massima fra tutte le potenze ¢’ che
figurano nella scomposizione canonica .B':H]q-" di §'. Fissato un

qle
numero K >0, ripartiamo le coppie (2,, B) nelle seguenti quattro
classi, tali classi potendo risultare vuote o anche avere eventual-
mente elementi in comune: :

UG, B con 8= p/K

2) » » B=p/Ked>K
3) » » ﬁgp/Keq">K
4) » > pgp/K.déK, qYéK.

(Osserviamo che la classe 1) non dipende da 2,)-
Il nostro problema consiste nel maggiorare convenientemente v(8)
nei quattro casi.

1) Se § < p/K, essendo v(p)__g__ B, si deduce che R < p/K.
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2) p=p/K e d> K. Ad ogni soluzione x, di 2" = z,(mod )
si coordina una soluzione y, di (3"/d)y™ = z,'(mod §’) nel modo se
guente: sia 3 la minima potenza m-esima perfetta che & divisibil:
rer d Poichd d | x™ allora 3" | x™; ne segue che 3 | x. Posto x,=
= dy,, la congruenza si pud scrivere:

Bluylm = zo(mod p),
dividendo per d e ponendo ¢"=d - d’, si ha:
3.2) d’ « y,™ =zg'(mod §)

ssendo: (d), 20 =1, (d, )=, (&, §)=1, (y,, B) =1.
Inversataente un numero y,,(0 < y, < £’) proviene, come s
verifica immediatamente, da /¢ inter1 del tipo x,. Ne sezue:

N e T
8) Veniamo al caso in cui B = p/K e qr > K.
Da x™ = z.(zod B), segue come sopra
@™/d)y," = &'(mod §); (y,, =1
Si considerino le congruenze:
@7 /Ay, = z,'(mod ¢r) (g, 2 ) =1
"Dy, = 2,'(mod B'/gv).

I} numero delle soluziomi, (mod p’), di questo sistema non
sup~ra (v. Lemma I) 2m . p’/gr. Segue che il numero v(§) delle

soluzioi 1+ (mod 8) di a™ = zy(mod B) verifica la seguente disugua-
glianza:
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4) Sia ora d —~ K e qr = K essendo 8 = p/K. Detto w il numero
dei fattori primi distinti di 8’ risulta: 8’ =8/d>p/K? e *' < K ',
da cui: K" > p/K?*, ciod:

log(n'K? __ logp
3.3 > L = 9
@33 = log K log K

Sappiamo che il numero delle soluzioni della (3.2) non supera
o(f') = 8'TI(1 — 1/q). Osserviamo che ¢ << K e quindi:
q/B’

v

il —1/q) < Ml — 1/g7) < Tl — 1/Ky=(1—1/K)"
qd qIe’ Qe ¢

da cui, per la 3.3):
]‘[(1 o llq) S (1 —_ I/K)(lozpllog K)~~2 ,
qp

che, assunto K> 2, non supera:

4 exp|(logplogK)log(l —1/K)i <<4exp;—1/(Klog K) . logp}
< 4p—1l(l\'loz K)

Dunque:
V(B)g d. ‘P(.B,) g_d LB 4p—1lll{log Ky g 4 pt (Klog K)) p

Riepilogando: v8) & mnei quattro casi. maggiorato rispettiva-
mente da: p/K, p/K''™, 2mp/K.(4/p1(KleeK)y . p (per K> 2). Allora,
fissato v, si determini K cosi grande da avere 2m/K <<n e
1K™ <, e poi ny==p.(1. K) cosi erande da avere 4/p,/(Klog K) < .,
In tal modo. per p =>p,. risulta v(8) << . p e pertanto esisfe una
successione &(p) — 0. per p — + oo, tale che v(8) < <(p) - p.

T W sempre possibile scegliere ¢(p) in guisa che risulti
fp)e p — + oo, pér Ples. + oo,

Lemya III. - Se S(P)Q-—'\O. vale la limitazione

S ¢(p) - p = o(x*[log x), (per p — ~+ o).

p=2
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Dimostrazione. - B noto che, scelti convenientemente k' e k,
-k < k, risulta: )

E'nlogn <p, < knlogn,

avendo indicato con p, I’n-esimo numero primo.

Posto e(n) = Sup ¢(p), abbiamo, per 2 < pn, <p,, <@ <Pyt
P=

S= Zdp)-p= = «p)- p+ = “p)p<e(l) = p+elny) £ p
p=e <

= ng Pupe<p=Z ) PPy,  Ppy<p=2

<« ):2+kftlogtdt‘+e(n0)kftlogtdt

Osserviamo che per =, fisso e r — + oo, risulta:

"o r
jtlogtdt:o(ftlogtdt)
2 7,

e gquindi:

S < e(m)k(1 + o(1))ft log tdt < ¢(n,)0(x?/log x)

e poiché (n,) — 0 per p — —+ oo, si deduce che:
S/(x?/log ) — 0.

4. Maggiorazione dell’ esponente I(p).

Per valutare 1’ esponente della massjima potenza di p che divide
il prodotto M), fissato p(= 2), dlstmgulamo i due casi:

1 pla; 20) (p, @) =1.

Supponiamo dapprima che p | @ e siano: p la massima potenza
di p che divide a e p'* la massima potenza di p che divide il
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coefficiente c,; per indicare cid scriveremo:
pella; pialleh=0, 1, 2,..., n).

Allora gli esponenti delle massime potenze di p, che dividono
i termini di G(x), sono ordinatamente:

e

Yo = NE"%, 1y + (— DX ¢ %y iy Yuey T, Y,
Ed essendo « >0, per x>z (p) conveniente, risulta:

Yo + NE" >y, + (0 — D™ > L >,

Percid, se (a, c,) > 1, sara: p'n|| G(x) (per x = x,(p)); se invece
(@, ¢,)=1, G(x) non & divisibile per alcun p | a.
Quindi: '
se (@, ¢,)=1 & U(p) =0, per ogni p | a;
se (@, ¢.) > 1, p|jca, & Up) < Cp+ vl

(essendo C, una costante indipendente da £).
In ogni caso:

@1 2 Up)<E S v, + O() = OQ).
pla pla

-Veniamo al secondo caso: p non & un divisore di a.

Consideriamo la congruenza

42 G(x) = F(a®") = O(mod p)
e determiniamo il numero degli interi », eon 0 < ax << che ne
sono le soluzioni.

Si osservi che ad ogni soluzione y,(mod p?) di

@3 F(y) = O(mod p)

corrispondono tutte e 'sole le soluzioni distinte (mod gs p?), della-
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coneoruenza:
(C ™ = z,(mod gs p)

d ve 2z, & tale che
a% = y,(mod p’).
1 noto che il numero delle soluzioni distinte (mod p) della (4.3)
non supera la costante nD?, dove D & il discriminante di F(y) (®).

Por i lemmi I e II (n. 3), possiamo affermare che il numero v(p)
degli interi 0 <x <% che sono soluzioni di (4.2), verifica la

disuguaglianza :

y(pY) < 2m - nD'E/p*!™ + ¢(p) - p) quando (2z,, p) =1,
v(p) < 2m - nD*E/p*!™ + 1) quando p | 7, .

In ogni caso vale:

g3
(45) v(pi, —_<—_Y (p:]m + s(p) p)

D’altra parte se p* || Gu) G, <u < §)

tm . m
4.6) pologl 6ol _minloglal -y, _ %"
logp tog p =logp

per la (2.5). Segue che :
. . -
() )< 2 v 1Epi—®Im 4+ e p) - pl.
=1

Valutiamo la sommatoria precedente. Tenendo conto della (4.6),

abbiamo:

'u M,,

k k
Z Y IUp@in e ep) - pl=y 2 «(p)-p+v I Epeeln
=1 . i=1 . i

ng (i—qg) [ 18
Stogp® P+12 2 R wim,

() T. N .eELL [2).
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Per Pultima sommatoria abbiamo (si ricordi che per ¢ — v & da
porre ¢ — « =0): \

k k—a o
b 1/p(t—~¢)[m=a+ 3 1/Pu1m§a+ s 1/pu[m

=1 U=1 %=1

Se+y e 1ty

e quindi:
p)-p ... !
(4.8) l(p) é _IO)g P YE + Yd.; + Y’ pllm
= ~(12<D>)g pp R
E(p) p LY p
= long +Y‘logp‘

Ricordando a questo punto che, per p | @, & Up) = O¢) = 0()/log p
si vede che (4.8) vale per p | @ e per (p, a)=1.

5. Dimostrazione delle proposizioni (C) e (D).

Dalla (4.8) si deduce che

(6.1) o) = log II¢ )—— 2 l(p) logp < Z {y””s 7).« p + 0®) |,
Sia ora Y = K Vxlog x. Risulta:

<l>(:1:)::log[l(x)—— E l(p) logp= 2 ..+ 2 ..
Py P>
pill(z) pll)

=Z2'l(p)log p + Z"U(p) log; .
D’ altra parte, per la definizione di Qk(x) ;
b ‘) log p + log Q(x) =

< &(p) - p+ O(x) | + log Qlx) =
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= yx™ . o(x) + O(m)o(nl«) -+ log Qk(x)
= o(x™*') + log Qk(x).

E tenendo conto della (2.6), si ricava la relazione (D):

log Qk(x) o> log I(x).

Osserviamo che &:

log Ii(x) = o(x™**) + = IUp)logp=
: p>¢
rill(z)

=o@" )+ I iyx™ . e(p) o p+ O(x).
>4
plﬂ(z)

Ricordando che si pud fissare ¢(p) in guisa che e(p) P — -+ oo per
P — -+ oo, risulta:

log Ii(@) = o™+ + 2 yamelp)-p=
P>¢

é o(xrn+i) + yx'"s_(q/)SK(a:)
e, per la (2.6):

Yw'”s_(‘lf) « Sk(x) g .{xm+l

ciod:
Sk(@)/x = v/e(y) — + oo,

e questa & la proposizione (C).
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