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Su un teorema di A. C. Woods sul prodotto di » forme
lineari reali non omogenee.

Nota di Exrico BomBIERrI (a Milano) (¥) (')

Sunto. - Usando un teorema di A. C. Woods si danno alcuni nuovi risul-
tati sul prodotto di n forme lineari reali non omogenee.

Summary. - Using a theorem of A. C. Woods one gives some informations
on the product of n inhomogeneous real forms.

1. Il problema e ¢ risultati noti.

Siano %, &,, ..., £, » forme reali omogenee in x,, %,, ..., @,,
det 5=A=0, e p,, ..., p. # numeri reali assegnati.
Una nota congettura di Mixkowskr afferma :

esiste almeno un punto ¥ —(x,, ..., 2,) a coordinate intere, tale che

"
(1) u PG—alsla]/2n
i=1

Questa congettura & stata dimostrata per n» =2 dallo stesso
MiNKOWSKI [7] e da altri aatori; per » =3 da Remax [10], H.
Davenport [2], BikcE e SwINNERTON-DYER [1]; per n=4 da
Dysox [4].

Poniamo :

2) o == Inf. Sup. |A]/T]E—p|
é.y.n x

(x € A, reticolo dei numeri interi; ¢ =(p,, 05, «o, 0.))

3) @)= Inf. Sup. [A|/T|& —p|.
p x
La congettura di Minkowskr afferma:

4) w, = 2"

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’ U. M. I. il 5 agosto 1961.
(') Studio eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca n°® 14 (196(-61)
del C.N.R.
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N. TscHEBOTAREV [12] per primo & riuscito ad avvicinarsi alla
congettura in questione, dimostrando:

6)] w, = 2n/2,

Ulteriori miglioramenti sono dovuti a L. J. Morp=LL [8] e H.
Davenporr [3]; in particolare &

(6) w,=(2e—1—n)2n'2 per ogni 1>0 e w=n,(1) (H. DavENPORT [3]).

A. C. Woops [13] e, in seguito, L. J. MorpELL [9], hanno
migliorato la (5) con un loro metodo semplice ed elegante, senza
perd raggiungere la disuguaglianza (6).

Vogliamo in questa nota occuparci del problema di ottenere
disuguaglianze per u.,(%), in cui il secondo membro dipende anche
dal sistema di forme E.

Dal nostro risultato otteniamo come corollario che la congettura
di MINKOWSKI & vera per una vasta classe di sistemi di forme %.

I1 risultato di questo corollario & stato perd gia dimostrato da
S. 8. KowNER [6] e da Th. Scaxerper [11] con un metodo pin
semplice.

Th. SCcHNEIDER [11] ha ofttenuto anche una sua ulteriore gene-
ralizzazione.

Osserviamo infine che B. J. Bikca e H. P. F. SWINNERTON-
DyERr [1] hanno dimostrato che, quando si assuma la validita della
congettura di MINKOWSKI per 1, 2, ..., = 1 dim.. la congettura
in questione & valida anche in » dim. per una certa classe di
sistemi di forme £; questa classe & notevolmente piu vasta della
nostra. Tuttavia il metodo da moi usato per giungere al nostro

teorema & indipendente da quello seguito da BIRCH + SWINNERTON-
DvYER.

2, Il risullato.

Def. 1:

Sia M un reticolo a #n dim. e d(M) il suo determinante.

La regione §= | x, | <},, 1 <<4<#, non contenga punti di M

oltre I’origine e sia V(§) il suo volume.
Poniamo allora

Osservazioni.

Se V(§)>2"d(M), allora § contiene almeno un punto di M oltre
Vorigine a causa del classico teorema di MINKOWSKI.
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Dunque, per la definizione di §, V(S)<<2"d(M).
Ma ora V(§) =21, ... 1,27 da cui

0<<y(M)<1.

Il reticolo M sia definito dalle forme lineari m,, m,, ..., m,.

Se a,, a,, ..., a, sono # numeri reali, e M’ & il reticolo formato
dalle nuove forme am,, a,m,, ..., a,m, allora y(M)=y(M). Questa
osservazione ci sard utile nel seguito.

La dimostrazione & immediata se si osserva che d(M')=a, ... a,d(M)
e che, posto & = | z, | <X, = @,), risulta & libero da punti di M’
distinti dall’ origine e inoltre

Vi®)=u«,...a,Vid).
Il problema di determinare k,— Inf. y(A) & stato considerato
A

da MorRDELL (vedi ad es. J. London Math. Soc. 12, (1937) p. 34) in
relazione alla congeftura di MiNkowsKI; bisogna perd osservare
che i suoi risultati furono superati con altri metodi dalla (5) dovuta
a TSCHEBOTAREV.

Introdotta questa definizione e con essa il concetto del (M)
associato a un reticolo, poniamo per definizione:

Y{(m) = y(M), dove m,, ..., m, sono le forme lineari che definiscone
il reticolo M.
Avremo allora il seguente

TEOREMA A :

Siano %,, .., %, m forme lineari reali in x,, ..., x, con det}
=A=0 e y()> 1,2, e siano p,, .., o, » numeri reali assegnati.

Allora per ogni ¢ >0 esiste un punto ¥ = (z,, ..., x,) a coordi-
nate intere tale che:

”
g —p S| Ao+

dove
w=2/2y» — 2y — 1ph),  y=4v() (y=>1/2)

COROLLARIO :
La congettura di MINKOWSKI & vera per ogni sistema di forme
£ per cui yE)=1. (8. 8. KownEr (6], Th. ScaNEmDER [11]).

OSSERVAZIONE. Esistono sistemi di forme ¢, 3,, ..., %, peri quali
y>1/2; p. es. i reticoli critici della regione S=|x,|<},, (1<<i<<n)
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hanno y=1; tali reticoli sono in corrispondenza biunivoca con i
sistemi triangolari di forme (definiti a meno di una trasformazione
unimodulare e I’eventuale permutazione degli indici). Questa classe
di sistemi di forme rientra mnella classe comnsiderata da BIRcCH e
SWINNERTON-DYER.

3. Dimostrazione del teorema A.

La dimostrazione del teorema A si basa sul seguente lemma:

Leuma 1: (Woops [13], MorDELL [9])

Sia @ una regione a # dim. che per nessuna traslazione con-
tenga due punti di un reticolo A.
Allora

d(A) =2 V(@) — Vg(2),

dove :
V(€)= vol. €,

Velz)= ..SA View)nez)],

avendo indicato con @(z) la regione @ traslata secondo il vettore z.
Il seguente lemma & immediato :

LeyMMA 2: (Woobs [13])

Sia § la regione |z, | <X, l<<i<Im.
Allora

M @—|z|) se z2€s
Vslo)ns(z)] =§ =2

0 se z/2¢83.
Infatti la regione §(0)n§(z) & un parallelepipedo rettangolo.
Veniamo alla dimostrazione del teorema.

Si pud supporre A = 1.
Poniamo d = Inf. Tl |, —p, | per x a coordinate intere.

Esisterd allora, per ogni ¢, > 0, un punto x* a coordinate intere
tale che

M EF—p | =dl—3) 0<%, <,

%, adatto.
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Poniamo (vedi G. H. HarpY e B. M. WricHT [5], pp. 403-405)

(7) Ez, == Eu/(zl* - Pl)‘
Avremo
det ¥ = (det /T | &* —p, [ = (1 —¥,)/d.

»

Le forme %' determineranno un reticolo A, con
8) d(A) = (1 — %))/d.

Avremo poi:

=1 —=3)d-N |5 +5r—p | =(L—3)d-d=(1—3)
Poiché ora se v€A & anche — v €A, ofterremo
9) Mjv,—11=1—5% 7per ogni wvEA.

Questa relazione (9) & dovuta a TSCHEBOTAREYV.

Procediamo ora al completamento della nostra dimostrazione.

Per la def. 1 esisterad una regione S= |z, | <), 1<<i<wn,
che non conterrd punti di A oltre l’origine, e tale che per ogni
g, > 0 esiste un 3,, 0 <<, < ¢, per cui

(10) Mg e by = (1 - S)y(A)d(A).

Supponiamo y(A) > 1/2.

Sia 8, la regione |z, | <<2,/2, 1<<i<mn.

Per un classico teorema di BLICHFELDT, a causa della simme-
tria e convessith di 8, S, per nessuna traslazione conterra due
punti di A. Siamo percid in grado di applicare i lemmi 1 e 2 a
questa regione &,. Avremo, per un punto z arbitrario:

(11) d(A) = 2V18)) — Vg (z) = 2(1 — .)y(A)d(A) —

— I V[S,(u)nddz)]

u€A

Osserviamo ora, seguendo Woobns [13], che per ogni z vi sono
al pitt 2" punti w€ A tali che:

V[3,(u)n$,iz)] > 0.
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Se infatti due regioni §,(u) e $,(u’) contenessero un medesimo
vertice di §,(z). si avrebbe un assurdo per il teorema di BLICHFELDT.
Tutte le volte che & V(8 ,(u)Nd,(z)] > 0, la regione §,(u) contiene
almeno un vertice di §,(z), e poiche &, ha esattamente 2" vertici
ne segue la proprietd segnalata da Woobs.
Possiamo osservare che V§‘(l)>0; infatti se fosse V&(l):O
si avrebbe un assurdo a causa della (11) e dell’ipotesi v(A)>> 1/2.

Ma allora, ricordando il lemma 2 e ponendo z—1:

Vg (1) < 2" max. V[S/(u)N§,(1)]=2" max. V[$,(0)N3,(u —1)] =
{ u€A

u€A
=2" max., 1 (\, — | u,—11).
u€A

Infine, applicando successivamente la disuguaglianza tra media
aritmetica e geometrica due volte e tenendo conto della (9) e della

(10), otteniamo :
H()‘t - l u’t—l | ):)‘1)\2"‘)‘41“(1_ I u,—-l ! /)\,)S

1
hh e A= B ju,— 1| A)y<

ARy AL — (T, — 1| /A2y <C
1— 3, )1/n )n

< )‘1/\» e hn (1 - (ﬁ

= (e A — (L — 3 il =

= I[(L — S(A)B(A)]H/? — (1 — ,)1/mjn,

In forza della (11) ofteniamo:

A(A) = 2(1 — 3, Iy(A)d(A) — 2% [(L — S, )y (A)d(A)] U — (1 — 3,)iin |

Poiché questa disuguaglianza non dipende dai },, si ha per

.‘32 — 0
2N [UAHAN — (L — 5, lm 17 = [24(A) — 1]d(A)

(y=1(4a)

duim(A) = 21 — 3, )um [2y3n — 2y — 1)um],
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e ricordando la (8)
(/e = 2ff2pn — (2y — 1)},

Ricordiamo ora 1’ osservazione alla def. 1 e la (7).
Avremo v{A)=y({')=y(}), e quindi la dimostrazione del nostro
teorema & completata.
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