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Su un teorema di A. C. Woods sul prodotto di n forme
lineari reali non otnogenee.

N o t a di ENTRICO B O M B I E R T (a Milauo) (*) (')

Sunto. - Usando un teorema di A. C. Woods si danno alcuni nuovi risuh
tati sul prodotto di n forme lineari reali non omogenee.

îSumniiiry. - Using a theorem of A. C- Woods one gives sotne informations^
on the product of n inhomogeneous real forms.

1. Il problema e i risultati noti.

Siano ; l ; £2, ..., l„ n forme reali omogenee in x1, xt, ... , xn>

d^t ? = A z^z 0, e p,, ..., p„ n numeri reali assegnati.
Tina nota congetfcura di MIÎ^KOWSKI afferma :

esiste almeno un punto x=z(xlt ..., xn) a coordinate intere, taie che

(1) n | ? £ - P i 1 < | \ | /2n

Qaesta congettnra è stata dimostrata per n = 2 dallo stesso
MINKOWSKI [7] e da altri autori; per % = 3 da EEMAK [10], H.
DAVENPORT [2], BIRCH e SWIJSTNERTOK-DYER [1] ; per n — 4 da.

DYSON [4].

Poniamo :

<2) ( x n = Inf. Sup . | A | / n | Ç4 — p, |
€,P x

(x e Ao r e t ico lo de i n u m e r i i n t e r i ; p==(p,, p2 , ..., p,,))

(3) }/•-(?) = Inf- S u p . j A | / n i Ç, - P, | .

La congettura di MINKOWSKI afferma :

(4) a,, > 2n

(*) Pervenuta alla Segreteria del l 'U. M. I . il 5 agosto 1961.
(l) Studio eseguito nell' arabito del Gruppo di ricerca n° 14 (196(»-61>

del C.]\T.R.
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N. TSCHEBOTAREV [12] per primo è riuscito ad avvicinarsi alla
congettura in questione, dimostrando :

(5) !*w>2«/2.

Ulteriori miglioramenti sono dovuti a L. J. MORDELL [8] e H.
DAVJLNPORT [3] ; in particolare è

(6) un>(2e—1— T))2»'2 Vev °gn i rï>^ e w;>»0(i) (H. DAVENPORT [3]).

A. C. WOODS [13] e, in seguito, L. J. MORDELL [9], hanno

migliorato la (5) con un loro metodo semplice ed elegante, senza
perö raggiungere la disuguaglianza (6).

Vogliamo in questa nota occuparci del problenia di ottenere
disuguaglianze per [*.„(£}, in oui il secondo niembro dipende anche
dal sistema di forme H.

Dal nostro risnltato otteniamo corne corollario ehe la congettura
di MINKOWSKI è vera per una vasta classe di sistemi di forme £.

Il risultato di questo corollario è stato perö già dimostrato da
S. S. KOWKEE [6] e da Th. SCHNEIDER [11] con un metodo più

semplice.
Th. SCHNEIDER [11] ha ottenuto anche una sua ulteriore gene-

ralizzazione.
Osserriamo infine che B. J. BIKCH e H. P. !F. SWINISTERTOK-

DYER [1] hanno dimostrato che, quando si assuma la validità délia
congettura di MmKowsKi per 1, 2, . . . , n 1 dim., la congettura
in questione è valida anche in n dim. per una certa classe di
sistemi di forme l ; questa classe è notevolmente più vasta délia
nostra. Tuttavia il metodo da noi usato per giungere al nostro
teorema è indipendente da quello seguito da BIRCH e
DYER.

2. Il risultato.

Bef. 1 :

Sia M un reticolo a n dim. e d[M) il suo déterminante.
La regione § ^ ! x, \ <C^Ï, 1 <i<n, non contenga punti di M

oltre Y origine e sia V(S) il suo volume.
Poniamo allora

y = y{M)= Sup. {\\ ... \)jd(M)

Osservasioni.

Se V(S)>2"d(ill), allora § contiene almeno un punto di M oltre
l'origine a causa del classico teorema di MINKOWSKI.
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Dunque, per la definizione di S, Y($)<2"c?(M).
Ma ora V(S) = W ... K%}\ <*a cui

0 < y(M) ^ 1.

Il reticolo M sia definito dalle forme lineari mlf mt9 ..., mn.
Se ttj, a2, ... , an sono n numeri reali, e M' è il reticolo formato

dalle nuove forme alml, a2m21 ..., anmn allora y(Mf)=.y(M). Questa
osservazione ci sarà utile nel seguito.

Jja dimostrazione è immediata se si osserva che d(M')=al...and(M)
e che, posto §' = | #t | < V, = at\ risulta S' libero da punti di M'
distinti dall' origine e inoltre

Il problema di determinare kn= Inf. y(A) è stato considerato
A

da MOEDELL (vedi ad es. J. London Math. Soc. 12, (1937) p. 34) in
relazione alla congettura di MINXOWSKI ; bisogna perö osservare
che i suoi risultati furono sixperati con al tri metodi dalla (5) dovuta
a TSCHEBOTAREV.

Introdotta questa definizione e con essa il concetto del y(M)
a,ssociato a un reticolo, poniamo per definizione :

<y(w?) = t(M), dore /ml, ..., mn sono le forme lineari che definiscono
il reticolo M.

Avremo allora il seguente

TEOBEMA A :

Siano Ç1S ... , \n n forme lineari reali in x1 , ... , x„ con det \
= A=|=0 e y(E) > 1/2. e siano pj, .. , oM n numeri reali assegnati.

Allora per ogni £ > 0 esiste un punto x = (xs, ... , x*) a coordi-
nate intere tale che :

fl i l%-?% | < | A | /n« + e ,

d o r e

- (2T - l)i/«), T = T(Ç) (y > 1/2).

COROLIiARIO :

La congettura di MINKOWSKÏ è vera per ogni sistema di forme
Ç per cui Y ( ; ) ^ 1 . (S. S. KOWKER [6], Th. SCHNEIDER [11]).

OSSERVAZIONE. Bsistono sistemi di forme ?IS ?8,..., ?„ per i quali
y > l / 2 ; p. es. i reticoli critici della regione S ^ | x
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hanno y = 1 ; tali reticoli sono in corrispondenza biunivoca con i
sistemi triangolari di forme (definiti a meno di una trasformazione
unimodulare e l'eventuale permutazione degli indici). Questa classe
di sistemi di forme rientra nella classe considerata da BIRCH e

3. Dimostrazione del teorema A.

La dimostrazione del teorema A si basa sul seguente lemma :

LEMMA 1 : (WOODS [13], MORDELL [9] )

Sia <£ una regione a n dim. che per nessuna traslazione con-
tenga due punti di un reticolo A.

Allora

dove :
V(<3) = vol. ©,

e
Ve[z)= S V[(o(u)(\<B(z)l

w6A

avendo indicato con ©(z) la regione (B traslata secondo il vettore
Il seguente lemma è immediato :

LEMMA 2: (WOODS [13])

Sia § la regione | xt \ <Z\, 1 < j i < n .
Allora

( n {2\ - | Bt | ) se z/2 € S

\ 0 se z/2^S.

Infatti la regione S(o)p|S(z) è un parallelepipedo rettangolo.
Yeniamo alla dimostrazione del teorema.
Si puö supporre A = 1.
Poniamo d = Inf. n | St — p, | per x a coordinate intere.

X

Esisterà allora, per ogni st > 0, un punto x* a coordinate intere
taie che

rx adatto.
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Poniamo (vedi Gr. H. HARDY e E. M. WRIGHT [5], pp. 403-405)

(7) S. '= ?, /&*-?,) .

Avremo

det v = (det 5)/n | f* - p, | = (1 - sg/d.

Le forme ç' determineranno un reticolo A, con

(8) d(A) = (1 - sg/d.

Avremo poi :

n |E.' + i l = n i i j ± J ^ l =
ï=i I ->i Pi 1

= (l —s,)/d.n | ç, + g1*_Pl | ̂ ( 1 —s1)/d.d = (l —s,).

Poichè ora se u€A è anche —ü€A, otterremo

(9) n j t?t — 1 I > 1 — *i per ogai v € A.

Questa relazione (9) è dovuta a TSCHEBOTARET.

Procediamo ora al completameuto della nostra dimostrazione.
Pe r la def. 1 esisterà una regione S ̂  | xt \ <C ̂ i s 1 < * < w,

che non conterrà punti di A oltre l'origine, e tale che per ogni
Sj > 0 esiste un ^2, 0 < : ^ 2 < s2 per cui

(10) \ \ ... XM = (1 - *2)T(A)d(A).

Supponiamo y(A) ̂ > 1/2.
Sia S( la regione | xl \ < Xt/2, l ^ i < n .
Per un classico teorema di BLICHFELDT, a causa della simme-

tria e convessità di S, S, per nessuna traslazione conterrà due
punti di A. Siamo perciö in grado di applicare i lemmi 1 e 2 a
questa regione S^ Avremo, per un punto z arbitrario :

(11) d(A) > 2 VlSJ - V$i(z) = 2(1 - S,)T(A)d(A) -

— s

Osserviamo ora, seguendo WOODS [13], che per ogni z vi sono
al piti 2n pnnti a 6 A tali che :

v[§1(u)ns,(z)]>o.
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Se infatti due regioni S,(u) e S^u') contenessero an medesimo
vertice di §i(z), si avrebbe un assurdo per il teorema di BiiiCHFELDT.

Tutte le volte che è ¥(§,(11) H Ŝ zVI > 0, la regione Sj(u) contiene
almeno un vertice di ê^z), e poichè §j ha esattamente 2n vertici
ne segue la proprietà segnalata da WOODS.

Possiamo osservare che V g ( l ) > 0 ; infatti se fosse Vg (1) = 0

si avrebbe un assurdo a causa délia (11) e delPipotesi y(A) > 1/2.
Ma allora, ricordando il lemma 2 e poneiido z = 1 :

» mai. V[S1(u)nS1(l)] = 2" max. V^o jnS^u — 1)] =

= 2" max. n (X, — | u% — 1 | ).

Infine, applicando successivamente la disuguaglianza tra media
aritmetica e geometrica due volte e tenendo conto délia (9) e della
(10), otteniamo :

n(\- | % - i | ) = x1x î . . . )S in(i- |M , - i | /x,)<

^ V . - M i - ^ A | « , - 1 | i\y<

£S \ \ . . . x,,(i - ( n , u, - 1 | / x,)i/-)» <

= 1 Rl-V

In forza della (11) otteniamo:

d{A) > 2(1 - Ss)v(A)d(A) - 2" i [(1 - *,)?(

Poichè questa disuguaglianza non dipende dai \ , si ha per

2n 1 [*y(A)d(A)]i/» — (1 — Srji/» !" > [2y(A) — l]cï(A)

di/»(A) > 2(1 — ̂ J1'"/ PY1/» - (2Y — l)1/n]) (Y =
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e ricordando la (8)

(l/d)1/» > 2/[2T
1'rt - (2T —

Bicordiamo ora Posservazione alla def. 1 e la (7).
Avremo y(A) = y(Ç') *— y(?), e quindi la dimostrazione del nosfcro

teoreina è completata.
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